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Lời giới thiệu 


Trong những năm gân đây, nhu câu sách tham khảo tiếng Việt vẻ 

toản của xinh viên các trường Đại học, nghiên cứu sinh, cản bộ nghiên. 
cứu và ứng dụng toán học tăng lên rõ rệt. Bộ sách ''Toán cao cấp” của 
Viện Toán học ra đời nhằm góp phản đáp ứng yêu câu đó, làm phong 
phú thêm nguôn sách tham khảo và giáo trình đại học vỐn có. 
_ Bộ sách Toản cao cắp sẽ bao gỗm nhiều tập, đề cập đến hẳu hết 
các lĩnh vực khác nhau cua toản học cao cấp, đặc biệt là các lĩnh vực 
liên quan đến các hướng đang phái triên mạnh của toản học hiện đại, 
có tâm quan trọng trong sự phát triên lý thuyết và ứng dụng thực tiễn. 
Các tác giá của bộ xách này là những người có nhiêu kinh nghiệm 
trong công tác giang dạy đại học và sau đại học, đồng thời là những 
nhà toản học đang tích cực nghiên cứu. Vì thể, mục tiêu của các cuốn 
xách trong bộ sách này là, ngoài việc cung cấp cho người đọc những 
kiến thức cơ ban nhất, còn cô gắng hướng họ vào các vấn đẻ thời sự 
liên quan đến lĩnh vực mà cuỗn sách đê cập đến. 

Bộ sách Toản học cao cắp có được là nhờ sự ủng hộ quý bảu của 
Viện llàn lâm Khoa học và Công nghệ Việt Nam, đặc biệt là sự cô vũ 
của (Giáo sư Đặng Vũ Minh và Giáo sư Nguyễn Khoa Sơn. Trong việc 
xuất bạn Bộ sách, chúng tôi cũng nhận được sự giúp đỡ tận tình của 
Nhà xuất bản Giáo dục Việt Nam. Nhiều nhà toản học trong và ngoài 
Viện Tuản học đã tham gia viết, thâm định, góp ý cho bộ sách. Viện 
Toản học xin chân thành cảm ơn các cơ quan và cá nhân kẻ trên. 

Do nhiều nguyên nhân khác nhau, Bộ sách Toản cao cắp chắc 
chắn còn rất nhiều thiếu sói. Chúng tôi mong nhận được ÿ kiến đóng 
góp cua độc giả đề bộ sách được hoàn thiện hơn. 

Chủ tịch Hội đồng biên tập 
GS.TSKH. Hà Huy Khoải 
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LỜI NÓI ĐÀU 


Cuến sách này vốn có tựa đề “Giải tích hiện đại”, trong 
những lần in trước là giáo trình về hàm thực và giải tích hàm đã 
dạy ở Dại học Tổng hợp Hà Nội những năm 1959 - 1968. Sách 
được xuất bản lần đầu tiên năm 1966, sau đó được sửa chữa bỗ 
sung và in lại ba lần, lần thứ ba năm 1979 (ba tập I, H, II). 

Lần in thứ tư (2003), nội dung sách cơ bản vẫn giữ như cũ, 
chỉ có một số sửa đổi và bổ sung mà chủ yếu là những phần liên 
quan fractal, và các điểm bất động (các Định lý Caristi, 
Ekeland, Nadler) là những vấn đề mới nhưng nay đã trở thành 
kinh điển. Đồng thời để giữ cho cuốn sách không quá dày, tác 
giả phải tạm gác lại một số phần như lý thuyết cực trị và phép 
biến đổi Fourier, sau này sẽ được trình bày đầy đủ hơn thành tài 
liệu riêng. 

Trong bản in lần thứ 5 và thứ 6, tác giả có chú ý những lỗi in 
sai và cải tiền vài chỗ chứng minh trong bản in năm 2003. 

Bản in lần này (2017), chỉ sửa thêm vài lỗi nhỏ trong bản in 
trước. 

Một số chương hay mục được đánh dấu (*) là những vấn đề 
có thể bỏ qua khi đọc lần đầu. 


Hà Nội, ngày 21 tháng 1 1 năm 2017 


Tác giả 
Hoàng Tụy 
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Chương † 


TẬP HỢP 


1. KHÁI NIỆM TẬP HỢP 


1.1 TẬP HỢP. Một khái niệm cơ bản của toán học hiện đại là khái 
niệm (tập hợp. 


Ta coi khái niệm tập hợp là một khái niệm khởi đầu, không định 
nghĩa mà chỉ giải thích bằng những ví dụ cụ thể xung quanh ta, trong 
đời sống, trong thiên nhiên, trong khoa học kỹ thuật, trong toán học, 

..: tập hợp các sách trong thư viện, tập hợp các học sinh trong một 
trường, tập hợp các số hữu tỉ, tập hợp các đa thức bậc 5, tập hợp các 
điểm trên đường thẳng, v.v. . 


Các vật tạo nên một tập hợp gọi là các phần tử của tập hợp ấy. 
Muốn xác định một tập hợp, có hai cách: 


I. Liệt kê danh sách các phần tử của nó. Ví dụ: tập hợp bốn chữ 
œ, b, c, d, thường viết 
{a, b,c, đ}. 


2. Chỉ rõ dấu hiệu phân biệt các phần tử của tập hợp với các vật 
không phải là phần tử của nó. Chẳng hạn tập hợp {a, b,c, đ} cũng có 
thể xác định là: tập hợp bốn chữ đầu tiên trong bản chữ cái. tập hợp 
{1, 3} có thể mô tả là: tập hợp hai số tự nhiên lẻ nhỏ nhất, hoặc tập hợp 
các nghiệm số của phương trình z? — 4z + 3 = 0. 


l 
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Để biểu thị rằng z là phần tử của tập hợp 4, ta viết z € 4 (đọc: 
thuộc .4). Nếu z không phải là phần tử của 44 thì viết z £ 4. Chẳng 
hạn, nếu gọi ? là tập hợp các số nguyên tố thì 43 € ?? nhưng 34 £ P. 


Một tập hợp có thể gồm nhiều hay ít phần tử, thậm chí có thể chỉ 
gồm một phần tử duy nhất. Cũng có khi ta xét một tập hợp mà không 
biết trước nó có phần tử nào hay không. Một tập hợp không có phần tử 
nào cả gọi là tập hợp rồng (trống), và được ký hiệu: 0. Ví dụ: tập hợp 
các nghiệm số thực của phương trình z? + 1 = 0 là tập hợp rỗng; tập 
hợp các số tự nhiên r: sao cho 2"†!5 — 1 là nguyên tố có phải là rỗng 
hay không, đến nay khoa học vẫn chưa biết được. 


Một tập hợp mà mọi phần tử đều là phần tử của một tập hợp 4 
thì gọi là một 6ô phận hay một tập hợp con của tập hợp A. Ký hiệu: 
BC A (đọc Ö bao hàm trong 4) hoặc 4 5 ÖØ (đọc A bao hàm Ö). 
Đương nhiên, bất kể tập hợp 4 như thế nào, ta cũng có 4 C A. Để 
cho tiện, ta cũng coi tập hợp rỗng là bộ phận của mọi tập hợp : 0 C A, 
bất kỳ .4. Hai tập hợp 4, Ø gọi là bằng nhau nếu A C B và B C A, 
nghĩa là mọi phần tử của tập hợp này cũng là phần tử của tập hợp kia 
và ngược lại. Ký hiệu 4 = . Một bộ phận của 4 mà khác 4 (không 
bằng 4) gọi là một bộ phận thực sự của A. Đôi khi, để biểu thị rằng 
là một bộ phận thực sự của 4, người ta viết 8 CC ÁA. 


1.2.CÁC PHÉP TOÁN VỀ TẬP HỢP. Để cho gọn, sau đây ta thường 
nói “tập” thay cho "tập hợp”. Cho trước hai tập . và Ö, ta có thể thành 
lập những tập mới bằng các phép toán sau đây: 


Hợp : Hợp của hai tập A và là tập 7' gồm tất cả c các phần tử 
thuộc ít nhất một trong hai tập nói trên. Ký hiệu: 


T7 = AU ð (đọc A hợp Ø). 


Ví dụ: nếu A = {a, b,e. đ}, B = {e, d,e} thì AUB = {a,b,e, d, e}. 


Giao : Giao của hai tập A và Ø là tập G gồm tất cả các phần tử 
chung cho A và B (tức là vừa thuộc A vừa thuộc ). Ký hiệu: 


G = An? (đọc A giao B). 


Trong ví dụ trước, An 8 = {e, đ}. 
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Nếu giao của hai tập A và Ø là rỗng : 4 8 = Ô thì ta nói hai tập 
ấy rời nhau (không có phần tử chung). 


Hai phép hợp và giao có thể thực hiện trên nhiều tập: hợp của một 
số tập nào đó là tập gồm tất cả các phần tử thuộc ít nhất một trong các 
tập ấy; giao của một số tập nào đó là tập gồm tất cả các phần tử chung : 
cho mọi tập ấy. 


Nếu ta có ø tập : 4, 44a..... A„ thì hợp của chúng có thể ký hiệu 
AiU 4¿U...U 4a hoặc \J/` A;; 
giao của chúng có thể ký hiệu 
| A¿n4sn...n ÁAa hoặc f†ˆ_. A,. 
Nhiều khi ta phải xét cả một dãy vô hạn những tập : 4, 4;, ⁄4a,... 
Lúc đó hợp và giao của chúng được ký hiệu: ƒS,4;, f2,⁄4;. Tổng 
quát hơn nữa, khi ta xét một họ ! tập {4u} trong đó chỉ số a chạy 


trên một tập \í cho trước thì hợp và giao của chúng sẽ được ký hiệu: 
Oạc A/ 4o. fAscA¿ 4a (hoặc O„4a, f\ạ4a nếu tập Mí đã rõ). 


Hiệu : Hiệu của tập 4 với tập là tập ïƒ gồm tất cả các phần tử 
thuộc 4 nhưng không thuộc Ö. Ký hiệu 
H =A\B (đọc A trừ Ð). 
Chẳng hạn, nếu 4 = {a,b,e,đ}, B = {c,d,e} thì A\ B = {a,b}. 
Để ý rằng Ð \ A = {e}, thành thử nói chung 4\ B # 8 \ A. 


Hiệu đối xứng của hai tập A và Ø là tập (4\ ö8)U(B\ A). Ký 
hiệu 


AA8. 


Sở dĩ nói đối xứng là vì rõ ràng 4 À ÐB = BA A. Trong ví dụ trước 
AAB=ta.b.e}. n4 


Các phép hợp và giao có những tính chất sau đây: 
a) Tính giao hoán 


ÂAUB=BUA: AnB=Bna: 


đây cũng như sau nà ừ “họ” “lớp” ới “tập” 
y, danh từ “họ” (hay “lớp”) đồng nghĩa với “tập”. 
Một “họ tập” là một tập mà các phần tử là những tập. 
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b) Tính kết hợp 


(AUB)UC = AU(BUC); 
(AanB)nŒ = An(Bnơ. 


c) Tính phân phối 


An(BUC) = (AnB)u(An@); 
AU(BnŒ) = (AUB)n(AUC). 


Ta hãy chứng minh chẳng hạn công thức sau cùng (tính phân phối 
của phép hợp đối với phép giao). Xét một phần tử bất kỳ z € AU 
(Bn€), tức là z € A hay z € BnŒC. Nếu z € A thì đương nhiên 
z€ AUBvàz € AUC, còn nếu z € BC thì tức là z € B và z € €, 
cho nên lại cũng có z € Á U Ö và z € A#) Ơ. Vậy đằng nào cũng có 
z € (AUB)n(4U0€), tức là mọi phần tử của tập ở vế trái đều thuộc tập 
ở vế phải. Ngược lại, xét một phần tử bất kỳ z € (4U B)n(AUC), tức 
làz € AU 8 và z€ AUC. Nếu z € A thì đĩ nhiên z€ AU(BnC!). 
Còn nếu z Ø£ A thì do z€ AU B nên z € PB và do z € ÁUC nên 
z€C. Vậy z € BnC, tức là z€ AU(Bn€'), và mọi phần tử của 
tập ở vế phải đều thuộc tập ở vế trái. Tóm lại, hai tập bằng nhau. 


Các tính chất a), b), c) cho thấy rằng phép hợp giống phép cộng số 
học, phép giao giống phép nhân. Dựa trên nhận xét đó, nếu ta có một 
biểu thức vẻ tập mà trong đó chỉ có các phép hợp và giao thì có thể áp 
dụng cho nó các qui tắc số học thông thường về khai triển dấu ngoặc, 
đưa vào dấu ngoặc, đặt thành nhân tử (coi đấu L như +, dấu f như x). 
Ví dụ: 


(AOUB)n(CUD)= (anŒ)u(AnD)U(BnŒ)U(BnD). 
Do sự đối xứng cũng có thể nói rằng phép giao giống phép cộng, 


phép hợp giống phép nhân, cho nên cũng có thể coi dấu f\ như +, đấu - 
như x. Chẳng hạn 


(AnB)U0(đnD) =(AuŒ)n(AUD)n(BUC)n(BUD). 


Tuy nhiên, sự tương tự với số học không phải là hoàn toàn. Khác 
với trong số học, ở đây ta có 


AUA=4; AnA=A. 


Chương l. Tập hợp 5 


Về phép trừ tập, ta có công thức sau đây giống như trong số học: 
An(B\Ø) =(An)\(Anc) 
(chứng minh dễ dàng). Tuy nhiên, cần chú ý: công thức (4\.B)UB = A 
chỉ đúng khi ö C A, công thức (AUB)\ 8 = A chỉ đúng khi Af1B = Ô. - 
Thường các tập được xét tới trong cùng một vấn đề đều là các bộ 
phận của một tập X cố định nào đó. Khi ấy, tập X này gọi là "vũ trụ” 
hay "không gian". Hiệu X \ A sẽ gọi là phần bù của tập A và ký hiệu 
A“. Dễ thấy rằng 


| A\8=An?.. 

L Các công thức sau đây (gọi là công thức De Morgan) 
(04a) =na(4a) (1) 
(nu 4a) =Ua(Aa) (2) 


rất thường dùng và có thể phát biểu vắn tắt như sau: phần bù của một 
hợp bằng giao của các phần bù; phần bù của một giao bằng hợp của 
các phần bù. 


Ta hãy chứng minh, chẳng hạn công thức (1). Muốn thế, xét một 
phần tử bất kỳ z của tập ở vế trái, tức là không thuộc LJ„Á„. Khi ấy, với 
mọi œ ta phải có z  Á„, tức là z € ( Á„)°, chứng tỏ rằng z € f\a(A,)°. 
Ngược lại, lấy một phần tử bất kỳ z của tập ở vế phải, thì với mọi œ 
ta CÓ 7 € (Áo )°, tức là r ý 4a, cho nên z # Ua4a, có nghĩa là 
z€ (04a). Do đó các tập ở hai vế của (1) là bằng nhau. q 


1.3. ÁNH XẠ. Bên cạnh khái niệm tập hợp, một khái niệm cơ bản 
của toán học hiện đại là khái niệm ánh xạ, suy rộng khái niệm hàm số 
cổ điển. 


Cho X và Y là hai tập bất kỳ. Nếu với mỗi phần tử của X ta cho 
ứng một phần tử xác định của Y, thì ta nói rằng có một ánh x¿ từ tập 
X vào tập Y, hay một hàm xác định trên tập X và lấy giá trị trong tập 
Y, hay một foán tử biến X vào Y. 


Một ánh xạ thường được chỉ bằng một trong các ký hiệu ƒ, g,..., ự, 
 .e.«« Nếu ƒ là một ánh xạ từ X vào Y ta thường ghi ƒ : X —› Y. 
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Khi ấy nếu z € X thì ƒ(z) chỉ phần tử của Y ứng với phần tử z đó và 
ta viết z => ƒ(z) (nên phân biệt —› và ›). Phần tử ƒ(z) gọi là ảnh của 
phần tử z trong ánh xạ ƒ, hay là giá (rị (hay là rrj) của hàm ƒ tại z. 
Cho trước một tập 4 C X thì tập các phần tử  € Y sao cho có ít nhất 
một phân tử z € A với ƒ(z) = , gọi là ảnh của tập . qua ánh xạ ƒ, 
và được ký hiệu là ƒ(4). Tạp ƒ(X), tức là ảnh của miền xác định X, 
gọi là phạm vi hay miền giá trị, hay miền trị, của ánh xạ, và được ký 
hiệu lmƒ (tiếng Anh Image, nghĩa là ảnh). Nói chung Imƒ chỉ là một 
bộ phận của Y'. Nếu Imƒ = Y ta nói ƒ là một ánh xạ từ tập X lên tập 
Y, hay ƒ là một toàn ánh. 


Cho trước một tập Ö C Y thì tập các phần tử z € X có ảnh 
ƒ(z) € B, gọi là nghịch ảnh của tập P trong ánh xạ ƒ, và được ký hiệu 
là ƒ~!(B). Đương nhiên ƒ~'!(Y) = X. Như vậy ƒ~! là một ánh xạ từ 
họ các tập con của Ÿ vào họ các tập con của X. Nó có các tính chất 
quan trọng sau đây : 


ƒ“!(U, B„) =U2/71(Bu), (3) 
ƒ"!( nu Ba) = n„ƒ~'(B,), (4) 
ƒ"(B\Ø) = ƒˆ(B)\ ƒ"14G). (6) 


Nói cách khác : toán tử ƒ~' bảo toàn các phép toán về tập. 


Cách chứng minh ba công thức trên tương tự như nhau. Ta hãy 
chứng minh (3) chẳng hạn. Giả sử z  ƒ— ( Ua Bạ). Thế thì ƒ(z) € 
UaÖx, cho nên có một œ sao cho ƒ(z) € B„, hay z € ƒ~'{B„), do 
đó z € Uaƒ”!(B„). Ngược lại, nếu z € U„ƒ~'(B„) thì có một œ 
sao cho z € ƒ~}(B,), tức là ƒ(z) € Bạ„, do đó ƒ(z) € UaB„, và 
z€ƒ"!(u¿ ). mì 


Một ánh xạ ƒ từ tập X vào tập Y được gọi là ánh xạ 1-1 hay đơn 
ánh nếu hai phần tử phân biệt của X bao giờ cũng có hai ảnh phân biệt, 
tức là nếu z # z luôn luôn kéo theo ƒ(z) # ƒ(z'). 


Một ánh xạ 1-1 từ X lên Y cũng gọi là một phép tương ứng Ï-1 hay 
Song ánh giữa hai tập X và . Nói cách khác giữa hai tập X và Y có 
một phép tương ứng I-l nếu: với mỗi phần tử z € X ứng một phần tử 
duy nhất  € Y và ngược lại với mỗi phần tử y € Y ứng một phần tử 
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duy nhất z € X. Khi ƒ là một ánh xạ 1-1 từ X lên Y thì toán tử ƒ~1 
xác định ở trên cũng là một ánh xạ 1-1 từ Y lên X, đó là ánh xạ ngược 
của ƒ. : 


1.4. TẬP HỢP VÀ ĐIỀU KIỆN. Cho X là một tập, œ(z) là một điều 
kiện buộc cho phần tử z € X sao cho đối với mỗi phần tử zo cho trước 
chỉ xảy ra một trong hai khả năng: hoặc zo thỏa mãn điều kiện đó, hoặc 
zo không thỏa mãn điều kiện đó. (Một điều kiện như thế cũng có khi 
gọi là một vị tt hoặc tán từ một ngôi). Tập các phần tử z € X thỏa 
mãn điều kiện œ(z) thường được ký hiệu 


{z: a(z)) 


(đọc: tập các z sao cho œ(z)). Nếu cần nhấn mạnh rằng z là một phần 
tử của X' thì ta viết 
{z€ X: a(z)}. 


Chẳng hạn, nếu X là tập các số thực thì {z : z? — 5z + 6 = 0} là tập 
{2.3}, {z: z? > Ó} là chính X. 


Cho trước một điều kiện a(2), vấn đề thường đặt ra là: có chăng 
một phần tử z thỏa mãn điều kiện œ(z) ? Trả lời câu hỏi này, ta thường _ 
gặp những trường hợp quan trọng sau đây: 


1, Có ít nhất một phần tử z thỏa mãn œ(z). Khi ấy ta ký hiệu 
(3z) a(z) 


(đọc : tồn tại z sao cho œ(z)). 
2. Mọi phần tử z đều thỏa mãn a(z). Khi ấy ta ký hiệu 


(Vz) a(z) 


(đọc: với mọi z đều có œ(z)). 


Các ký hiệu 3, V gọi là những lượng hóa, 3 là lượng hóa tồn tại, V 
là lượng hóa phổ cập. Khi đặt một lượng hóa trước một điều kiện, ta 
có một mệnh đề đúng hoặc SaI. 


Chẳng hạn, nếu X là tập các số thực thì (3z) 2z > 2* là đúng, 
nhưng (Vz) 2z > 27 là sai. 
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Rõ ràng giữa các lượng hóa có liên hệ sau đây: 


I. Không (3z) œ(z)  (Vz) không oø(z). Tức là phủ định của 
mệnh đề: "tồn tại một z sao cho có œ(+)" là: "với mọi z đều không có 


X) 


2. Không (Vz) œ(z) s> (3z) không o(z). Tức là: phủ định của 
mệnh đề: "với mọi z đều có œ(z)" là: "tồn tại một z sao cho không có 
œ(z))". 


Bây giờ ta hãy xét trường hợp nhiều biến. Chẳng hạn, cho X, Y, Z 
là ba tập, cho œ(z, , z) là một điều kiện về các phần tử z € X,  € 
Y, z€ Z sao cho đối với mỗi bộ ba (Zo, o, Zo) cho trước chỉ xảy ra 
một trong hai khả năng: hoặc (Zo, vo, zo) thỏa mãn điều. kiện đó, hoặc 
(To. o. zo) không thỏa mãn điều kiện đó. (Một điều kiện như thế có 
khi gọi là một vị từ hoặc tân từ ba ngôi). Dĩ nhiên 


(3z) a(z, 9, z) 
là một điều kiện về hai biến g, z vì khi thay , z bởi những phần tử cụ 
thể ọ € Y, zọ € Z thì ta được mệnh đề (3z) œ(z, yo, zo) đúng hay sai. 
Cũng như thế, 

(Vz) œ(z, 9, z) 
là một điều kiện về hai biến +, z. Nếu đặt hai lượng hóa, về hai biến 
Z, chẳng hạn, 

(3z) (Vụ) a(z, 9, z) 
(“tồn tại một z sao cho với mọi + đều có œ(z, , z)" thì sẽ có một điều 
kiện về một biến z. Và nếu lại thêm một lượng hoá nữa về biến z, chẳng 
hạn 
(3z)(Vw)(Vz) œ(z, , z) (6) 

(“tồn tại một z sao cho với mọi + và với mọi z đều có œ(z, , z)”) thì 
ta thu được một mệnh đề, đúng hay sai. Ví dụ, nếu X, Y, Z đều là tập 
các số thực, thì mệnh đề sau đây là đúng: 


(3z) (Vụ) (Vz) yzz + 2+ z? >0. 


Sự tiện lợi của các ký hiệu lượng hóa là giúp ta có một quy tắc đơn 
giản để phủ định các mệnh để phức tạp. Chẳng hạn, dễ thấy rằng phủ 
định của mệnh đề (6) là 


(Vz) (3y) (3z) không a(z, , z) 
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("với mọi z đều tồn tại một + và tồn tại một z sao cho không có 
o{(z, , z)"). Thật vậy 
không (3z)(Vụ)(Vz) œ(z,.z) «> 
(Vz) không (V)(Vz) œ(z,,z) s©® 
(Vz)(3u) không (Vz) œ(z,,z) ®@ 
(Vz)(3) (3z) không œ(z, 9, z). 
Nói chung: Muốn phủ định một mệnh đề có nhiều lượng hóa, ta thay 


mỗi lượng hóa 3 bằng lượng hóa V và ngược lại, đồng thời ta phủ định 
điều kiện buộc cho các biến. 


Sau đây, vì ta sẽ thường gặp những mệnh đề có nhiều lượng hóa, 
nên việc vận dụng qui tắc trên có thể giúp ta rút gọn các lập luận. Ví 
dụ, để chứng minh công thức De Morgan (1), chỉ cần viết tập ở vế trái 
của (1) dưới dạng 


{z: không (3œ) z € Aa} 
là thấy ngay nó bằng 


{z , (va) c -4 4a) - na(Aa). 


2. TẬP HỢP CÁC SỐ THỰC 


2.1. CÁC TIÊN ĐỂ VỀ SỐ THỰC. Tập hợp giữ vai trò cơ bản trong 
giải tích là tập các số thực. Do định nghĩa, đó là một tập lR thỏa mãn 
các tiên đề sau đây: 


I. là một /rường, nghĩa là trong lR có xác định hai phép toán đại 
số là phép cộng (+) và phép nhân (-) sao cho: 


1. Phép cộng và phép nhân đều có tính giao hoán và tính kết hợp: 
œ++b=b+o; a-b=b-a, 


l4-B) 3-64-8420) (a-b)- e= a- (b- c). 
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2..Phép nhân có tính phân phối đối với phép cộng 
a-(b+ce) =a-b+a-e. 


3. Phép cộng có phép toán ngược, là phép trừ, nghĩa là: với mỗi 
cập a.b € R có một phần tử duy nhất d € Ñ sao cho a + đ = b (viết 
đ = b~ a). Do đó có một phần tử 0 € lR sao cho a + 0 = a với mọi 
a€ïR. 


4. Phép nhân có phép toán ngược, là phép chia, nghĩa là: với mỗi cặp 
a,b €Ì, a # 0, có một phần tử duy nhất g sao cho ag = b (viết ạ = 
: hay b/a). Do đó có một phần tử 1 € R sao cho a - 1 = a với mọi 
a€R. 


II. R là một trường được sắp, nghĩa là trong R có xác định một liên 
hệ a < b (cũng viết b > ø) sao cho 


Ñ aSb b<c  =z a<c, 

. aSb,b<ua => a=b, 

3. Với mỗi cặp a, b € R ta đều có a < b hoặc b < a, 
4. aSb >>  a+c<b+c, | 
5. 0<a,0<b>= 0<a.b., 


Khi œ < ò và a # b ta cũng viết a < b (hay b > a) và nói: a nhỏ 
hơn b (hay b lớn hơn a). Ta gọi lát cắt (A, B) trong Ñ là một sự phân 
hoạch tập Ñ thành hai tập không rỗng rời nhau, A và Ö, sao cho với 
mọi a € 4, b€ B đều có a < b. : 


HI. R là một trường được sắp liên tực (đủ) nghĩa là nó thỏa mãn 
tiên đề Dedekind: 


Với mỗi lát cắt (A, 8) đều có: hoặc một phần tử lớn nhất trong A, 
hoặc một phần tử nhỏ nhất trong Ø, và không thể vừa có một phần tử 
lớn nhất trong 4 vừa đó một phần tử nhỏ nhất trong Ö. 


Phần tử lớn nhất của A hay nhỏ nhất của Ö nói trên gọi là biên của 
lát cắt. | 


Tập các số thực cũng gọi là đường thẳng số, và mỗi số thực cũng 
gọi là một điểm của đường thẳng ấy. Nếu a < b thì ta cũng nói điểm a 
đứng "bên trái" điểm b (hay b đứng "bên phải" a). 
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2.2. CÁC TÍNH CHẤT CƠ BẢN. Từ các tiên đề trên, có thể suy ra 
dễ dàng tất cả các tính chất đã biết về số thực. Sau đây ta chỉ chứng 
mình một số tính chất cơ bản. 


I. Cho một tập À4 C R. Một phần tử z € R, gọi là một cận trên 
của À⁄ nếu  < z với mọi  € M; một cận đưới của À nếu z < y với 
mọi  € Ä. Một tập Ä⁄ có thể có nhiều cận trên cũng như có thể có 
nhiều cận đưới: cận trên nhỏ nhất, nếu có, cũng gọi là supremuưn của 
Ä (ký hiệu: sup Ä⁄); cận dưới lớn nhất, nếu có, là iýimưưn của À4 (ký 
hiệu: inf À⁄). Theo định nghĩa đó, ra = sup M khi và chỉ khi 


1. (Vz€ M) z < m, 
| 2. (Vm' <m) (3z€ M) m! < z, 
Và rn = inf Ä⁄ khi và chỉ khi 
1. (Vr€ M) mm < z, 
cÃ (Ww' >m) (3z € M) + < mmứ. 


Nguyên lý supremum. Mỗi tập con không rỗng M C ]R mà có một 
cận trên thì phải có supremum. Mỗi tập con không rỗng M C ]TR mà 
có một cận dưới thì phải có infimum. 

Chứng minh. Giả sử A4 # và có một cận trên c. Ta hãy xét các 
tập : 


A = {z€R:(3%acM)z<a}, 
B (we€R:(Vae M)a<w}. 


Rõ ràng 4, đều không rỗng, AU B = R, AnB = 0, và nếu 
+€4A, ục Bthì z < g. Vậy (A, B) là một lát cắt. Gọi rrr là biên của 
nó, có thể kiểm tra lại dễ đàng rn chính là supremum của AM. Phần thứ 
hai của định lý cũng chứng minh tương tự. ñ 


HH. Ta gọi số đương là những phần tử a > 0; số ám là những phần tử 
a < 0Ú, và đặt |z| = z nếu 0 < z, |z| = —z nếu z < 0. Một số a € R 
gọi là giới hạn của một dãy số z„ € R (viết lim z„ = a) nếu 


(Ve > 0) (Jno) (Vn 3 nạ) |zn — a| < e. 


Một dãy z„ gọi là đơn điệu tăng (giảm) nếu za < #Za++ (Zn 3 #a+\) 


với mọi nn; bị chặn trên (dưới) nếu nó có một cận trên (dưới); hội tụ 
nếu nó có một giới hạn. P8 
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Nguyên lý Weierstrass. Mọi dãy đơn điệu tăng (giảm) và bị chặn 
trên (dưới) đều hội tụ. | ' 


Chứng minh. Cho {z„} là một đãy đơn điệu tăng và bị chặn trên. 
Theo nguyên lý supremum, tập {z„} có một supremum rn: theo định 
nghĩa supremum, với mọi số dương £ có một m„ sao cho rn — £ < #„„. 
và do tính đơn điệu tăng của dãy z„ ta cÓ za„ < z„ với mọi n > m4. 


Vậy rm — z„ < £ với mọi m > n„, có nghĩa rằng rn = lim z„. ñ 


TH. Các phần tử của R : 0,1,2 = 1+1, 3= 2+1...., và 
=1, =2, =3,... gọi là các số nguyên. Dễ thấy rằng tập N các số nguyên 
không có cận trên và không có cận dưới, vì nếu chẳng hạn Ñ có cận 
trên thì dãy 1, 2,3....n,... phải có một giới hạn mm; lúc đó mm - 1 < p 
với một ø € Ñ và ta sẽ có rn < p + 1: vô lý. Do đó: 


Nguyên lý Archimède. Bất kỳ a dương và b thế nào cũng có một 
SỐ nguyên dương n sao cho b < 1a. _ 


Thật vậy, theo trên phải có một số nguyên đương m sao cho : < Tn. 


Nguyên lý Archimède cho thấy rằng, với mọi b € R, ta có lim 1 = 
0, vì cho trước e > 0, bao giờ cũng có n„ để |b| < n„e, do đó với mọi 
mn > m. thì |b| < re hay _ <#. 


IV. Tập {z : a < z < b} gọi là khoảng (a,b); tập {z : a < 
+ < b} gọi là đoạn [a,b]. Một dãy đoạn [aa, bạ] gọi là thắt lại nếu 
[#n+r, bn+¡] C [aa, bạ] và lim(bạ — aa) = 0. 


Nguyên lý Cantor. Môi dãy đoạn thắt lại có một phần tử duy nhất 
chung cho tất cả các đoạn ấy. 


Chứng minh. Cho {[a„,b„]} là một dãy đoạn thất lại. Dãy {a„} 
đơn điệu tăng và bị chặn trên (bởi ö chẳng hạn) nên có một giới hạn 
€ (nguyên lý Weierstrass). Dễ thấy rằng € € a„, bạ] với mọi n. Thật 
vậy, rõ rằng a„ < € với mọi n; nếu € # [ana, baạ} với một nọ nào đó 
thì ta có b;„ < €; vì € là giới hạn của dãy tăng a„, nên với + đủ lớn 
Ệ — đa < €— bạạ, tức b„¿ < a: vô lý. Mặt khác, nếu có một phần tử 
khác, €”, cũng chung cho mọi đoạn [a„, bạ} thì |€ — £€'| < bạ — a„ với 
mọi +, do đó € = €7” vì lim(b„ — a„) = 0. ñ 
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V. Một dãy {z„} C IR gọi là cơ bản nếu 
(Vz > 0) (3nọ) (Vn > nạ) (Vm 3 nạ) |#a — Zm| < €. 


Nguyên lý Cauchy. Mọi dãy cơ bản hội tụ. 


Chứng mỉnh. Xét một dãy cơ bản {z„}. Theo định nghĩa, có một r; 
sao cho |#„— #a,| < $ với mọi n 3 mị. Đặt ai = Z„y —1, bị = Zạ, + Ì. 
Sau đó, lấy nạ > h SaO cho |#n — #n;Ì < + với mọi n > nạ. Đật 


đạ = Tay — 3v bạ = đa — ÿ. Vì Bm— ¡ #m| < ‡ nên [aạ, bạ] C [aạ, bì]. 
LẤy nạ > riạ SaO cho , —=#2y € ‡ với mọi n > riạ và đặt ay = 
#ny — 3, Ùa = Tay +} „VY. - Tiếp tục mãi, ta được một dãy đoạn |a, b;] 


thất lại vì b¿ — a < srnr < rỉ ~> (0 (nguyên lý Archimede). Theo 
nguyên lý Cantor, dãy đoạn ấy có một phần tử chung €. Với z: > m¿ ta 
có za € [a¿. Ðạ], vậy |€ — #zx| < b„¿ ~ a¿, từ đó suy ra lim z„ạ =£. 


Ngoài những tính chất kể trên, còn định lý quan trọng sau đây cũng 
rất thường dùng trong giải tích. 


Ta nói một dãy {z„} là bị chặn (hay giới nội) nếu nó vừa bị chặn 
trên và bị chặn dưới, tức là 


(3a) (Vn) |za| < a. 


Nguyên lý Bolzano-Weierstrass. Mọi dãy vô hạn bị chặn {z„} 
phải chứa một dãy con {z„} hội tụ. 


Chứng minh. Theo giả thiết (Vn) — a < zạ < a. Trong hai đoạn 
{[—a,0] và [0, a] ắt phải có một đoạn chứa vô số các phần tử z„ (nếu 
không thì dãy z„ chỉ có một số hữu hạn phần tử ). Ta gọi đoạn này là 
|ai. bị], và đặt eị = (ai +bị)/2. Trong hai đoạn (ai, e¡] và [cy, bạ] ất phải 
có một đoạn chứa vô số phần tử z„ (lý do như trước). Ta gọi đoạn này là 
Ía;, bạ} và đặt ca = (a¿ + bạ)/2 v.v. . Tiếp tục quá trình đó ta được một 
dãy đoạn thắt lại (ax,b] (k = 1,2....) vì ö¿ — ay = a/2* —› 0. Theo 
nguyên lý Cantor, chúng có một phần tử chung £€. Vì mỗi đoạn |ax, b] 
chứa vô số phần tử z„ nên ta có thể chọn một z„, € [øy, b¡], rồi một 
En, € Íaạ, bạ] với nạ # my, mỘt #n; € [aạ, bạ] với nạ # 'ạ, nạ Z Tìị, 
v.v.. Ta có |z„„ — €| < bạ — a¿ —> 0, vậy € = lim za. I8) 


2.3. GIỚI HẠN TRÊN VÀ GIỚI HẠN DƯỚI. Để tiện trong nhiều vấn 
để, người ta thường thêm vào R hai phần tử mới: +oo và —oœe, gọi là 


14 | Hàm thực và Giải tích hàm 


các số vô cực, và qui ước thứ tự và các phép tính đại số như sau giữa 
hai số vô cực và các số hữu hạn ø: 


—Oo < a < +œo, | + oo| = +oo, 


(+œo) + (+eo) = ø + (+œo) = (+oo) + a = +oo, 


` ‡+eœo nếu a>0 
a(+œ) = (+co)a = 4 0 nếu œ=0 
+ooc nếu a< (0, 


(+oo)(+oo) = +oo, (+oo)(+oo) = —oo, 
—— =0, œ' =œ với r > 0. 
+oo 
Ngoài ra: lim z„ = +oo chẳng hạn, có nghĩa là 
(Va > 0) (đnọ) (Vn 3 nọ) #„ > a. 


Tập các số thực, có thêm +o và —oo, với những qui ước trên, sẽ gọi 
là tập các số thực mở rộng và ký hiệu là T. 


Bây giờ cho một dãy vô hạn {z„} C IR. Với mỗi n, đặt 
tt = SUD{đn+l,đn+2y,...} = SMP đa+k, 


Un = inf{en+i, n+2; - - i _= imỸ n+k- 


Rõ ràng dãy {u„} giảm đơn điệu, còn dãy {ø„} tăng đơn điệu cho nên 
mỗi dãy có một giới hạn (hữu hạn hay vô cực). Dĩ nhiên lim tự = inf trụ 
và lim 0„ = sup œạ. Các giới hạn đó gọi là giới hạn trên và giới hạn 


đưới của dãy {a„} và được ký hiệu lim a„, lim a„. Như vậy 


lim a„ =  inf (sup an+z), 
"` k 


—. 

— 
R 

Đ 
ä 

lI 


sup (nŸ nxz). 


Định lý 1. Một số œ là lắm a„ khi và chỉ khi với mọi œ' < œ đều 
Có vô số a„ > o' và với mọi œ" > œ chỉ có một số hiữu hạn aạ > œ“, 
Một số là lìm an khi và chỉ khi với mọi 8! > 8, đêu có vô SỐ a„ < Ø! 
và với mọi ” < 8 chỉ có một số hữu hạn a„ < 8". 
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Chứng minh. Chỉ cần chứng minh cho lim a„. Giả sử œ = Ìïm ø„ và 
a“ < a< đ", Ta có œ < inf(sup a„+¿) nên theo tính chất của infimum: 
n k v 
(Vn) œ“ < sup ø„+¿, và theo tính chất của supremum: (Vn) (3k) œ' < 
k 
đ„+¿, chứng tỏ rằng có vô số øạ > œ'. Mặt khác, œ“ > inf(sup đ„+z),: 
: n.& 
nên (3n) œ” > sup ans+¿, đo đó (3nạ) (Vk) œ” > ans+¿ tức là chỉ có 
° k *# 
những a„ với n < nọ là có thể > œ“: 
Ngược lại, giả sử một số œ có những điều kiện nêu trong định lý, và 
_ choä = lim aa. Nếu äã < œ thì phải có một số œ sao cho ä < œ' < ø: 
", khi đó, vì a“ < œ nên theo giả thiết có vô số a„ > œ', nhưng œ' > ö nên: 
theo phần đã chứng minh chỉ có một số hữu hạn a„ > œ'. Vậy không 


thể có ä < øœ. Tương tự như thế, ta cũng chứng minh rằng không thể 
có öä > œ. Vậy œ = õ. IRÌ 


Định lý 2. Một số l là giới hạn của dãy {aa} khi và chỉ khi Ìùm a„ = 
lim øạ = Ì. 


Chứng minh. Giả sử Ì = lim a„ tức là với mọi œ“ < ỉ đều có một 
¡ sao cho d„ > œ' với mọi ? > m¡, và với mọi a“ > ỉ đều có một 
7'¿ SAO cho œ„ < œ” với mọi m > nạ. Như vậy, theo định lý trước, 
Ì = lim œ„ = lim a„. 
Ngược lại, giả sử lim an = lim a„ = Ì. Khi ấy inf Ôncà €0x¿¿ 
Sup đ„+¿ cho nên lim (mí đna+¿) € lim an+¡ < lim (sup a„+), nghĩa 
& k 


là lim ø„ < lim a„ < lim a„; từ đó  = lim đ„. I8 


3. LỰC LƯỢNG CỦA CÁC TẬP HỢP 


3.1. TẬP HỢP TƯƠNG ĐƯƠNG. Khi ta đếm lần lượt các phần tử 
của một tập 4, có thể xảy ra hai trường hợp: 


1) Tới một lúc nào đó, ta đếm được hết các phần tử của A. Trong 
trường hợp này, tập A là hữu hạn và số cuối cùng đã đếm tới cho ta 
biết số lượng phần tử của A. 


2) Mãi mãi vẫn còn những phần tử của 4 chưa đếm tới. Trong 
trường hợp này, tập A là vô hạn. 


ló Hàm thực và Giải tích hàm 


Toán học hiện đại thường phải xét nhiều tập vô hạn: tập các số tự 
nhiên {1,2,3,...}, tập các điểm trên đường thẳng (tập các số thực), 
tập các hàm số liên tục xác định trên một đoạn, v.v. . Một vấn đề quan 
trọng là so sánh số lượng các tập đó với nhau: tập nào nhiều phần tử 
hơn, tập nào ít phần tử hơn, những tập nào tương đương nhau về mặt 
số lượng. | 


Đối với các tập hữu hạn thì cách đếm giúp ta giải quyết dễ dàng 
vấn đề đặt ra. Đối với các tập vô hạn cách đếm không thể dùng để so 
sánh số lượng được. Nhưng ta nhận xét rằng: thực chất cách đếm chẳng 
qua là một ánh xạ 1-1 từ tập mà ta đếm vào tập các số tự nhiên. Mặt 
khác, muốn biết hai tập hữu hạn có cùng số lượng không, thật ra không 
nhất thiết phải trực tiếp đếm mỗi tập hợp, mà chỉ cần xem có thể làm 
một ánh xạ 1-1 từ tập này lên tập kia không. Dựa trên các nhận xét đó, 
người ta giải quyết vấn đề đối với các tập bất kỳ (hữu hạn hay vô hạn) 
như sau: 


Ta nói hai tập A và Ð là tương đương (về số lượng) nếu giữa hai tập 
ấy có thể thiết lập một phép tương ứng 1-1 (tức là có thể ánh xạ 1-1 tập 
này lên tập kia). 


Ví dụ: 1) Hai tập hữu hạn cùng số lượng thì tương đương. 

2) Hai tập Á = {1,2,3,...,n,...} và B = {2,4,6,...,2n,...} 
tương đương vì có thể lập phép tương ứng: 

: n —> 2n (n = 1,2,3,...). 
Điều đáng chú ý ở đây là Ð CC 4: vậy một tập vô hạn có thể tương 
đương với một bộ phận thực sự của nó (điều không thể xảy ra đối với 
tập hữu hạn). 

3) Tập các điểm trong khoảng (0,1) tương đương với tập các điểm 
trong một khoảng (a.b) bất kỳ: sự tương ứng có thể thực hiện bằng 
phép vị tự (Hình 1). 

4) Tập các điểm trong khoảng (0,1) tương đương với tập các điểm 
trên toàn đường thẳng, vì có thể cho mỗi điểm z trên đường thẳng ứng 
với  = ‡ arctan z + ¿ trong khoảng (0,1). 


Hai tập cùng tương đương với một tập thứ ba thì đĩ nhiên là tương 
đương nhau. Do đó, từ hai ví dụ 3) và 4), ta suy ra rằng tập các điểm 
trong một khoảng bất kỳ là tương đương với tập các điểm trên toàn 
đường thẳng. ' 
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Hình 1 


Khi hai tập tương đương nhau, ta bảo rằng chúng cùng một lực lượng 
hay cùng một bẩn số. Nói cách khác lực lượng (hay bản số) của một 
tập biểu thị một tính chất chung cho nó và tất cả các tập tương đương 
với nó. Đối với tập hữu hạn, thì lực lượng (bản số) chính là số phần tử 
của nó. Thành thử, lực lượng (bản số) là khái niệm trực tiếp mở rộng 
khái niệm số tự nhiên. Lực lượng của một tập 4 thường được ký hiệu 
A (hay card.4). 

Nếu một tập 4 tương đương với một bộ phận của một tập Ö, nhưng 
không tương đương với Ö, thì ta nói lực lượng của A nhỏ hơn lực lượng 
của , hay lực lượng của B lớn hơn lực lượng của A và viết A < P, 
hay B > A. 


Một vấn đẻ tự nhiên nảy ra: nếu một tập .4 tương đương với một bộ 
phận của tập và ngược lại tập cũng tương đương với một bộ phận 
của A, thì có thể nói gì vẻ hai tập ấy ? Định lý sau đây giải đáp vấn đề 
này. 


Định lý 3 (Cantor-Bernstein). Nếu tập Á tương đương với một bộ 
phận của tập B và ngược lại tập B cũng tương đương với một bộ phận 
của tập A thì hai tập tương đương nhau. 

Như vậy, nếu tập .4 tương đương với một bộ phận của tập thì chỉ 
có thể 4 < B hoặc Ä = B (ta viết Á < B) . Nói cách khác, 


ÃÄ<Ã,<Ä=ÃÄ=B. 


Chứng minh*. Theo giả thiết có một phép tương ứng 1-l ƒ giữa các 
phần tử của 4 với các phần tử của một bộ phận của , và ngược lại 
cũng có một phép tương ứng l-1 g giữa các phần tử của Ø với các phần 
tử của một bộ phận của A. 


18 Hàm thực và Giải tích hàm 


Hình 2 


Ta qui ước gọi một phần tử z là "bố" của phần tử hay g là "con" 
của z, nếu z €:A,  € B và y = ƒ(z) (w ứng với z trong phép tương 
ứng ƒ) hoặc nếu z € B,  € A và  = ø(z) ( ứng với z trong phép - 
tương ứng ø). Một phần tử z (thuộc A hay Ö) gọi là "tổ tiên" của một 
phần tử , nếu có một dãy z\, za,..., z¿ sao cho z là bố của z¡, z¡ là 
bố của z¿, z¿ là bố của zạ,..., z„ là bố của . Chẳng hạn trong Hình 
2, z là tổ tiên của đồng thời z cũng là tổ tiên của z¡, zs, +3; 7¡ là tỔ 
tiên CỦA'Z¿, Z4, 1, V.V... Bây giờ ta hãy chia A ra làm ba tập con: Á, 
gồm tất cả các phần tử của .4 có một số chấn tổ tiên, A, gồm tất cả các 
phần tử của A có một số lẻ tổ tiên và A„„ gồm tất cả các phần tử của 
A có vô số tổ tiên. Đồng thời ta cũng theo cách đó chia ra làm ba 
tập : Ø,, Bị và B„.. Sau đó ta xác định một phép tương ứng ¿ như sau 
giữa các phân tử của A4 với các phần tử của Ð: với mỗi phần tử thuộc 
A, hay 4„„ thì cho ứng con của nó, với mỗi phần tử thuộc <4, thì cho 
ứng. bố của nó. 

Dễ thấy rằng ¿ là một phép tương ứng 1-1 giữa A và B. Thật vậy, 
trong phép tương ứng đó, với mỗi z € A dĩ nhiên ứng một phần tử duy 
nhất  € Đ. Ngược lại lấy một phần tử bất kỳ  € Đ: nếu  € Ö, thì 
con của nó thuộc .4¿, nghĩa là là bố của một phần tử z nào đó thuộc 
A,; nếu + € , thì bố của nó thuộc 4„, nghĩa là là con của một phần 
tử z nào đó thuộc ,; còn nếu + € B„„ thì bố của nó thuộc A.., nghĩa 
là là con của một phần tử z nào đó thuộc .4„. Thành thử mỗi phần 
tử  € ứng với một phần tử duy nhất z € 4 trong phép tương ứng ø. 
Vậy ¿ là một phép tương ứng 1-1 giữa A và B. ñ 


Từ định lý này ta suy ra rằng cho trước hai tập 4, , chỉ có thể xảy 
ra một trong 4 trường hợp: 


lL.A=b, 
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2.Ä<B, 
3.Ö<Ä, 


4. A không tương đương với , hoặc bộ phận nào của , và cũng 
không tương đương với bộ phận nào của A . 


Tuy nhiên, dùng "tiên đề chọn" của Zermelo, có thể chứng minh 
rằng trường hợp 4 không thể xảy ra. 2 Do đó chỉ xảy ra một trong ba 
trường hợp trên và vấn để so sánh lực lượng các tập được giải quyết 
trọn vẹn. 


3.2. TẬP ĐẾM ĐƯỢC. Trong tất cả các tập vô hạn thì tập ó nhất" 
(có lực lượng kém nhất) là tập các số tự nhiên: Ñ = {1, 2, 3,.. " 
Lực lượng của tập này gọi là lực lượng đếm được, và mọi "4y tương 
đương với nó gọi là ráp đếm được. Đương nhiên, cũng có thể nói: một 
tập đếm được là một tập mà ta có thể đánh số được các phần tử của nó 
thành dãy vô hạn: 


Gị, Ổaạy đậy ...Ông ..‹ 


Ví dụ: I) Theo ví dụ l) ở mục trước, tập {2,4,6,..., 2m....} 
là đếm được. Ta cũng thấy ngay rằng các tập {3,6,9,...,3m,...}, 
{1,4,9,...,m?,...}, v.v... đều đếm được; tập các số nguyên (bao gồm 
cả số nguyên dương, âm, và số không) cũng là đếm được vì có thể viết 
dưới dạng: 

0,1,—1,2, =2, 3, =3,...,t, —n,... 


2) Tập các số hữu tỉ là đếm được. Thật vậy, một số hữu tỉ có thể viết 
dưới dạng một phân số tối giản n. q > 0. Ta hãy tạm gọi tổng |p| + q 


là "hạng" của số hữu tỉ \ Rõ ràng số phân số có một hạng cho trước 


: 1 
là hữu hạn. Chẳng hạn các phân số có hạng I1 là : = 0, hạng 2 là ï và 
=. hạng 3 là _ ¬ = = v.v.. Vậy ta có thể đánh số các số hữu 
tỉ theo thứ tự hạng tăng dần, tức là: bắt đầu đánh số các số hạng 1, rồi 
đánh số tiếp các số hạng 2, các số hạng 3, v.v. . 


?Tiên đề này phát biểu như sau: Cho một họ những tập không rỗng X„, Z 
€ Á, bao giờ cũng có một hàm x trên A (gọi là hàm chọn) sao cho x(@) e X„ 
với mọi œe A. Một đạng tương đương khác của nó là tiên đề Zorn (Chương 6, 
mục 1.1). 
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Về mặt trực quan ta có cảm giác như tập các số hữu tỉ nhiều vô kể, 
vì cho trước hai số thực tùy ý, dù sát nhau bao nhiêu, cũng có một số 
hữu tỉ xen giữa hai số thực ấy. Thế nhưng như ta vừa chứng minh, cái 
"vô số" của tập các số hữu tỉ cũng chỉ ngang với cái vô số của tập các 
số tự nhiên! | 


Việc lực lượng đếm được là lực lượng bé nhất của các tập vô hạn 
được xác nhận bởi hai mệnh đề sau đây: 


Định lý 4. Bất cứ tập vô hạn nào cũng có một bộ phận là tập đếm 
được. 


Chứng mình. Thật vậy, cho À⁄ là một tập vô hạn. Ta hãy lấy một 
phần tử bất kỳ ø € AM, rồi một phần tử ø; € Xí \ {a¡}, rồi một phần 
tử ay € Mƒ \ {a,a¿}, v.v.. Vì M vô hạn, nên điều đó có thể tiếp tục 
mãi và ta thu được tập đếm được {a, đa, aạ,...} C MM. D 


Định lý 5. Một bộ phận của một tập đếm được thì phải là hữu hạn 
hay đếm được. 


Chứng minh. Thật vậy, cho là một bộ phận của tập đếm được 

= {ai,d2,dạ,...}. Gọi a¡, là phần tử đầu tiên của mà ta gặp 
trong dấy {ø, đa,đa,...}, d¡„ là phần tử thứ hai của B trong dãy đó, 
: . Nếu trong các số i,i¿,..., có một số lớn nhất, ví dụ ¿p, thì 
= {0¡,.@¡„...., ¡„} là hữu hạn. Còn nếu trái lại dấy a¡,, đ;;,..., 
vã dài vô tận thì ö = {a;,.a;,,...} là đếm được. D 


Định lý 6. Hợp của một họ hữu hạn hay đếm được tập đếm được 
cũng là tập đếm được. 


Chứng mình. Cho một dãy tập đếm được: 4, 4, 4... Ta hãy viết 
các phần tử của mỗi tập ấy thành một dãy và xếp đặt các dãy thành 
một bảng như dưới đây. Rõ ràng trên mỗi đường chéo (có mũi tên) chỉ 
có một số hữu hạn phần tử : trên đường chéo thứ nhất chỉ có a, trên 
đường chéo thứ hai chỉ có: aan, đ¡¿, V.V. , nói chung trên đường chéo 
thứ n chỉ có r: phần tử (các a„ạ„ mà p + q mi} 1). 


Vậy ta có thể lần lượt đánh số các phần tử trên đường chéo thứ nhất, 
rồi đến đường chéo thứ hai, v.v. n 


Định lý 7. Khi thêm một tập hữu hạn hay đếm được vào một tà VÔ 
hạn M, ta không làm thay đổi lực lượng của tập AM. 
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Ai /A\ |; ñ3 14 
A2 đ\ d0 đạy đạc c'‹ 


A3 &A “‡ đạy Cha 


Chứng minh. Cho ẤN là tập thu được khi thêm vào À4 một tập Á 
hữu hạn hay đếm được. Theo Định lý 4, có thể lấy một tập đếm được 
BCM. Đặt M' = M\ B, tacó M = M'UB, N= MU BUA. 
Theo định lý trước  U 4 cũng là đếm được, cho nên có thể lập một 
phép tương ứng 1-1 giữa Ö và Ø U A. Sau đó chỉ cần lập một phép 
tương ứng 1-I giữa M⁄' và chính Mƒ, ta sẽ có một phép tương ứng I-l 
giữa Mí và N. Như vậy M và N cùng lực lượng. n 


Theo định lý này, ta thấy rằng tập các điểm thuộc một khoảng (a, b) 
tương đương với tập các điểm thuộc đoạn [a, b]. Vậy tập các điểm thuộc 
đoạn {a, b] tương đương với tập:các điểm trên toàn đường thẳng (xem 
ví dụ 4 ở mục Ì). 


Định lý 8. Tập tất cả các dãy hữu hạn có thể thành lập được với 
các phần tử của một tập đếm được là đếm được. 


Nói rõ hơn, cho A = {a¡, aạ, as,...} là một tập đếm được, Š là tập 
tất cả các dãy có dạng (đ¡,, đ;,..., đ;„) trong đó rn là một số tự nhiên 
bất kỳ, a¡, (k = 1,2,...,m) là những phân tử (không nhất thiết phân 
biệt) của A. Ta khẳng định rằng Š là đếm được. 


| Chứng minh. Gọi S„„ là tập các dãy gồm đúng rn phần tử của 4. Vì 
Š =Un-¡Ôm 


nên theo Định lý 5 chỉ cần chứng minh rằng mỗi S„„ là đếm được. Với 
8; điểu đó hiển nhiên vì rằng Š; = A. Ta hãy giả thiết rằng điều đó 
đúng với %„„ (tức S„„ đếm được), và chứng minh cho S„+:. 


Cho ø¿ là một phần tử xác định của A, và S°.„ ; là tập tất cả các dãy 
có dạng (d¡,,đ;;,..., đ„,a¿). Giữa SẼ ,¡ va S„ rõ ràng có sự tương 
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ứng 1-1: 
(đ¡\, đị;, đị„.v 0y) —> (đ¡y, địy,..., đi. 
Mà S„„ đã đếm được thì SẼ ,. cũng đếm được. Do đó „„¡ cũng đếm 
được, vì 
Sm+1 = LỆ L2 «bu IRi 
Hệ quả 1. Tập tất cả các đa thức P(z) = ao + ay + - - :+an+” (n 
bất kỳ) với các hệ số aọ, ay,..., aạ hữu tỉ, là đếm được. 


Thật vậy, các đa thức đó tương ứng 1-l với các dãy số hữu tỉ 
(ao, đy,..., an). - Vì tập các số hữu tỉ là đếm được nên theo định lý 
trên, tập các đa thức đó cũng đếm được. ñ 


Hệ quả 2. Tập các số đại số là đếm được. 


Một số đại số là nghiệm số của một đa thức với những hệ số hữu tỉ. 
Vì tập các đa thức này là đếm được, mà mỗi đa thức chỉ có một số hữu 
hạn nghiệm số, nên tập các số đại số chỉ có thể là hữu hạn hay đếm 
được. Nhưng nó không thể hữu hạn vì nó bao hàm tập các số tự nhiên, 
vậy nó phải đếm được. 0 


3.3. LỰC LƯỢNG CONTINUM. Qua các ví dụ trên kia, ta đã đi từ 
tập các số tự nhiên đến tập các số hữu tỉ, rồi đến tập các đại số, mỗi 
tập bao gồm vô số phần tử mới so với các tập đã xét trước, thế mà lúc 
nào ta cũng chỉ có những tập đếm được. Vậy thì có tập nào không đếm 
được không ? 


Định lý 9. Táp các số thực là không đếm được. 


Chứng minh. Vì tập các điểm thuộc đoạn [0,1] tương đương với tập 
các điểm trên toàn đường thẳng, ta chỉ cần chứng minh rằng tập các 
điểm thuộc đoạn [0,1] là không đếm được. 


Giả sử trái lại rằng tập đó đếm được, nghĩa là có thể đánh số thành. 
dấy: z¡,7¿,z¿,... Ta hãy chia đoạn [0,1] thành ba đoạn bằng nhau, 
Trong ba đoạn đó phải có một đoạn không chứa z¡: cho đoạn ấy là A;. 
Ta lại chia A; ra ba đoạn bằng nhau. Trong ba đoạn đó phải có một 
đoạn không chứa z;: cho đoạn ấy là A. Ta lại chia A¿ ra ba đoạn bằng 
nhau, v.v. . Tiếp tục mãi, ta sẽ có một dãy đoạn A¡ Đ A¿ Đ AaĐ..., 


với độ dài |A„| = s và với zạ ế Aa. Vì |Az| — 0 (n — oo) nên đó 
là một dãy đoạn thất lại và theo nguyên lý Cantor, phải có một điểm £ 
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chung cho tất cả các đoạn ấy. Cố nhiên £ € [0, 1], vậy £€ phải trùng với 
một z„„ nào đó. Nhưng £ € A„ với mọi mø, cho nên z„„ € A;„. Điều 
này trái với cách xây dựng các đoạn A„. Do đó giả thiết rằng tập các 
điểm thuộc [0,1] đếm được là vô lý. q 


Định lý vừa chứng minh cho thấy rằng lực lượng của tập số thực | 
lớn hơn lực lượng đếm được. Người ta gọi nó là lực lượng continum 
hay lực lượng c. 


Ở trên ta đã biết rằng tập các số hữu tỉ là đếm được. Vậy theo Định 
lý 7, tập các sô vô tỉ cũng có lực lượng e. 


`,Mặt khác, ta cũng đã thấy rằng tập các số đại số bao hàm éả số hữu 
tỉ và số vô tỉ đại số là đếm được. Vậy ắt có những số thực không phải 
là số đại kề Người ta gọi chúng là những số siêu việt. ... hạn, các 
số 7,e, 22 đều là siêu việt. 


Vì tập các số đại số là đếm được, nên theo Định lý 7, tập các số 
siêu việt cũng có lực lượng c. Thành thử số vô tỉ nhiều hơn số hữu tỉ, 
số siêu việt nhiều hơn số đại số ! 


Định lý 10 (Cantor). Cho bất cứ tập A nào thì tập tất cả các bộ 
phận của A cũng có lực lượng lớn hơn lực lượng của A. 


Chứng minh. Gọi X là tập tất cả các bộ phận của A. Chẳng hạn nếu 

= {a,b,c}, thì M gồm có: 0,{a}, {b}, {e}, {a, b},{a,e},{b,c}, A. 
Trước hết ta hãy chứng minh rằng 4 không tương đương với À. Muốn 
thế, giả sử trái lại rằng A tương đương với Ä⁄, và cho ƒ là phép tương 
ứng l-1 giữa hai tập ấy. Với mỗi phần tử z € A ứng một phần tử xác . 
định của Mí mà ta sẽ ký hiệu là ƒ(z); ngược lại, mỗi phần tử của A⁄ là 
ƒ(z) cho một phần tử xác định z € A. Vì ƒ(z) là một phần tử của AM, 
tức là một bộ phận của 4 nên có thể xảy ra tình trạng z € ƒ(z). Ta sẽ 
gọi một phần tử z sao cho z € ƒ(z) là "xấu số". Còn nếu z # ƒ(z) 
thì z gọi là "tốt số”. Gọi Š là tập tất cả các phần tử tốt số của A. Vì 
rằng Š € À⁄ nên $ = ƒ(zo) với một zạ € 4. Ta thử xem zọ là xấu số 
hay tốt số ? Nếu zọ là xấu số thì zo € ƒ(zo) = S, vô lý vì S chỉ chứa 
những phần tử tốt số. Còn nếu zọ là tốt số thì zẹ ế ƒ(zo) = Š : cũng 
vô lý vì zọ đã tốt số thì phải thuộc Š. Mâu thuẫn đó chứng tỏ rằng 4 
không thể tương đương với AM. 


Bây giờ ta chứng minh rằng 4 tương đương với một bộ phận của 
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M. Thật vậy, gọi ẤM“ là tập các bộ phận của 4 chỉ gồm một phần tử 
duy nhất thì 1“ C_Mí và rõ ràng M⁄' và A tương đương nhau, vì mỗi 
z € A có thể cho ứng với tập {z} € M'. 


Tóm lại, Ä > Ä, và định lý đã được chứng minh. n 


Như vậy, cho trước một tập bất kỳ, bao giờ cũng có thể thành lập 
một tập có lực lượng lớn hơn. Do đó, không có lực lượng (bản số) nào 
là lớn nhất cả. 


Một câu hỏi nảy ra: lực lượng c phải chăng là bé nhất trong tất 
cả các lực lượng của những tập không đếm được ? Nói khác đi, có 
chăng một lực lượng trung gian giữa lực lượng đếm được và lực lượng 
e ? Trong suốt mấy chục năm ở nửa đầu thế kỷ XX các nhà toán học 
không trả lời được câu hỏi đó,.mà chỉ đưa ra giả thuyết không có lực 
lượng nào như thế cả (“giả thuyết continum”). Năm 1959 Gödel chứng 
minh được rằng giả thuyết continum không mâu thuẫn với các tiên đẻ 
thường được thừa nhận trong lý thuyết tập hợp, trừ khi các tiên đề này 
vốn đã chứa mâu thuẫn rồi. Năm 1963, Cohen khép lại vấn đề bằng 
cách chứng minh rằng giả thuyết continum không thể chứng minh cũng 
không thể bác bỏ được, mà chỉ có thể nhận nó hay nhận phủ định của 
nó làm một tiên đề. 


3.4". TẬP HỢP CÓ LỰC LƯỢNG ‹. Từ sự kiện tập Ï có lực lượng 
c có thể suy ra hàng loạt tập khác có lực lượng e. 


Định lý 11. Tập tất cả các dãy vô tận 
gu, 6 s..a Ếb xá») (7) 


trong đó É\, €›, ..., Én, ... là những số thực tùy ý, có lực lượng . 


Chứng minh. Ta hãy lập một phép tương ứng I-1 giữa tập tất cả các 
số thực và tập các số thực trong khoảng (0,1) (điều này làm được vì hai 
tập đó tương đương). Với mỗi số thực trong khoảng (0,1) lại có thể cho 
ứng một phân số thập phân vô tận, và cách tương ứng đó là 1-1, nếu ta 
qui ước không dùng những phân số tuần hoàn với chu kỳ 9 (chẳng hạn 
số 1/2 ứng với 0,500. .. , chứ không ứng với 0,499... ). Như vậy, với mỗi 
số thực £a ứng một phân số thập phân f„ = Ú,đ„ đạn đ3ạ.. vÖNghaysx 
Ta hãy viết các số í\, f¿, ..., fạ, ... thành bảng 
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l =Ũ, ứn — đại: đạị 3... đn 
tạ =Ú, “0; dạ  dđạa .‹.« ng 
. 
lạ =Í, `” đc. - đạa - đạa .‹.. Ông 
tạ=Ú, địạn đạn đạn ¬..-..- 


và cho ứng với dãy + = (£t,€›,...,,„,...) số thực 
€ =, đi đại đị2 địa 22 đại đạy đạ2 G23 địa... 


trong đó ở phần thập phân ta viết liên tiếp các chữ số theo thứ tự chỉ rõ 
bằng các mũi tên. Rõ ràng với hai dãy z,z“ khác nhau thì ứng hai số 
€,€ khác nhau. Vậy tập các dãy (7) tương đương với một bộ phận của 
tập các số thực. Ngược lại, tập các số thực cũng tương đương với một 
bộ phận của tập các dãy (1) vì có thể cho ứng với mỗi số thực € dãy 
# = (ỆI, Êa, -.., €n, ...). Do đó theo Định lý 3, tập các dãy (7) tương 
đương với tập các số thực. | „ 


Bằng cách tương tự (có phần đơn giản hơn) ta cũng chứng minh 
được rằng: tập các dãy k số thực 
z = (&, Éa, ..g €x) (8) 
(k bất kỳ nhưng cố định) có lực lượng e. 


Mỗi dãy (8) thường gọi là một điểm (vectơ) của không gian & chiều 
(RẺ). Vậy: tập các điểm trong không gian k chiêu (k bất kỳ) có lực 
lượng c. Nói riêng tập các điểm trong mặt phẳng (hay tập các số phức) 
có lực lượng c. 


Định lý 12. Tập rất cả các dãy vô tận 


®= (ÊUu Ế% +‹-; Ếu:-.) (9) 
trong đó các €¡ lấy tùy ý hai giá trị 0 và I, có lực lượng c. 


Chứng minh. Ta chỉ cần chứng minh rằng tập các số thực trong đoạn 
(0,1] tương đương với một bộ phận của tập các dãy (9): khi ấy, vì tập 
các dãy (9) chỉ là một bộ phận của tập các dãy (7), nên theo các định 
lý trên, tập các dãy (9) sẽ có lực lượng c. 
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Cho một số tùy ý £ € [0,1]. Ta hãy cho ứng với nó một dãy (9) 
như sau. Chia đoạn Dạ = [0, 1] ra hai đoạn nhỏ bằng nhau: nếu £ thuộc 
đoạn nhỏ bên trái thì đặt ; = 0, và gọi D2; là đoạn nhỏ ấy, nếu trái lại 
thì đặt ¿ = 1 và gọi 2 là đoạn nhỏ bên phải. Chia Dạ ra hai đoạn 
nhỏ bằng nhau: nếu £ thuộc đoạn nhỏ bên trái thì đặt £¿ = 0 và gọi Ø2; 
là đoạn nhỏ ấy, nếu trái lại thì đặt £¿ = 1 và gọi D; là đoạn nhỏ bên 
phải. Chia /2; ra hai đoạn nhỏ bằng nhau, v.v. và cứ tiếp tục theo cách 
đó. Như thế ứng với mỗi £ € [0, 1] có một dãy z = (án, É¿,..., Én, ...) 
hoàn toàn xác định và ứng với hai £, £“ khác nhau đĩ nhiên có hai dãy 
z, + khác nhau. Vậy tập [0, 1] tương đương với một bộ phận của É 
các dãy (9). 


Dĩ nhiên Định lý 12 vẫn đúng nếu thay các giá trị 0 và 1 bằng hai 
số bất kỳ. 


Hệ quả. Tập tất cả các dãy vô tận 


@m biện si: uy sóc¿.) (10) 


trong đó các € là những phần tử tùy ý của một tập P, với 2 < <c, 
CÓ lực lượng c. 

Thật vậy, bao giờ cũng có thể giả thiết rằng ? là một bộ phận của 
tập số thực, bao gồm 0 và 1. Khi đó tập các dãy (10) chứa tập các dãy 
(9) và là một bộ phận của tập các đãy (7). Do đó theo ba định lý trước, 


tập các dãy (10) có lực lượng e. „ Ñ 
Nói riêng, nếu P = {1,2,...,m,...} thì ta có sự kiện: :ập tất cả 
các dãy vô tận số tự nhiên : mị, nạ, ..., nạ, ... có lực lượng c. 


Định lý 13. Táp các hàm số thực liên tục xác định trên một đoạn 
[p, q} có lực lượng c. 

Chứng minh. Vì tập các điểm hữu tỉ trên [p, g] là đếm được nên nó 
có thể xếp thành dãy r, rạ,...., r„, ... Cho z(£) là một hàm số liên 
tục trên [p,g]. Đặt 


€ =z(rn). Éa = ?(ra).....Ến = #(Fa)s.-. 


ta thấy rằng hàm số z(£) là hoàn toàn xác định bởi dãy số (€:,€@, 

..„xẾn....}, Vì nếu biết dãy số này thì giá trị của hàm số tại một điểm 

bất kỳ ¿ € |p, g} sẽ bằng z(£) = jim z{ra,), trong đó r„, là một dãy 
—›oo 
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điểm hữu tỉ dần tới . Vậy tập các hàm số liên tục trên Íp, g} tương 
đương với một bộ phận của tập các dãy (1) và do đó theo Định lý 13 
tương đương với một bộ phận của tập các số thực. Mặt khác mỗi số 
thực a ứng với một hàm số liên tục z(£) = a, nên tập các số thực lại 
tương đương với một bộ phận của tập các hàm số liên tục trên [p, qÌ. 
Vậy theo Định lý 3, tập các hàm số liên tục tương đương với tập các số 
thực. IR 


3.5*. LỰC LƯỢNG 2°. Để kết thúc vấn để lực lượng các tập, ta hãy 
tìm hiểu thêm về thứ bậc trên tập các bản số. 


Cho A là một tập bất kỳ, Š là tập tất cả các tập con (bộ phận) của 
'.A. 

Nếu A là hữu hạn và gồm m phần tử : a¡, a;,..., a„ thì với mỗi bộ 
phận ÄM của A ta có thể cho ứng dãy (€›.€;,..., €a) trong đó ý; = 0 
nếu a¡ ế Àƒ và €; = 1 nếu a; € Àí. Phép tương ứng đó rõ ràng là 1-I 
cho nên tập Š tương đương với tập tất cả các dãy (€›, €¿,...,€„) có thể 
thành lập được bằng những số 0 và 1. Nhưng dễ thấy rằng số dãy này 
bằng 2", vì mỗi dãy gồm m số mà mỗi số có thể lấy hai giá trị. Vậy Š 
gồm 2" phần tử: S = 2", —, 


Mở rộng ký hiệu đó, ta qui ước một cách tổng quát rằng : nếu lực 
lượng của A là œ thì lực lượng của Š (tập các bộ phận của 4) sẽ được 
ký hiệu 2“. 


Theo Định lý 10, ta đã biết 2* > ø, và dựa vào định lý đó ta có 
thể xây dựng những lực lượng lớn dần: œ, 2*, 2°”, v.v... Điều này tất 
nhiên đưa đến câu hỏi: thế thì giữa œ và 2? có những lực lượng trung 
gian gì ? Nếu œ bằng một số tự nhiên n thì các lực lượng trung gian ấy 
là n + 1,..., 2" — 1, cho nên câu hỏi chỉ đặt ra với œ siêu hạn (không 
hữu hạn). Khi œ là lực lượng đếm được, đây chính là vấn đề đã nêu 
ra ở mục 3.3, cho nên giả thuyết cho rằng không có lực lượng trung 
gian nào giữa œ và 2° (œ siêu hạn bất kỳ) thường được gọi là giả thuyết 
continum rộng. Nam 1963 Cohen chứng minh được rằng, cũng như giả 
thuyết continum hẹp, giả thuyết continum rộng không thể chứng minh 
hay bác bỏ được trong phạm vi toán học hiện đại. 


Sau đây là hai sự kiện đơn giản. 
Định lý 14. Ta có c = 2° (a: lực lượng đếm được). 
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Chứng minh. Giả sử tập A đếm được và gồm những phần tử an, 
', .. Bằng lập luận tương tự như đối với trường hợp 4 hữu hạn 
đã xét lu trên, có thể chứng minh rằng tập Š (tập các bộ phận 4) tương 
đương với tập các dãy vô tận (ở, ở›...., đ„,...) có thể thành lập được 
với hai số 0 và 1. Do đó theo Định lý 12,5 = chay 2“= é. 


Định lý 15. Táp tất cả các hàm số thực xác định trên một đoạn 
[p, q} có lực lượng ƒ = 2°. 


_ Chứng minh. Với mỗi tập Mí C [p, q] ta hãy cho ứng hàm số z(¿) 
xác định trên {p, g} như sau: z(£) = 0 nếu ý M, z(£) = 1 nếu t€ M. 
Phép tương ứng đó là I:1, chứng tỏ rằng tập 9 các bộ phận của [p, q] 
tương đương với tập các hàm số z(†) xác định trên Íp, g] và lấy giá trị 
trong tập {0,1}. Do đó 2° < ƒ. Mặt khác, với mỗi hàm số thực z(¿) 
xác định trên [p, g] ta có thể cho ứng tập {(£,z) : p < t < q, z = z(t)} 
là một bộ phận của mặt phẳng. Phép tương ứng đó cũng là 1-1, cho nên 
tập các hàm số thực trên [p, g] tương đương với một bộ phận của tập 
các bộ phận của mặt phẳng. Nhưng tập các bộ phận của mặt phẳng có 
lực lượng 2“, vậy ƒ < 2“, và do đó ƒ = 2°... 8ì 


Để ý rằng mỗi điểm z = (£n, És,..., €¿) trong không gian k chiều 

có thể xem như một hàm số z(¿) xác định trên tập {1,2,... , k} (z(1) = 

&, #(2) = £¿,...,z(k) = €a): mỗi đấy z = {(€¡,€s....,€y) có thể 

xem như một hàm số +(£) xác định trên tập {1,2,...,m,...}. Các kết 

quả trên cho thấy rằng: rập các hàm số thực xác định trên một tập hữu 

hạn hay đếm được thì có lực lượng c; tập các hàm số thực xác định trên 
một continum thì có lực lượng 2°. 


4. ĐẠI SỐ TẬP HỢP 


4.1. ĐẠI SỐ. Trong phần này ta giả thiết các tập nói đến đều là bộ 
lhh phận của một tập cho trước X (không gian). 


Một lớp tập gọi là kín đối với một phép toán nếu kết quả thực hiện 
phép toán ấy trên những tập của lớp bao giờ cũng cho một tập của lớp. 
Một đại số (hay trường) là một lớp chứa X và Ú và kín đối với mọi 
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phép toán hữu hạn về tập (phép hợp và phép giao một số hữu hạn tập, 
phép trừ và phép trừ đối xứng hai tập).. 


Định lý 16. Một lớp € là một đại số khi và chỉ khi Ê không rỗng 
và thỏa mãn các điều kiện — ' : 


a) A6 Be€=>AUBecCG, 
b) Ae€=(A4A)°=X\Ae€. 


Nói cách khác, có thể định nghĩa một đại số tập là một lớp không 
rỗng và kín đối với phép hợp hai tập và đối với phép lấy phần bà. 


Chứng minh. Dĩ nhiên một đại số € bao giờ cũng không rỗng và 
thỏa mãn các điểu kiện nêu ra. Ngược lại, giả sử một lớp € # 0 
thỏa mãn hai điều kiện a) và b). Với mọi A4 € €, Ð € € ta có, 
theo b), Á° € ©, B° € 6, rồi theo a) A°U B° € €, do đó theo b) 
AnB = (A°U B°)° € €, chứng tỏ rằng € kín đối với phép giao hai 
tập. Do đó và do điều kiện a), ta suy ra bằng qui nạp rằng € kín đối với 
phép hợp hoặc giao một số hữu hạn tập. Mặt khác, vì A \ 8 = 4n ®“ 
nên theo b), nếu A € 0, B € €thì A\ B € €, và do đó, theo a) 
AAB = (A\B)U(\ 4) € €. Cuối cùng, vì € không rỗng nên có 
một tập A € 6, và ta có 0 =.4\ A € €, do đó X = ° € €. Vậy € 
đúng là một đại số tập. I8Ì 


Ví dụ: 1) Lớp tất cả các tập con của X là một đại số. 
2) Nếu A C X thì € = {X, 4; A°, ñ} là một đại số. 


Định lý 17. Cho trước một lớp tập Mi # Ú, bao giờ cũng tồn tại 
một đại số duy nhất ®(M\) bao hàm 3 và chứa trong tất cả các đại số 
khác bao hàm 3L. 

Đại số ©(M{) gọi là đại số nhở nhất bao hàm 3X hay đại số sinh bởi 
Xí. 


Chứng minh. Bao giờ cũng tồn tại ít nhất một đại số bao hàm %í; đó 
là lớp tất cả các tập con của X. Ta hãy xét tất cả các đại số bao hàm %XL 
và gọi ©(() là tương giao của chúng. Rõ ràng €({) cũng là một đại 
số bao hàm Xí vì nếu A, 8 € 6(WQ) thì A, và do đó AU B và A° phải 
thuộc mọi đại số bao hàm %{, tức là A U 8 € €(WQ, và A°  €(M\). 
Hơn nữa, ©(W{) là nhỏ nhất vì nó chứa trong tất cả các đại số bao hàm 
M, và nó là duy nhất vì nếu có một đại số €'({) cũng có tính chất 
như ©(%() thì một mặt €(M{)C €!(W(), một mặt Œ'(M) C €({) nên 
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Chú ý. Một lớp tập, chứa ít nhất một tập, và kín đối với phép giao 
và phép trừ đối xứng cũng được gọi là một vành. Nếu ta coi phép giao 
là phép nhân, phép trừ đối xứng là phép cộng, thì một vành tập là một 
vành theo nghĩa đại số thông thường. Một vành bao giờ cũng chứa tập 
0 (vì ít nhất nó chứa một tập 4, và do đó phải chứa A\ A = f), và một 
đại số tập chẳng qua là một vành chứa tập X (đóng vai trò đơn vị). 


4.2. ø-ĐẠI SỐ. Một ø-đại số (hay ø-trường) là một lớp tập chứa 
- X,0 và kín đối với mọi phép toán hữu hạn hay đếm được về tập. Dĩ 
nhiên một ø-đại số cũng là một đại số. 


Ngược lại, một đại số kín đối với phép hợp đếm được thì sẽ là một 
ơ-đại số. Nói rõ hơn: 


Định lý 18. Một lớp #7 là một ơ-đại số khi và chỉ khi # không rỗng 
và thỏa mãn các điều kiện 


a) A; € Z (¿= 1,2,3,...) => US¡A4; € Ø 
b) A€7>A°'=X\Ac<Z. 


Thật vậy, fƒ9,4; = (0 4‡), cho nên nếu 4; € Ø (¡ = 
1,2,3,...) thì từ a) và b) ta suy ra ngay f®;,A; € Z. n 


¿=1 
Ta cũng chứng minh dễ dàng: 


Định lý 19. Cho trước một lớp tập 3 # Ú, bao giờ cũng tồn tại một 
ơ-đại số duy nhất (3%) bao hàm 3t và chứa trong tất cả các ø-đại số 
khác bao hàm 1L. D 


Z(M) gọi là ơ-đại số nhỏ nhất bao hàm 1M, hay ơ-đại số sinh ra 
bởi 3. Dĩ nhiên, nếu €  { mà € là một ø-đại số thì € ¬ #Z(M(). 
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BÀI TẬP 
Khái niệm tập hợp 


1. Cho Gạ, F¿ (œ € 4) là những tập con của X sao cho F¿ = X \ Gạ, 
Chứng minh rằng hợp của tất cả Œ„ bằng X khi và chỉ khi giao của tất cả cac 
Fạụ rỗng . 

2. Chứng minh rằng nếu AÂC = 8 thì C = AAB. 

3. Giới hạn trên và giới hạn dưới của một dãy tập { Á4„} là các tập (theo 
thứ tự) 

qim sup Án = TẾễ¡ Uk Ân, 


nhàm, inf Áạ = UỆ<C¡ r. 4a. 


Chứng minh rằng giới hạn trên là tập các phần tử thuộc vô số các Á„, còn 
giới hạn dưới là tập các phần tử thuộc mọi Á„, chỉ trừ một số hữu hạn. 


Tập hợp các số thực 
4. Chứng minh: m, (—an)=— lim an; 


lm (an + bạ) lim an + lim bạ. 
ft~+OO Tìi—~>©O© Tì—»oo 
5. Chứng minh inf sup a;¿ > sup inÝ as¿, 


(9,7' là hai tập bất kỳ cho trước, với mỗi s € 5,  € T, a;¿; là một số thực 
cho trước). 


Lực lượng của các tập hợp 


6. Chứng minh rằng tập các đoạn thẳng trên đường thẳng số thực mà có 
hai đầu mút hữu tỉ là đếm được. 

7. Chứng mình rằng tập các vectơ chiều có mọi thành phần hữu tỉ là 
đếm được. 

8. Chứng minh rằng một tập những khoảng rời nhau trên đường thẳng thì 
cùng lắm là đếm được (nghĩa là hữu hạn hoặc đếm được). 

Chỉ dẫn: Lấy trong mỗi khoảng một điểm hữu tỉ . 

9. Chứng minh rằng tập các điểm gián đoạn của một hàm số đơn điệu thì 
cùng lắm là đếm được. 


Chỉ dẫn: Các khoảng [ƒ(c— 0), ƒ(c+0)] (c là một điểm gián đoạn) đối 
với một hàm đơn điệu thì phải rời nhau. 
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Đại số tập hợp 


10. Chứng minh rằng một lớp € (những tập con của X) là một đại số khi 
và chỉ khi € không rỗng và 


a) Ace€,Bce€>AnbBcC, 
b) Ac€=>A°e€. 


11. Một vành rập là một lớp ® không rỗng, kín đối với phép hợp và phép „ 
trừ hai tập. Chứng minh rằng nếu # là một vành tập và € là lớp tất cả các tập 
A sao cho: hoặc A € ® hoặc A° € ?, thì € là một đại số. 

12. Chứng minh rằng họ tất cả các tập 4 C X sao cho A hoặc A° hữu 
hạn, làm thành một đại số. Họ tất cả các tập A C X sao cho 4 hoặc Á cùng 
lắm là đếm được, làm thành một ø-đại số. 

I3. Cho 3f là họ tất cả các tập con chỉ gồm một phần tử của X. Tìm 

C(%() (đại số nhỏ nhất bao hàm %{). Tìm Z(%() (ø-đại số nhỏ nhất bao hàm 
f). (Xem bài tập 11). 

14. Cho A là một tập con của X. Tìm €(M{) khi M = {4}, khi  = 
{M C X: Mí 5 A}. Tìm 6(W() khi là họ tất cả các tập con của X gồm 
vừa đúng hai phần tử. 


Chương 2 


KHÔNG GIAN METRIC 


1. KHÁI NIỆM METRIC VÀ SỰ HỘI TỤ 


1.1.ĐỊNH NGHĨA. Phép toán cơ bản của giải tích là tiến qua giới 
hạn. Nhưng muốn định nghĩa giới hạn ta dựa vào khái niệm khoảng 
cách: chẳng hạn ta nói dãy điểm {z„} dần tới giới hạn là điểm z khi 
nào khoảng cách giữa z„ và z nhỏ dần và có thể trở thành nhỏ hơn bất 
kỳ số e > 0 nào cho trước. 


Nhiều sự kiện quan trọng của giải tích thật ra chỉ dựa trên các tính. 
chất của khoảng cách, mà không có liên quan gì tới những tính chất khác 
của đường thẳng, mặt phẳng hoặc không gian ba chiều thông thường. 
Vì vậy, muốn khảo sát bản chất các sự kiện đó, người ta trừu xuất khái 
niệm khoảng cách để đi tới khái niệm không gian metric. 


Đại thể, một không gian metric là một tập trong đó có xác định 
"khoảng cách” giữa từng cặp phần tử, với những tính chất thông thường 
của khoảng cách hình học. 


Chính xác hơn, một tập X (mà các phần tử có thể là những đối 
tượng bất kỳ) được gọi là một không gian metric nếu: a) với mỗi cặp 
phần tử z, của X đều có xác định, theo một qui tắc nào đó, một số 
thực ø(z, ), gọi là "khoảng cách giữa z và +"; b) qui tắc nói trên thỏa 
mãn các điều kiện (tiên để) sau đây: 
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l. ø(z, 1) > 0 nếu z # ; 
0(z, 1) = 0 nếu z = ÿ. 
2. 0(z, 1) = (w, z) với mọi z, (tính đối xứng). 


3. ø(z.) < ø(z,z) + ø(z,) với mọi z, , z (bất đẳng thức tam 
giác). 


Hàm số /(z, 1) gọi là metric của không gian. Các giải tử của X, 
dù là những đối tượng gì, cũng thường gọi là điểm của không gian theo 
cách nói trong hình học. 


1.2. VÍ DỤ. 1) Một tập A⁄ bất kỳ của đường thẳng !R, với khoảng 
cách thông thường ø(z, ) = |z — | (độ dài đoạn nối z và +/), là một 
không gian metric. 


2) Tổng quát hơn, trong không gian & chiều R*, có thể xác định 
khoảng cách giữa hai điểm z = (€\,Éa,..., Éx) Về  = (?, Tja; . - -  f)k) 


là: 
(2,9) -(Še- m)Ê. (1) 
ie=] 


là không gian metric, vì rõ ràng hai tiên để I và 2 được thỏa mãn, còn 
tiên để 3 thì có thể chứng minh dễ dàng như sau. Với mọi số thực a;, Ò;, 
ta có hằng đẳng thức: Ạ 


(522)(329) ~ (2s)? = 1525246 — sút 


¿=l i=l i=] ie]l j=l 


Cauchy 


(32a) <( (32s) (329). 


t=l {=1 


ân (Én-É), . (m... . , ?Ọ:), ơn (C1y-›:¡ Q7: Đặt &—=G . 
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đ¡, , — Tị, = b¿, ta được : 


k 
3 `( " Thi)? 


1Ì 


k 
»_ +)! 


(=l 


3 ›a2+23 anh, +5 t 
32a†+2V(Ò )a?) (8) + 3 
(V3)2+v`#)' 


[ø(z. z) + ø(z. v)]? , 


lì 


Ø”(z. ) 


II 1A l1 


chứng tỏ bất đẳng thức tam giác được nghiệm đúng. 
3) Trong tập các hàm số thực liên tục trên một đoạn [a, b], nếu lấy 
khoảng cách giữa hai phần tử z(£), (£) bằng: 


Ø(Z. 1) = bàng |zŒ) — (9| (2) 


thì các tiên đề của metric cũng được thỏa mãn. Tập các hàm số thực 
liên tục trên |a, b], với metric ấy, sẽ kí hiệu bằng C\;„j. Không gian 
Co ¡ị thường được gọi tắt là không gian C. 

4) Trong tập vừa nói trên cũng có thể lấy khoảng cách bằng 


dày" Ẻ Iz(9) — v()|d. — (8 


Dễ thấy rằng đó cũng là một metric. Tập hợp các hàm số liên tục 
trên [a, b], với metric (3), sẽ được kí hiệu Chụ,- 

5) Trên một tập bất kỳ X nếu ta định nghĩa ø(z, ) = 1 khi z # 
và ø(z, z) = 0 thì cũng được một metric gọi là metric rời rạc. 

Hai ví dụ 3) và 4) cho thây rằng trên cùng một tập có thể chọn 
những metric khác nhau để có những không gian metric khác nhau. 
Khi cần phân biệt, thì tập X với metric ø được gọi là không gian metric 
(X,ø). 
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Hai không gian metric metric (X, øx) và (Y, 2ð gọi là đẳng cự nếu 
có một ánh xạ 1-1 ƒ từ X lên Y sao cho với mọi cặp điểm z¡, z¿ € X 
ta đều có 


Øy (ƒ(#ì), ƒ(za)) = px(#ì, 3à). 
Chẳng hạn hai không gian metric Co và Clozj đẳng cự theo phép 
tương ứng 
t 
Cụ, 5 z(t) 4>? w() = z(2) € Cụ). 
Sự đẳng cự giữa hai không gian metric nói lên rằng các quan hệ 


giữa các phân tử của chúng về mặt metric là đồng nhất, vì vậy đứng về 
mặt này, ta không cần phân biệt chúng với nhau. 


1.3. SỰ HỘI TỤ TRONG KHÔNG GIAN METRIC. Trong không gian 
metric, nhờ có khoảng cách, nên có thể định nghĩa khái niệm giới hạn. 


Ta nói một dãy điểm z¡, z¿,s,... của một không gian metric X 
hội tụ tới điểm z của không gian đó nếu lima_,so2(#a, z) = 0. Ta viết 


#ạ +2Z hoặc lim ra =1, 


và điểm z gọi là giới hạn của đãy {za}. 


Dĩ nhiên, nếu một dãy {z„} hội tụ tới z thì mọi dãy con {za, } của 
nó cũng hội tụ tới z, đồng thời ta cũng thấy rõ hai tính chất quan trọng 
sau đây : 


I. Nếu zạ — # và z„ => 27 thì z = z', nghĩa là giới hạn của một 
dãy điểm, nếu có, là duy nhất. 


Thật vậy, tiên đề tam giác cho phép viết 
0 < j(z,#') < Ø(, #n) + 0(#a, 2`), 


mà s.m +) “ 0, ø(z„, z') —>:0, cho nên ø(z, z“) = 0 từ đó theo tiên 
đề Ì : x= #. 


H. Nếu #n„ —> 7, VÀ te —> 1 thì Ø(#a, ta —> ð(Z, 9) nghĩa là khoảng 
cách ð(#, 1) là một hàm số liên tục đốt với + và g. 


Thật vậy, với bất kỳ các điểm z, , z, , tiên đề tam giác cho ta 


Ø(#, ) < ức z) + p(z,9) < p(z, z) + p(z, 1) + Ø(u, 9), 
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từ đó _. 
0(z. 1) — p(z,u) < p(z, z) + p(u. u). 
Hoán vị z với z, và với , ta được : 

ð(z, u) — p(#, U) < p(z, z) + p(u. u): 
Kết hợp hai bất đẳng thức trên, ta có bất đẳng thức tứ giác: 


|ø0(z. ) — 0(z, u)| < ø(z, z) + ø(u, u) , 


. Và cho z = Za. tư = 1ạ ta SUY ra 


|o(+,) — ø(£a,n)| < p(+.#n) + Ø(U.a) › 


chứng tỏ rằng nếu z„ => #, 1/„ => ự thì Ø(Za. na) => 0(%, 9). 


Ví dụ : 1) Sự hội tụ trên đường thẳng ïR là sự hội tụ của một dãy 
số theo nghĩa thông thường. 


2) Trong không gian R*, sự hội tụ của dãy z„ = (€{”),£“*),....£) 
tới z = (€.É›,..., €„) có nghĩa là: 


k 
3 (€" —&)?® =0 (n— œ), 
i=1 


điều này tương đương với £'" —› £; (¿ = 1,2,...,k). Vậy sự hội tụ 
trong IR* là hội tụ theo tọa độ. 


3) Trong ¡¿„, sự hội tụ của một dãy z(¿) tới z(£) có nghĩa là: 


max |za() = z(9| —¬ 0. 


Vậy sự hội tụ trong C\a„j chính là hội r đều trong giải tích. 
4) Trong Cự „ sự hội tụ của dãy za() tới z(2) có nghĩa là 


J ˆ lzz(6) — z(Ð|d —y 0. 


Sự hội tụ này gọi là “hội tụ trung bình”. 
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2. TẬP MỞ VÀ TẬP ĐÓNG 


_2.1.LÂN CẬN. Một hình cầu tâm a, bán kính r( r > 0), trong một 
không gian metric X, là tập 


S(a,r) = {z : p(z,a) < r)}. (4) 


Để ý rằng ta giả thiết 0 < r < +oo. Hình cầu tâm a, bán kính r, 
cũng gọi là một r-iân cận của điểm a và mọi tập con của X bao hàm 
một r-lân cận nào đó của a gọi là một Íán cận của a. Rõ ràng lân cận 
của một điểm bao giờ cũng chứa điểm đó, và giao của hai (hay một số 
hữu hạn lân cận) của một điểm cũng là một lân cận của điểm đó. 


Xét một tập A bất kỳ trong không gian metric X, và một điểm 
z € X. Có thể xảy ra ba trường hợp loại trừ nhau sau đây: 


1. Có một lân cận của z nằm trọn trong tập 4, nghĩa là chỉ chứa 
toàn những điểm của A. Khi đó z gọi là một điểm trong của tập A 
(Hình 3). Đương nhiên mọi điểm trong của A đều phải thuộc A. 


C2 (2 
“@ X 


Hình 3 Hình 4 Hình 5 


2. Có một lân cận của z nằm trọn ngoài 4, nghĩa là hoàn toàn không 
chứa điểm nào của 4. Khi đó z là một điểm trong của phần bù của tập 
4 (Hình 4). Đương nhiên, mọi điểm như thế đều không thuộc A. - 


3. Bất cứ lân cận nào của z cũng có chứa cả những điểm của 4 lẫn 
những điểm không thuộc A. Khi đó z gọi là một điểm biên của tập Á 
(Hình 5). Một điểm biên của A có thể thuộc 4 hay không thuộc 4. 


Một tập gọi là mở nếu nó không chứa điểm biên nào của nó cả; 
đóng nếu nó chứa tất cả các điểm biên của nó. Rõ ràng cũng có thể 
nói: 


b- 
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Một tập là mở nếu mọi điểm thuộc nó đều là điểm trong của nó; 
đóng nếu mọi điểm không thuộc nó đều là điểm trong của phần bù của 
nó. 


Ví dụ : Trên đường thẳng R, mỗi khoảng (a,b) là một tập mở, 
mỗi đoạn [a.b} là một tập đóng; tập {1, $, š,.... „› ---} không đóng 
(vì điểm biên 0 không thuộc nó) mà cũng không mở (vì mỗi điểm 
I,‡.3.... đều là điểm biên của tập ) ; tập các điểm hữu tỉ (hoặc tập 
các điểm vô tỉ) cũng không mở, không đóng. 


Chú ý: 1. Trong mọi không gian metric X, tập X và tập 0 đều vừa 
mở vừa đóng. (Ngoài ra, trong trường hợp tổng quát, có thể có những 
tập khác cũng vừa mở vừa đóng: chẳng hạn, nếu metric rời rạc như 
trong ví dụ 5, mục 1.2, thì bất cứ tập con nào của X cũng đều vừa mở 
vừa đóng.) 

2. Mỗi tập mở là lân cận của mọi điểm của nó. 

3. Mỗi điểm biên của một tập .4 cũng đồng thời là điểm biên của 
phần bù, A°, của nó và ngược lại. Vì vậy, nếu A là mở (không chứa 
điểm biên nào) thì phần bù của nó, A°, là đóng (chứa mọi điểm biên), 
và ngược lại. 

4. Hình cầu (4) bao giờ cũng là tập mở, còn tập 


Š(a,r) = {z : ø(.a) < r) (5) 


thì bao giờ cũng là tập đóng, vì vậy tập (4) còn gọi là hình cầu mở, tập 
(5) gọi là hình cầu đóng (tâm a, bán kính r). | 

Thật vậy, xét một điểm bất kỳ zo € S(a, r), khi ấy ø(Zọ, a) = Ø < r 
và dễ thấy rằng mọi rọ-lân cận của zọ với ro < r — Ø đều nằm trong 
S(a,r), vì rằng nếu /(z,Zo) < ro thì theo bất đẳng thức tam giác ta 
phải có ø(z,a) < Ø(#,#o) + Ø(#o.4) < ro + Ø < r, chứng tỏ rằng 
S(zo.rọ) C S(a,r). Vậy mọi điểm zọ của S(a,r) đều là điểm trong 
của nó. Do đó Š(a, r) là tập mở. 

Hiển nhiên S(a,r) là phần bù của S'(a,r) = {z£: ø(a,Z) > r}, 
mà .S'(a, r) là tập mở (chứng minh tương tự như trước), cho nên Š(a, r) 
là tập đóng. 


2.2. HỢP VÀ GIAO CỦA CÁC TẬP MỞ VÀ ĐÓNG. Trong nhiều 
vấn đề ta phải thực hiện các phép hợp và giao trên một họ tập mở (hay 
đóng). Ta có các định lý quan trọng sau đây : 


l 
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Định lý 1. Giao của một số hữu hạn tập mỏ cũng là mở. Hợp của 
một họ bất kỳ những tập mở cũng là mở. 


Chứng minh. Cho các tập mở G; (¡ = 1,2,...., r:) và G =fe.;6i. 
Ta hãy xét một điểm bất kỳ z € G, tức là z € G; với mọi ¡ = 1,2...., ?t. 
Vì z € G, mà G¡ mở cho nên z phải là điểm trong của G,, do đó phải 
có một lân cận 6; của z nằm trọn trong G¡. Rõ ràng Š = f}.¡5¡ SẼ 
là một lần cận của z nằm trọn trong Œ = f1J_¡G,. Vậy z là một điểm 
trong của Œ. Do đó Œ mở. 

Bây giờ cho một họ tập mở {Ga}, và G = UaGa. Ta hãy xét một 
điểm bất kỳ z € G, tức là z € Œ„„ với một œạ nào đó. Vì Ga„ mở nên 
z phải là điểm trong của G„„, nghĩa là có một lân cận Š của z nằm 
trọn trong G„„. Dĩ nhiên $ C Œ, cho nên z là điểm trong của G. Vậy 
Œ mở. 1 


_ Định lý 2. Hợp của một số hữu hạn tập đóng cũng là đóng. Giao 
của một họ bất kỳ những tập đóng cũng là đóng. 


Chứng minh. Cho các tập hợp đóng #‡ (¡ = 1,2,...,+) và ˆ= 
U? ¿#). Theo công thức De Morgan ta có F*° = f1j.¡#F, mà mỗi Fƒ 
mở (vì (F đóng) nên theo trên, F° cũng mở và do đó #` đóng. Đối với 
giao của một họ tập đóng ta cũng chứng minh tương tự. ñ 


2.43. ĐIỂM TỤ. Một điểm z gọi là điển t„ của một tập 4 khi nào 
mọi lân cận của z đều chứa vô số điểm của A. Để ý rằng trong định 
nga đó, z có thể thuộc A hay không thuộc 4. Vả lại có thể thấy ngay 
rằng: 


Một điểm z là điểm tụ của tập 4 khi và chỉ khi mổi lân cận của z 
có chứa ít nhất một điểm của A khác với +. 


Thật vậy, nếu z là điểm tụ của A thì rõ ràng nó thỏa mãn điều kiện 
trên. Ngược lại, giả sử một điểm z thỏa mãn điều kiện đó, và cho 5 là 
một lân cận bất kỳ của z. Trong S¡ có một điểm z¡ € Á, z¡ # z. Dĩ 
nhiên ta có thể chọn một lân cận 9; của z, đủ nhỏ để không chứa z; 
(chỉ cần lấy một r-lân cận của z có r bé hơn ø(z, z¡)). Trong ŠSạ có một 
điểm z¿ € A, z¿ # z (và z¿ # z¡). Ta lại chọn một lân cận Sa CỦa 7 
đủ nhỏ để không chứa z¡ và z¿. Trong Ss có một điểm z; € , Za # # 
(Và #x # zạ, z¿ # z), v.v... Cứ tiếp tục như thế mãi, ta sẽ thu được 
trong 6; vô số điểm của A khác với z : z¡,Zz,Za.... Vậy z đúng là 
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điểm tụ của A. 

Trong lập luận vừa rồi, ta có thể chọn các lân cận đŠ¡, Sa, Š,..... 
là những hình cầu có bán kính dần tới 0 (chẳng hạn bán kính của Š 
là rạ < 1/n). Khi đó dãy điểm thu được zy, z¿, z3... ., hội tụ tới z vì 
Ø(za. #) < r„ => 0. Ngược lại, nếu có một dãy điểm z), z¿, +, .... của 
A phân biệt nhau và hội tụ tới z, thì với mọi r-lân cận Š của z đều tìm 
được một nạ đủ lớn để ø(z„,z) < r với mọi + > nạ, tức là mọi điểm 
#a (n > nạ) đều thuộc .S. Thành thử : 

Một điển + là điểm tụ của tập A khi và chỉ khi có một dãy điểm 
phân biệt {z„} của A hội tụ tới z. 


củ sở 
tập {1,2,3,...} không có điểm tụ; tập các điểm hữu tỉ thừa nhận mọi 


điểm trên đường thẳng là điểm tụ. 
Định lý 3. Một tập là đóng khi và chỉ khi nó chứa mọi điểm tụ của 


Ví dụ : Trên đường thẳng, tập tại 1l,~ Bị có một điểm tụ là 0, 


nó. : 
Chứng minh. Điểm tụ của một tập #` thì rõ ràng phải là điểm trong 
hoặc điểm biên của Ƒ'. Do đó, nếu # là đóng thì nó phải chứa mọi điểm 
tụ của nó. Ngược lại, giả sử “` chứa mọi điểm tụ của nó, và cho z £ #`: 
khi ấy z không phải là điểm tụ của #` nên phải có một lân cận của z 
không chứa điểm nào của #, chứng tỏ rằng z là điểm trong của phần 
bù của #'. Vậy #' đóng. ñ 

Dựa theo tính chất của điểm tụ, định lý trên còn có thể phát biểu: 

Một tập F' là đóng khi và chỉ khi giới hạn của mọi dãy hội tụ 
{zna} C ` đều thuộc về F, tức là : zy € FY #n => # luôn luôn kéo theo 
+€F. 


2.4. PHẦN TRONG VÀ BAO ĐÓNG. Cho trước một tập 4 tùy ý 
trong không gian metric X, bao giờ cũng có ít nhất một tập mở nằm 
trọn trong 4 (đó là tập hợp rồng ) và ít nhất một tập đóng chứa A (đó 
là chính không gian X). Hợp của tất cả các tập mở nằm trong 4 gọi 


là phần trong của A và được kí hiệu Ä hay intA (tiếng Anh interior, 
nghĩa là phần trong). Giao của tất cả các tập đóng chứa A gọi là baø 


đóng của A và được kí hiệu 4. Theo Định lý 1, Á là tập mở và hiển 
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nhiên đó là tập mở lớn nhất nằm trong 4 và nó chứa mọi tập mở nằm 
trong .4. Theo Định lý 2, 4 là tập đóng và cũng hiển nhiên đó là tập 
đóng nhỏ nhất chứa A. 


Định lý 4. Phần trong y của một tập A chính là tập các điểm trong 
của A. Bao đóng Ä của A bằng hợp của A và tất cả các điểm biên của 


A. Do đó A là mở khi và chỉ khi A = A ;¡ A là đóng khi và chỉ khi 
A=Ã. 


Chứng minh. Nếu z € Ả thì vì 4 mở nên z là điểm trong của 4; do 
đó z cũng là điểm trong của 4. Ngược lại nếu z là điểm trong của 4 
thì có một hình cầu mở, tâm ở z, nằm trọn trong .4 và theo định nghĩa 


của Ả, hình cầu mở ấy phải nằm trọn trong Ả, nên z € Â. Vậy Ạ bằng 
tập các điểm trong của A. 


Vì một tập đóng ` chứa A khi và chỉ khi tập mở Œ = X \ ` nằm 
trọn trong X \ .4, nên một điểm z thuộc mọi tập đóng chứa 4 (tức là 
z.€ 4) khi và chỉ khi z không thuộc bất kỳ tập mở nào nằm trọn trong 
X \ A (tức là z ế int(X \ 4). Do đó 4 bằng tập các điểm không thuộc 
int(.X \ 4), tức là, theo phần trên, không phải là điểm trong của X \ A. 
Nhưng một điểm không phải là điểm trong của X \4 khi và chỉ khi nó 
thuộc 4 hoặc là điểm biên của A. Vậy 4 " hợp của 4 và tất cả các 
điểm biên của A. 


Phần sau cùng của định lý chỉ là hệ quả của phần trên và định nghĩa 


của tập mở và tập đóng. D 


Ví dụ. Bao đóng của tập các điểm hữu tỉ trên đường thẳng là toàn 
đường thẳng. Trong lR* bao đóng của hình cầu mở (4) là hình cầu đóng 
(5) và phần trong của hình cầu đóng (5) là hình cầu mở (4). 


Nếu bao đóng của một tập 4 trong một không gian metric X trùng 
với toàn không gian thì tập 4 gọi là rà mật trong X. Ví dụ vừa rồi 
cho thấy tập các điểm hữu tỉ là trù mật trên toàn đường thẳng. Rõ 
ràng một tập .4 là trù mật trong không gian metric X khi và chỉ khi: 
(Vz € X)(Ve > 0)(3a € 4) ø(a,z) < e. 


2.5. TẬP MỞ VÀ TẬP ĐÓNG TRÊN ĐƯỜNG THẲNG. Các tập mở 
và tập đóng trên đường thẳng có cấu trúc đặc biệt đơn giản. 


na an 


..—.—.ỶÍ———g‡Ằ BH h Ắ 
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Định lý 5. Mãi tập mở trên đường xước là hợp của một số hữu hạn 
hay đếm được khoảng rời nhau. 


Chứng minh. Cho một tập mở bất kỳ Œ trên đường thẳng và xét một 
điểm z € Œ (Hình 6). Vì z là điểm trong của G nên phải có một lân 
cận của z, tức là một khoảng A chứa z, nằm trọn trong Œ. Ta gọi A; 
là hợp tất cả các khoảng chứa z nằm trọn trong Œ như thế. Có thể thấy 
ngay A„ cũng là một khoảng. Thật vậy, cho p = inf Az (p có thể bằng 
—œ), g = sup Az (q có thể bằng +oc). Cố nhiên, A; C (p, g). Ta lấy 
một điểm bất kỳ z/ € (p, g), chẳng hạn p < z' < z. Theo định nghĩa 
infimum, phải có một điểm £ € A; với £ < z. Nhưng  € A; có nghĩa 
là thuộc một khoảng nào đó chứa z nằm trọn trong Œ. Khoảng này 
tất nhiên phải chứa cả z/ vì  < z“.< z. Do đó, z? € Az. Vì z“ là điểm 
bất kỳ của (7ø. g) nên ta kết luận (p, g) C A;, và do đó A; = (p, q), tức 
Az là một khoảng. 


( *X" 4# 
—————————— 
P q 
Hình 6 


Bây giờ ta xét tất cả các khoảng A„; ứng với mọi điểm khác nhau của 
G. Rõ ràng G là hợp của tất cả các khoảng ấy. Mặt khác, nếu hai 
khoảng A„ và A, có một điểm chung, £ chẳng hạn, thì chúng trùng 
nhau hoàn toàn, vì khi đó £ € A; kéo theo AÂ, = A; và ‡ € A, kéo 
theo A, = A„, do đó A; = A¿. Vậy các khoảng A; khác nhau đều rời 
nhau. Số khoảng ấy chỉ có thể là hữu hạn hoặc đếm được, vì trong mỗi 
khoảng ta có thể chọn một điểm hữu tỉ mà tập các điểm hữu tỉ là đếm 
được. n 


Tóm lại, Œ là hợp của một họ hữu hạn hay đếm được khoảng rời 
nhau. 


Các khoảng nói trên gọi là khoảng cấu thành của Œ. Các đầu mút 
của mỗi khoảng ấy dĩ nhiên không thuộc G. 


Vì mỗi tập đóng là phần bù của một tập mở, ta suy ra : 


Hệ quả. Mỗi tập đóng trên đường thẳng là phần còn lại sau khi rút 
khỏi đường thẳng một số hữu hạn hay đếm được khoảng rời nhau. 


| 
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Các khoảng này (tức là các khoảng cấu thành của phần bù của tập 
đóng đã cho) gọi là các khoảng kể của tập đóng ấy. 


Tập hoàn chỉnh*. Cho một tập 4 trong một không gian metric 
X. Một điểm z € A mà không phải là điểm tụ của 4 thì gọi là một 
điểm cô lập của A. Dĩ nhiên z € A là điểm cô lập của A khi và chỉ khi 
có một lân cận của z không chứa điểm nào của 4 khác với z. Một tập 
đóng mà không có điểm cô lập gọi là một tập hoàn chỉnh. 


Ví dụ: Trong R, toàn đường thẳng, một đoạn bất kỳ là những tập 
hoàn chỉnh, tập Ú cũng là hoàn chỉnh; tập { | 
điểm cô lập. 


Bây giờ xét một tập đóng #` trên đường thẳng. Rõ ràng một điểm 
+z € Ƒ là điểm cô lập khi và chỉ khi nó là đâu mút chung của hai khoảng 
kề của . Từ đó suy ra rằng: 


I. Tập các điểm cô lập của một tập đóng Ƒ` trên đường thẳng là hữu 
hạn hoặc đếm được (vì số khoảng kể của #° là hữu hạn hoặc đếm được). 

II. Một tập đóng Ƒ` trên đường thẳng là hoàn chỉnh khi và chỉ khi 
các khoảng kể của nó từng đôi một không có đầu mút chung. 


Một đoạn thẳng hay hợp một số hữu hạn đoạn thẳng đĩ nhiên là một 
tập hoàn chỉnh. Nhưng có những tập hoàn chỉnh không chứa trọn một 
đoạn thẳng nào cả, như trường hợp sau đây. 


1 1 
TH ồm toà 
5 = Ị m toàn 


Tập Cantor°. Nghiên cứu nhiều vấn đề về lý thuyết tập và hàm 
thực người ta thường gặp một tập có cấu trúc đặc biệt có tên là tập 
Cantor. Khi mới xuất hiện vào đầu thế kỷ trước, tập này được coi là kỳ 
dị, nhưng từ hai thập kỷ lại đây nó có nhiều ứng dụng và giữ vai trò rất 
cơ bản trong một số ngành toán học hiện đại . 


Tập Cantor được xây dựng như sau. Trên đường thẳng bỏ đi hai 
khoảng (—oo,0) và (1,+œo), để còn lại đoạn [0,1] (Hình 7). Chia 
đoạn này ra ba phần bằng nhau và bỏ đi khoảng giữa, tức là khoảng 

{), còn lại tập Fì gồm hai đoạn. Lại chia mỗi đoạn này ra ba „" 
bằng nhau và bỏ đi phần giữa, tức là bỏ các khoảng (‡, 3) và (š. 
còn lại tập #;¿ gồm bốn đoạn v.v. . Tiếp tục mãi như vậy, thì kết quả 


là ta đã bỏ đi một số đếm được những khoảng rời nhau, và còn lại tập 
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đóng #` = rà. Vì các khoảng đã bỏ đi (tức là các khoảng kề của 
F`) từng đôi một không có đầu mút chung, nên #° là một tập hoàn chỉnh, 
đó là tập Cantor. 


0 1/9 2/9 1/3 2/2 7/9 8/9 1 
Hình 7 


Hiển nhiên tập Cantor không chứa trọn một đoạn nào cả. Đáng chú 
ý nữa là các khoảng kể của nó trong đoạn |0, 1} (tức là các khoảng của 
tập mở Œ = [0, 1] \ #) có độ dài tổng cộng bằng 

Ì Ị s/À Sin+2„ (2# s 

5 +2() 2 (3)+--.= 31+ +) +...] =1, 
thế nhưng tập Camor vẫn có lực lượng continum (nghĩa là nó vẫn tương 
đương với đoạn |0, 1]) ! 

Để thấy rõ điều này, ta cho ứng với mỗi điểm z € ?° một dãy 
(€\,z,....€a,...) trong đó mỗi €; là 0 hay 1, xác định như sau. Tập 
EF„ ở bước +: gồm 2" đoạn, ta gọi mỗi đoạn ấy là một đoạn cấp m, và cho 
Dạ là đoạn cấp n chứa z. Ta sẽ có Dị 2 Dạ 5... và z = fc¡ Dạ. Dì 
là một trong hai đoạn cấp 1: nếu ? là đoạn bên trái thì ta cho €; = 0, 
nếu nó là đoạn bên phải thì ta cho €; = 1. Sau đó D; là một trong 
hai đoạn cấp 2, nằm trong D; : nếu D; là đoạn bên trái thì ta cho 
£ = 0, nếu D¿; là đoạn bên phải thì ta cho €¿ = 1, v.v... Như thế, dãy 
(£:,És.....Éa,...) ứng với z € #Ƒ' được xác định một cách duy nhất. 
Ngược lại điểm z € Ƒ' ứng với một dãy (€›,É,.. . ,Êa,.. .) cho trước 
cũng là duy nhất vì z € f1? ;¡ Dạ, trong đó D¡ 5 Dạ 5... và độ dài 
của D„ là 1/3“ =› 0 (Định lý 6). Tóm lại tập Cantor tương đương với 
tập các dãy (€:,Éa,....Ến,...) viết bằng chữ số 0 và 1. Do đó (theo 
Định lý 12, Chương L1) lực lượng của nó bằng e. 


2.6. TẬP BOREL. ø-đại số nhỏ nhất bao hàm lớp các tập mở trong - 
một không gian metric X được gọi là ø-đại số Borel của không gian 
X, và những tập thuộc ø-đại số này được gọi là ập Borel trong không 
gian X. Như vậy, các tập Borel là những tập mà ta thu được bằng cách 
xuất phát từ các tập mở và thực hiện một số-hữu hạn hay đếm được 
phép toán trên các tập đó. 


- 
ào TC c re 9Vêt ^^ 
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Theo định nghĩa của một ø-đại số, ta thấy rằng : 


I. Nếu A là tập Borel, thì phần bù của nó, A°, cũng là tập Borel. Nói 
riêng, vì các tập mở là tập Borel nên các tập đóng cũng là tập Borel. 


H. Nếu 4; (¿ = 1,2,3,...) là tập Borel, thì , 4; và f1ƒS;.4; cũng 
là tập Borel. Nói riêng : 


Hợp của một số đếm được tập đóng là một tập Borel : người ta 
thường gọi nó là một áp kiếu F>. Ví dụ : Tập hợp các điểm hữu tỉ là 
một tập kiểu #} trên đường thẳng, vì mỗi điểm hữu tỉ là một tập đóng, 
và số điểm hữu tỉ là đếm được. 


Giao của một số đếm được tập mở là một tập Borel : người ta thường 
gọi nó là một ráp kiểu (Œ¿. Ví dụ : Tập hợp các điểm vô tỉ trên đường 
thẳng là một tập kiểu G¿, vì nó có dạng f?2,G;, trong đó mỗi G; là tập 
mở tạo thành bởi đường thẳng bỏ đi một điểm hữu tỉ r;. 


Hợp của một số đếm được tập kiểu Œ¿ (gọi là tập kiểu Œ¿„), giao 
của một số đếm được tập kiểu #} (gọi là tập kiểu Ƒ}¿), v.v. đều là tập 
Borel. 


Định lý sau đây cho thấy rằng các tập Borel cũng có thể xây dựng 
xuất phát từ các tập đóng. 


Định lý 6. ơ-đại số Borel trong một không gian metric X cũng là 
ơ-đdại số nhỏ nhất bao hàm lớp các tập đóng. 


Chứng minh. Trước hết, nhận xét rằng nếu %{ và 3 là hai lớp tập 
trong một không gian X bất kỳ, (3), Z(N) là các ø-đại số nhỏ nhất 
bao hàm mỗi tập đó, và nếu M4 C Z(N), N C Z(WM) thì #(*Q = 
ỞZ(N). Thật vậy, vì { C Z(N) cho nên Z(M{) C Z(N), mặt khác vì 
XNC Z(M) cho nên Z(N) C Z(M(), từ đó suy ra đẳng thức. 


Dựa trên nhận xét này, muốn chứng minh Định lý 6, chỉ cần lấy 
3í là lớp các tập mở trong X, là lớp các tập đóng : theo định nghĩa, 
ơ-đại số Borel là #(M), và ở trên ta đã thấy N C Z(/M(); mặt khác, 
vì mỗi tập mở là phần bù của một tập đóng nên Xí C Ø(N). Do đó 
Z(W() = Z(N). ñ 


Tập Borel trên đường thẳng. Trong trường hợp không gian 
metric X là đường thẳng R thì các tập Borel có thể xây dựng xuất phát 
từ những tập đơn giản hơn tập mở (hay đóng). Cụ thể là : 
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ơ-đại số Borel của đường thẳng cũng là ơ-đại số nhỏ nhất bao hàm 
lớp các khoảng. 

Thật vậy, cho 2 là lớp các tập mở trên đường thẳng ïR, 4 là lớp các 
khoảng. Vì mỗi khoảng đều là tập mở, nên  C Z(%{(). Ngược lại, vì 
mỗi tập mở trong R, theo Định lý 4, là hợp của một số hữu hạn hay 
đếm được khoảng, nên { C #(4). Vậy #(%{) = Z(4), đúng như khẳng 
định. 


3. KHÔNG GIAN ĐỦ 


3.1. ĐỊNH NGHĨA VÀ VÍ DỤ: Một tính chất quan trọng của tập số 
thực là tính đủ của nó (xem Chương I, §2) biểu hiện ở nguyên lý Cauchy 
: mọi dãy cơ bản đều có giới hạn. 

Trong không gian metric bất kỳ X, ta cũng định nghĩa dãy cơ 
bản tương tự như trên đường thẳng : một đãy {z„} là cơ bản nếu 
- lim Ø(#n, #„) = 0 tức là 


(V: > 0) (3N) (Yn > N) (Vm > N) j(z„. #m) < €. 


Dĩ nhiên một dãy hội tụ bao giờ cũng là cơ bản, vì nếu z„ => z thì 
theo bất đẳng thức tam giác, ta có 


O(#n. ®m) S 0(#n, #) + ð(Z, #m) — 0 (n, rn — œ). 


Nhưng ngược lại một dãy cơ bản trong một không gian bất kỳ không 
nhất thiết hội tụ. Chẳng hạn nếu coi khoảng (0,1) là một không gian 
metric thì dãy {+2 }, mặc dù cơ bản, nhưng không hội tụ trong không 
gian ấy. 

Một không gian metric X trong đó mọi dãy cơ bản đều hội tụ (tới 
một phần tử của X) gọi là một không gian đủ. 

Như vậy, đường thẳng số thực là một không gian metric đủ. 

Sau đây là những ví dụ quan trọng khác. 


I. Không gian R* là đủ : Thật vậy, nếu {z„ = (€f,£!"),....em)} 
là một dãy cơ bản trong RẺ thì với mỗi ¿ = 1,2,...,k, dãy số {€!"”) 


48 Hàm thực và Giải tích hàm 


là cơ bản trong lR, vì rằng |£("” ~ ” |< vn: le"? ~ tm)|a = 


Ø(£„, #ạu) => 0 (n,rn => s). Vậy mỗi dãy số (£") có một giới hạn 
£¡ nào đó. Đặt z = (€¡.€a...., e) ta sẽ có z € IR* và vì các tọa độ của 
z„ hội tụ tới các tọa độ tương ứng của z nên z„ => 7. 


II. Không gian Cụ„ là đủ. Thật vậy, giả sử za(£) là một dãy cơ 
bản trong Cụ, tức là maxa<¿<ð|#n(£) — #m(£)| = 0 (n,m => œ). 
Với mỗi £ cố định, dãy số z„(£) là cơ bản trong Ñ, cho nên phải có 
một giới hạn z(£) nào đó, Mặt khác, với e > 0 cho trước, có thể 
tìm được ¿, sao cho với mọi n > W,, rn > N, và với mọi (, ta có 
|#z„(t) — #„(É)| < e. Cho m => eo ta sẽ được, với mọi n > j, và với 
mọi !: |z„(£) — #(#)| < e tức là dãy z„(£) hội tụ đều tới z(£). Vậy 
z(£) là liên tục và z(t) € Cụ„¡, đồng thời z„(£) hội tụ tới z(£) trong 
C[a. b]. 

II. Không gian CỊ ạ không đủ. Chẳng hạn, cho |a, b} = [0, 1] và 
xét đãy z„(£) như sau : 


1 với (<t<} 
za(t)= 40 với ‡†m<t<1 
` n+1l—2nt vớ 3 <S†<‡+m 


Ta có với mọi rn > n : 
: ! ‹ + 
O(#a, #m) = II |z»(£) — zm(£)|đ = / |zn(£) — zm(0)|dt. 
Vì |Za(£) — zm(£)| <1 nên Ø(#a,Zm) < 1/(2n) — 0, do đó {za(£)} 
là một dãy cơ bản. Dễ thấy rằng dãy cơ bản này không hội tụ. 


Thật vậy, giả sử z„(¿) hội tụ tới một z(£) nào đó trong Cứ, „, tức là 
—_ J'|za(#) — z(#)|dt —> 0. Tích phân này có thể viết 


Ỷ | ì 
Ề |ea(t) - z(t)|ldt + J |za(£) — z(t)|dt, 
0 Ị 


cho nên ta phải có 


t 
Ỷ Iz„(£) — z(0)|dt — 0, I Iz„(£) — z(#)|dt — 0. 
0 H 


L_ 
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0 1/2 1/2+I/2n | 
Hình 8 
Nhưng rõ ràng 


9 ) — l|dt — 0, ƒ 49 — 0|đt — 0. 


Vậy z{(£) và I cùng là giới hạn của z„(£) trong Cả ĐI z(£) và 0 cùng 
là giới hạn của z„(£) trong Cả In Do tính duy nhất của giới hạn ta suy 
ra 

z()=1 (0<0<ÿ3), z)=0 (J<£<1). 


Nhưng như thế thì z(£) không liên tục, và không thuộc Có, ¡ị: Do đó, 
dãy z„(£) không thể có giới hạn nào cả trong không gian Cũ,: 


3.2. NGUYÊN LÝ CANTOR. Tính đủ của đường thẳng biểu hiện 
dưới nhiều hình thức tương đương nhau, thường gọi là các nguyên lý 
liên tục (xem Chương 1, §2), mà nguyên lý Cantor về dãy đoạn thẳng 
thắt dần là một. Với không gian metric tổng quát, nguyên lý Cantor 
được mở rộng như sau : 

Một dãy hình cầu S), S;¿, S;,... gọi là thắt dần nếu S; 5 Š; Đ 
$¿ ©.... và bán kính r„ của S„ dần tới 0 khi ‹ => œc. 


Định lý 7. Trong một không gian metric đủ, mỗi dãy hình câu đóng 
thắt dần đều có một điểm chung duy nhất. 
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Chứng minh. Giả sử X là một không gian metric đủ và S\, S¿, S3, .... 
là một dãy hình cầu đóng thất dần. Cho z„ và r„ là tâm và bán kính 
của $„. Nếu rn > 0 thì S„„ C Sa cho nên Ø(Za,#„) < Tạ => Ö, Vậy 
{z„} là một dãy cơ bản trong X, và do đó phải có một giới hạn z. Với 
mỗi m ta có z = lime.,œ¿ zn+„, nhưng z-„+¿ € $„ (k = 1,2,...) và 
$„ đóng nên z € S%„, do đó z € f1; Sạ. Nếu'có một điểm chung 
thứ hai, z € f4 ¡ ®$„, thì với mọi m, cả z, z” cùng thuộc .Š-, cho nên 
Ø(z.#?) < r„ —› 0, do đó z = z“. Vậy điểm chung là duy nhất. q 


Chú ý rằng các hình cầu nói trên phải là đóng thì định lý mới đúng. 
Chẳng hạn, trên đường thắng, nếu lấy dãy các khoảng (0, ‡) thì tuy 
chúng thắt dần nhưng không có điểm chung nào cả. 


3.3. BỔ SUNG KHÔNG GIAN METRIC. Tập các số hữu tỉ làm thành 
một không gian metric không đủ. Để biến nó thành không gian đủ, ta 
bổ sung nó bằng những phần tử mới là số vô tỉ : cứ mỗi dãy cơ bản số 
hữu tỉ mà không hội tụ trong tập các số hữu tỉ thì coi như xác định một 
số mới. Phương pháp đó của Cantor có thể khái quát để áp dụng cho 
không gian metric X bất kỳ không đủ : mỗi dãy cơ bản mà không hội 
tụ trong X thì coi như xác định một phần tử mới làm giới hạn cho dãy 
đó. Sau khi thêm những phần tử mới này, người ta có thể định nghĩa 
một metric thích hợp để không gian đã bổ sung là đủ trong metric đó 
và X trở thành một không gian metric con của không gian đã bổ sung. 
Nói chính xác hơn: 


Định lý 8 (Hausdorff). Cho trước một không gian metric X bất kỳ, 
bao giờ cũng tôn tại một không gian metric Ñ đủ, thỏa mãn hai điều 
kiện sau: 


1) X đẳng cự với một bộ phận của Ñ; 
2) X trù mật trong X. 


Không gian Ấ gọi là bổ sưng của không gian X. 
Chứng minh*. Gọi Ấ là tập tất cả các dãy cơ bản 


È = (ZivZty‹-.:vTa): #a 6 Ẩ. 
Trong Ẩ ta coi hai phần tử 


= t1 .. Ụ = (Ea: 2s - - - v a› - - -) 


—1—- #22...” XS. 2iu NÓ, 
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là bằng nhau: 
2=, 
nếu và chỉ nếu lim, Ø(Za. ạ) = 0 và ta xác định một metric như 
sau: 
Ø(2.9) = lim Ø(#a, ta): ) 
Giới hạn này tồn tại vì |Ø(Za, „)— Ø(#m. m)| € Ø(#n: #za) + Ø(a› Um) 
(bất đẳng thức tứ giác), chứng tỏ rằng dãy số /ø(Z„, a) là cơ bản, do 
đó phải hội tụ. 
Dễ thấy rằng hàm (*) thỏa mãn ba điều kiện của một metric. Thật 
Vậy: 


I. Nếu ê # ÿ thì hm (sen) > 0nên ø(£, ÿ) > 0. Nếu Ê = ÿ thì 
do định nghĩa ø(£, ÿ) = 


2. ø(Ê, 9) = (ô, Ê) Hồ nhiên); 


3. ø(#,) < ø(£, Ê) + ø(Ê, ÿ) đo qua giới hạn trong bất đẳng thức 
(na) € (Ta: #à) + Ð(#n. Ua)- 
Vậy X# là một không gian metric. Dĩ nhiên X chứa tất cả các dãy 
= # = (r.7,........) và phép tương Ứng + + (7,....7,..., 
.:) là một ánh xạ đẳng cự từ X vào Ẩ, nói khác đi, X đẳng 
cự với Xe, bộ phận của Ẩ. Do đó ta có thể cho z đồng nhất với 
up ..} và coi X là một không gian con của Ã'' khiến cho ta 
có thể nói đến khoảng cách ø(z, ÿ) giữa một phần tử z € X với một 
phần tử  € Ấ : 
0(+, 9) = Jun Ø(, 1n). 


Nếu £ = (7t,Za,...,n,...) € £ thì (Ve > 0) (3N) (Vn > 
W) (Vm > N) p(+„, zm) < , và ta có với mọi n„ > W 


Ø(n, Ê) = nhm Ø(#a, #m) <£.- 


chứng tỏ lim„ ;„,ø(z„, #) = 0. Thành thử bất kể e > 0 nhỏ thế nào 
cũng tìm được một điểm z„ € X cách ‡ không quá e. Vậy X là trù 
mật trong 2. 


Cuối cùng chỉ còn xét đến tính đủ của Ä . Muốn thế, lấy một dãy CƠ 
bản bất kỳ trong biệt Ât,Ê2,...,Ên,... Do sự trù mật của X trong # 
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nên (Vn) (3za) Ø(za,Êa) < 1/n. Rõ ràng dãy 7ì, Z2, ..., Zn, .-. là cơ 
bản vì 2(Z„, #„„) < Ø(%a, Êa) + Đ(Ên, Âm ) + ĐÍÊm› #m) < l/n+ 1/m+ 
ð(Â#n. Ê„) —> 0 khi n,n —> co. Vậy Ê = (#i,Za,-..#n,...) € X. Tà 
có 

0(Ê, Êa) < p(Ê, an) + Ø(#n. Ÿn) — 0, 


cho nên 2 chính là giới hạn của dãy {2„). Tóm lại, mọi dãy cơ bản 
trong X đều hội tụ, nghĩa là không gian X là đủ. Định lý đã được 
chứng minh. I8) 


Ví dụ: Không gian Cự „ (ví dụ 4, mục 1.2) không đủ. Theo định 
lý trên có thể bổ sung nó thành không gian đủ. Cách bổ sung đó là cứ 
mỗi dãy cơ bản mà không có giới hạn trong Cứ „ thì coi như xác định 
một phần tử mới cần thêm vào làm giới hạn cho dãy đó. Sau này, trong 
Chương 4, ta sẽ thấy rằng những phần tử mới chính là các hàm số "khả 


tích theo nghĩa Lebesgue" trên đoạn [a, Ò]. 


4. KHÔNG GIAN COMPAC 


4.1. TẬP COMPAC. Trên đường thẳng, một tập bị chặn (giới nội) 
là một tập chứa trong một đoạn thẳng nào đó; nói cách khác, tập Ả⁄ 
trên đường thẳng bị chặn nếu có một số Œ > 0 sao cho |z| < € với 
mọi + € Mí. 


Mở rộng khái niệm này, ta nói một tập Ä⁄ trong một không gian 
metric X bị chặn (giới nội) nếu nó nằm trọn trong một hình cầu nào đó, 
nghĩa là nếu có một điểm a € X và một số  > 0 sao cho ø(z, a) < C 
với mọi + € ÀM. 


Một tính chất quan trọng của tập bị chặn trên đường thẳng R là: 
nếu {z„} là một dãy vô hạn những phần tử của một tập bị chặn trong 
R thì dãy đó bao giờ cũng có chứa một dãy con {z„,} hội tụ tới một 
giới hạn hữu hạn (nguyên lý Bolzano-Weierstrass). Ngược lại, những 
tập không bị chặn trong IR thì không có tính chất ấy: vì nếu Ä⁄ không bị 
chặn thì với mỗi số tự nhiên ø đều có ít nhất một z„ € Xí với |zn| > m", 
và dãy {z„} rõ ràng không thể chứa dãy con nào hội tụ trong R. 


Vậy trong không gian lR tính chất Bolzano-Weierstrass là một đặc 
trưng của các tập bị chặn. 
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Nhưng trong không gian metric tổng quát điều đó nói chung không 
còn đúng nữa. Vì thế mà có khái niệm mới sau đây : 


Một tập \M trong không gian metric X được gọi là compac nếu mọi 
dãy {z„} C_M đều có chứa một dãy con {z„,} hội tụ tới một điểm 
thuộc M. 


Theo định nghĩa đó một tập compac M⁄ bao giờ cũng là đóng. Thật 
vậy, nếu z„ C  ⁄ và z„ -—> z thì do tính compac phải có một dãy 
con {z„,} hội tụ, với lim z„, € Ä⁄, nhưng lim z„ạ, = limzạ = 7, vậy 
+€MM. 


Một tập bất kỳ mà có bao đóng compac thì gọi là một tập eøm/›ac 
tương đối. Nói cách khác, một tập M trong một không gian metric X 
compac tương đối nếu : mọi dãy {z„} C Ä⁄ đều có chứa một dãy con 
{za, } hội tụ trong X (nhưng không đồi hỏi lim z„, € À4). 


Như trên đã thấy, đối với các tập đóng trong không gian lR, "compac" ' 
có nghĩa là "bị chặn" và ngược lại. Nhưng trong không gian metric tổng 
quát, ta sẽ thấy rằng "bị chặn" chỉ là điều kiện cần nhưng chưa đủ để 
cho một tập đóng là compac. Muốn có một điều kiện cần và đủ để cho 
một tập đóng là compac người ta đưa vào một khái niệm mạnh hơn khái 
niệm “bị chặn" : đó là khái niệm "hoàn toàn bị chặn” ( hoàn toàn giới 
nội) mà sau đây ta sẽ định nghĩa. 


4.2. ĐẶC TRƯNG TẬP COMPAC. Một tập ⁄ trong một không 
gian metric X gọi là hoàn toàn bị chặn nếu với mọi e > 0 cho trước, 
tập M có thể phủ được bằng một số hữu hạn hình cầu bán kính e ; tức 
là, cho trước £ > 0 tùy ý, bao giờ cũng tìm được một số hữu hạn hình 
cầu S\, Sa,..., S, với bán kính e, để cho 


MCUR;S 


Một tập hoàn toàn bị chặn thì phải bị chặn. Thật vậy, nếu AM là 
một tập hoàn toàn bị chặn thì nó có thể phủ được bằng một số hữu 
hạn hình cầu Š, Sạ,..., Š„, với bán kính 1. Cho a, a¿,..., a; là tâm 
các hình cầu đó và đặt r = max; Øø(a;, a¡), ta sẽ có với mọi z € Š; : 
0(z,ay) < p(+, a¡) + 0(a¡,ø¡) < 1 +r, và vì điều này đúng với mọi 
¿ = 1,2,...,& nên tập ÄMí sẽ nằm trọn trong hình cầu tâm a, bán kính 
1+r, tức là M bị chặn. 
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Định lý 9, (Hausdorff). Một tập compac thì đóng và hoàn toàn bị 
chặn. Ngược lại một tập đóng và hoàn toàn bị chặn trong một không 
gian metric đủ thì compac. 


Chứng minh. I) Ở trên ta đã thấy rằng một tập compac thì phải 
đóng. Bây giờ giả sử tập Ä compac nhưng không hoàn toàn bị chặn. 
Thế thì có một e > 0 nào đó sao cho không thể nào phủ được Ä⁄ bằng 
một số hữu hạn hình cầu bán kính e. Lấy một điểm bất kỳ z¡ € M. 
Hình cầu tâm z; bán kính e không phủ được AM, cho nên có ít nhất 
một điểm z¿ € M với ø(z;,z\) > e. Hai hình cầu tâm z¡, z; và bán 
kính e cũng không phủ được , cho nên có ít nhất một điểm z„ € À 
với Ø(Z4.\) > £, Ø(Za,Za) > e, v.v... Tiếp tục cách đó, ta sẽ được 
một dãy z„ € với Ø(Za,#Zm) > £ (n # mm; n,rn = 1,2,...). Rõ 
ràng, bất cứ dãy con nào của {z„ } cũng không thể là dãy cơ bản, do đó 
không thể hội tụ. Như vậy là mâu thuẫn với giả thiết M compac. Cho 
nên À4 đã compac, thì phải đóng và hoàn toàn bị chặn. 


2) Ngược lại, giả sử tập M4 đóng và hoàn toàn bị chặn trong một 
không gian đủ X, và xét một dãy vô hạn bất kỳ øơ = {z„} C M. Vì 
tập M có thể phủ được bằng một số hữu hạn hình cầu bán kính 1, nên 
một trong các hình cầu này, chẳng hạn S;, phải chứa vô số phần tử 
của dãy ø. Gọi dãy con của ơ chứa trong Š; là ø,. Tập hợp M cũng 
có thể phủ được bằng một số hữu hạn hình cầu bán kính 1/2, nên một 
trọng các hình cầu này, chẳng hạn Š;, phải chứa vô số phần tử của 
dãy ơ. Gọi dãy con của ơ chứa trong Š; là øạ, v.v... Tiếp tục theo 
cách đó mãi thì sẽ có những dãy ơn, ¿, ơạ,... với ơ Đ ơi Đ ơa 2... 
và ơy C %y (k = 1,2,...) trong đó Š% chỉ hình cầu bán kính 1/¿. 
Vì mỗi dãy ø¿ có vô số phần tử nên có thể chọn trong ø; một phần 
tử z„,, rồi trong ơạ một phần tử z„, với nạ > m¡, trong ơa một phần 
tỬ Zn, VỚI nạ > mạ, v.V...Dãy z„, là một dãy con của ơ = {zZa}, 
và có thể thấy rằng đó là một dãy hội tụ (trong X). Thật vậy, với 
k < lthì ơ; C ơ¿ C S¿ nên z„,, za, cùng thuộc hình cầu Š% do đó 
Ø(Tn,›#n,) < 2/k —> 0 khi k,Ì => oo, chứng tỏ rằng {z„} là một dãy 
cơ bản, tức hội tụ, vì theo giả thiết X là không gian đủ. Tóm lại, mọi 
dãy {z„} C AM đều chứa một dãy con hội tụ. Vì Ä⁄ là tập đóng nên 
giới hạn của dãy con này thuộc Mí. Vậy XM là tập compac. ñ 


Hệ quả. (¡) Mọi tập compac đêu bị chặn. 
(1) Một tập con đóng của một tập compac là compac. 
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(ii) Đốt với các tập đóng trong R*, các khái niệm: bị chặn, hoàn 
toàn bị chặn, compac tương đương nhau. 


Thật vậy, một tập bị chặn trong R# bao giờ cũng phủ được bởi một 
số hữu hạn hình cầu có bán kính e > 0 cho trước tùy ý. 


Tính hoàn toàn bị chặn thường cũng được mô tả qua khái niệm 
£-lưới như sau : 


Cho một tập M⁄ trong một không gian metric X và một số £ > 0 
tùy ý. Một tập 4 C X gọi là một c-iưới cho Xí nếu với mỗi điểm 
+ € M đều có ít nhất một điểm a € 4 đứng cách z chưa tới e, tức 
là (Vz € ẤM) (3a € A) ø(,a) < e. Dễ thấy rằng nếu tập M có một 
c-lưới thì nó có thể phủ được bằng một họ hình cầu {S„ } với bán kính 
£, và có tâm tại các điểm trong -lưới đó. Vì vậy 


Một tập M là hoàn toàn bị chặn nếu với mọi e > 0 đều có thể tìm 
được cho nó một e-lưới hữu hạn (tức là gồm một số hữu hạn điểm). 


Từ định lý Hausdorff cũng có thể suy ra: 


Trong một không gian metric đủ, một tập đóng M là compac nếu 
với mọi € > 0 đều có thể tìm chò nó một e-lưới compac. Thật vậy, với 
£ > 0 cho trước, ta có thể lấy một (e/2)-lưới compac Ö cho AM, rồi lại 
lấy một (e/2)-lưới hữu hạn A cho Ö (điều này có thể làm được vì Ö 
compac). Tập A chính là một e-lưới hữu hạn cho Ä⁄, vì với mỗi z € À⁄ 
có một b € Ö sao cho ø(z, b) < e/2, rồi với b ấy lại tìm được a € A 
sao cho ø(a.b) < e/2. Lúc đó ø(z,a) < Ø(z,b) + ø(b,a) < e. Vậy 
theo định lý Hausdorff, À4 compac. 


4.3. TÍNH CHẤT HEINE-BOREL. Bên cạnh tính chất Bolzano- 
Weierstrass, còn có một tính chất quan trọng khác của các đoạn thẳng 
là : nếu có một họ khoảng mở phủ lên một doạn thẳng thì phải có một 
số hữu hạn những khoảng mở ấy vẫn phủ được đoạn thẳng. 


Suy rộng tính chất này cho tập compac, ta có: 


Định lý 10 (Heine-Borel). Một tập M4 là compac khi và chỉ khi mọi 
họ tập mở {G„} phủ lên M : U„ G„ Ð M, đều có chứa một họ con 
hữu hạn: Œ„,, Ga,,.... Gạ„„ vẫn phủ được M: 


Uˆ¡ Gạ 2M. 
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(Nói vấn tắt : mọi phủ mở của A4 đều có một phủ con hữu hạn). 


Chứng minh. Giả sử À4 có tính chất Heine-Borel. Xét một dãy bất 
kỳ {z„} C M. Với mỗi k = 1,2,..- ký hiệu Á¿ = {?n : 3 kỳ. 
Cho 4¿ là bao đóng của 4„, và Œ¿ = X \ Ấy. Với mỗi tập hữu 
hạn J C {1,2,...} rõ ràng f¿«;A, # 0, cho nén nue¡:Áy # Ô, 
và do đó X \ U¿er(X \ Â¿) = X \ UxerG # 0, tức là hợp các 
tập mở G,,k € 1, không phủ được X. Vì điểu này đúng với mọi 
họ hữu hạn {G¿,k € Ï } nên theo tính chất Heine-Borel cả họ cũng 
không thể phủ được A/. Vậy phải có một # ý Œ¿ = X \ Ã,, tức là 
#€ Ấ, Vk = 1,2,.... Từ đây dễ dàng suy ra một đãy con {za,} hội 
tụ. Thật vậy, với mỗi &, vì # € Ấ,, nên hình cầu tâm #Z bán kính 
1/k phải chứa một zn, € {za}. Ta có ø (Zn„›#) É 1/k >0 khi 
k—> +oœo, vậy Mí compact. 


Đẻ chứng minh phần đảo, giả sử Mí compac nhưng có một phủ mở 
{G„} của M không chứa một phủ con hữu hạn nào. Ta lấy một dãy 
bất kỳ số dương e„ —> 0. Vì M compac nên theo Định lý 8 nó có thể 
phủ bằng một số hữu hạn hình cầu bán kính e. Trong số các hình cầu 
này ất phải có một cái, S, chẳng hạn, sao cho My = MS) không 
thể phủ được bằng một số hữu hạn tập G„ (nếu không thì M sẽ phủ 
được bằng một số hữu hạn tập G„). Tập M; cũng compac (vì là tập con 
đóng của một tập compac) nền có thể phủ được bằng một số hữu hạn 
hình cầu bán kính z¿, trong số đó có một cái, 5; chẳng hạn, sao cho 
Mạ = Mì n5; không thể phủ được bằng một số hữu hạn tập Ga. Tập 
M: cũng là compac nên có thể phủ được bằng một số hữu hạn hình cầu 
bán kính ca, v.v... Tiếp tục như thế, ta sẽ thu được một dãy hình cầu Sa 
và tập Mạ = Ma- Ñ\ Ổ„ (n = 1,2,...). Ta hãy lấy trong mỗi tập M› 
một điểm z„. Dĩ nhiên Mạ C M„_-y C... C M nên zạ € M và vì 
Mí compac nên có một dãy con {z„„} hội tụ tới một điểm zo € M. . 
Ta có zo € Œ„„ nào đó, va do Ga¿ mở, nên có một hình cầu K 
tâm ở zạ và nằm trọn trong ao. Cho r là bán kính của X. Ta 
hãy chọn kọ đủ lớn để Ø(Zo,Zn„) < r/2 VÀ £#n„¿ r/4: khi đó 
(Vz € Ma, )Ð(2. 2o) < /Ø(#,Zn„„) + Ø(Tn„„s2o) < 2£nx, T r/2 <r 
chứng tỏ M„„ C K C Ga¿; nghĩa là M„„„ có thể phủ bằng một tập 
G.„, trái với cách xây dựng của nó, Mâu thuẫn này chứng tỏ mọi phủ 
của A phải có một phủ con hữu hạn. 8Ì 


Chương 2. Không gian metric 57 


4.4. KHÔNG GIAN COMPAC. Một không gian metric X được gọi 
là không gian compac nếu nó là một tập compac trong chính nó, nghĩa 
là mọi dãy {z„} trong X đều có chứa một dãy con hội tụ. Dĩ nhiên các 
Định lý 9 và 10 đều áp dụng cho không gian compac. Ngoài ra Định 
lý 10 có hệ quả sau đây. 

Hệ quả. Một không gian metric X là compac khi và chỉ khi mọi 
họ tập đóng, {Fa}, trong X mà có giao rỗng : f\a Fa = Ú, thì đều 
có chứa một họ con hữu hạn: Fạ,, Fa„,..., Fa„, cũng có giao rỗng : 
ft? Fa, = Ô. 

Thật vậy, chỉ việc áp dụng Định lý 10 cho họ tập mở G„ = X \ #a 
và chú ý rằng các #, có giao rỗng khi và chỉ khi các G¿ phủ X. Tính 
chất trên thường cũng được gọi vấn tắt là tính “tương giao hữu hạn”. 


Một không gian metric X gọi là ách được (hay khả ly) nếu có một 
tập đếm được trù mật trong X. 

_ Định lý 11, Mọi không gian metric compac là đủ và tách được. 

Chứng minh. 'Cho {z„} là một dãy cơ bản của X. Theo giả thiết 


compac, dãy đó có chứa một dãy con {za, } hội tụ tới một Zọ € X nào 
đó. Với mọi È, ta có 


Ø(Zk, #o) < Ø(#k› #n„) + Ø(#n„› 2o) 


mà /Ø(Z¿,Za„) —> 0 vì đấy {za} là cơ bản, và ø(Z„„, Zo) => 0 theo trên, 
cho nên ø(z¿, zo) —> 0, chứng tỏ rằng zọ chính là giới hạn của cả đãy 
{z„}. Vậy X đủ. 

Để chứng minh X tách được, ta lấy, với mỗi k = 1,2,..., một 
(1/k)-lưới hữu hạn A„ cho X. Tập 4 = U®; 4¿ là đếm được và dễ 
thấy rằng nó trù mật trong X, vì cho trước một phần tử z € X và 
một £ > 0 tùy ý, trong e-lân cận của z sẽ có ít nhất một phần tử của 
AC A, với 1/k < e. n 


5. ÁNH XẠ LIÊN TỤC 


5.1. ĐỊNH NGHĨA VÀ TÍNH CHẤT CHUNG. Cho hai không gian 
metric X và Y (metric trên X kí hiệu bằng øx, metric trên Y bằng 
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øy'). Một anh xạ ƒ từ X vào Y gọi là liên tục tại điểm zọ € X nếu 


(Ve > 0) (3ô > 0) (Vz € X): 
0x (#, #o) < ð => ø(f(z), ƒ(zo)) < £. 


Cũng như trong giải tích cổ điển, điều này tương đương với: ƒ (ra) —> 
ƒ(zo) cho mọi dãy z„ => Zọ. 

Ánh xạ ƒ gọi là liên tục nếu nó liên tục tại mọi điểm z € X. 

Định lý 12. Đối với một ánh xạ ƒ từ một không gian metric X vào 
một không gian metric Y' thì ba mệnh đề sau đây tương đương: 

() ƒ liên tục ; 

(ii) Nghịch ảnh của mọi tập đóng (trong Y ) đều là tập đóng (trong 
X); 5 

(iii) Nghịch ảnh của mọi tập mở (trong Y) đều là tập mở (trong 
X\). 

Chứng minh.. (¡) =+> (ii). Cho # là một tập đóng bất kỳ của 
Y, ƒ~!{(#') là nghịch ảnh của nó bởi ƒ. Nếu z„ € ƒ~'(F'), z„ => zọ thì 
ƒ(rạ) € F, và ƒ(z„) => ƒ(ze) do giả thiết ƒ liên tục. Nhưng # là đóng 
trong Y nên /(zo) € F, do đó zọ € ƒ~!(Ƒ) chứng tỏ rằng ƒ~'(F) là 
đóng trong 4X. 

(ii) => (iii), Cho Œ là một tập mở bất kỳ của Y, ƒ~!() là nghịch 
ảnh của nó bởi ƒ. Vì Œ mở, nên Y \ G đóng trong Y. Vậy nếu có 
(ii) thì ƒ~!(Y \ G) đóng trong X. Nhưng ƒ~`(Y \ đ) = X \ ƒ''!(G) 
(Chương 1, mục 1.3), vậy ƒ~!(G) mở. : 

(iii) => (¡). Cho một điểm bất kỳ zo € X. Vì có (iii), nên nghịch 
ảnh của mỗi e-lân cận của ƒ(zo) là một tập mở trong X. Dĩ nhiên, 
zạ € 1 nên theo tính chất tập mở, phải có một ố-lân cận nào đó của 
zạ nằm trọn trong IW. Ảnh của ổ-lân cận này nằm trọn trong e-lân 
cận nói trên của ƒ(z), do đó với mọi z € X : /øx(#,#o) < ồ => 
0y(ƒ(z), ƒ(zạ)) < e. Vì e tùy ý, điều này có nghĩa ƒ liên tục. n 

Chú ý. Ảnh của một tập đóng (trong X) qua một ánh xạ liên tục 
không nhất thiết đóng (trong Ÿ) cũng như ảnh của một tập mở (trong 
X) không nhất thiết mở (trong Y'). | 


Anh xạ đồng phôi. Một ánh xạ ƒ từ X lên V mà là 1-1 và liên 
tục cả hai chiều (nghĩa là cả ƒ lẫn ƒ~! đều liên tục) gọi là một phép 


¬— `... ...ố......a.ố.. ...x..ma..ằx.a ae... san nanasn=nnsnaiaaeadrr. ssaasrl nan na ae 
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đồng phôi giữa X và Y. Hai không gian X và Y lúc đó gọi là hai khóng 
gian đồng phôi với nhau. 


Theo định lý trên, một ánh xạ ƒ 1-l từ X lên Y là một phép đồng 
phôi khi và chỉ khi các tập mở (đóng) trong không gian này ứng với 
các tập mở (đóng) trong không gian kia, và ngược lại. 

Ví dụ: Không gian l đồng phôi với khoảng (0,1) theo ánh xạ 
ụ = ‡}arctgz + }, do đó cũng đồng phôi với mọi khoảng (a, b) (bằng 
một phép vị tự); và đồng phôi với khoảng (0, +oo) theo ánh xạ e*, do 
đó cũng đồng phôi với (—oo, a) hoặc (a, +oo) (bằng một phép vị tự). 


Dĩ nhiên ánh xạ đẳng cự là trường hợp riêng của ánh xạ đồng phôi. 


5.2. ÁNH XẠ CO VÀ NGUYÊN LÝ ĐIỂM BẤT ĐỘNG. Một trường 
hợp riêng quan trọng khác của ánh xạ liên tục là ánh xạ co từ một không 
gian vào chính nó. 


Cho một không gian metric X bất kỳ. Một ánh xạ ?P từ X vào bản 
thân nó gọi là ánh xạ co, nếu có một số Ø < 1 sao cho, nếu Pz là phần 
tử ứng với z trong ánh xạ ?, thì với mọi z, z; € X ta có 


0(Pzì, P+a) <S 00(2,3:). 


Trong một phép ánh xạ từ X vào chính nó có thể có những điểm 
mà ảnh của nó trùng với chính nó: những điểm như thế, tức là những 
điểm z sao cho P+ = z gọi là điểm bất động trong ánh xạ. Việc tìm 
điểm bất động của một ánh xạ là vấn để có nhiều ứng dụng trong giải 
tích, nhất là trong lý thuyết các phương trình (vi phân, đạo hàm riêng, 
tích phân), vì một điểm z bất động trong ánh xạ P chính là lời giải của 
phương trình Pz = z. 


Định lý 13 (Banach). Moj ánh xạ co P từ một không gian metric 
đủ X vào bản thân nó đều có một điểm bất động duy nhất. 
Chứng minh. Lấy một điểm bất kỳ zo € X và những điểm z¡ = 
Prọ, +ạ = P?\,...,Zn = Pza-y,... Theo định nghĩa ánh xạ co: 
Ø(Tn.Tn+\) = _P(Pza~ì, Pa) < 00(Ta~ì, 2n), 
Ø(#n—1. n) < 0p(Za-a, #n-1) 


p(ì, +2) be. p(zo, m), 


^ 
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từ đó suy ra với mọi m : 
Ø(Œn; Zn+1) < 60"p(o. mì). 
Vậy khi mm > m, ta có 


Ø(#ns #n+i) + Ø(Ena+av#a+2) Ê - - ‡ + Ø(Em~1s ®m) 
(6" + 0"*! +... + Ø0"~`)p(zạ, mì) 


3 _`(0*)p(zo, zì) = ~—g/(zo mì). 


k=n 


(2n. #m) 


LA 1A 


IA 


Vì 6 < 1 nên rõ ràng ø(za,#m) — 0 khi m,m => œo, tức là {z„} là 
một dãy cơ bản trong X, và vì X đủ (theo giả thiết) nên z„ phải dần 
tới một giới hạn z. Ta có z„ = Pza-¡ mà #n = ?, Pr„ạ-y => Pz vì 
ø(Pza-, Pz) < 8ø(za-\,z) — 0. Vậy P+ = 2, nghĩa là z là điểm 
bất động. Đó là điểm bất động duy nhất vì nếu + cũng là điểm bất động 
thì 
p(z,) = p(Pz, Pụ) < 0p(z. 9). 

Với Ø < 1 điều này chỉ xảy ra nếu ø(z, ) = 0 tức là z = ÿ. q 


Ưng dụng. Dựa vào định lý trên, có thể chứng minh dễ dàng sự 
tồn tại và duy nhất của lời giải một số bài toán. Chẳng hạn, xét phương 
trình vi phân 

dz | 
. “ ƒ.*) (6) 


với điều kiện ban đầu 

#(to) = Zo (7) 
trong đó ƒ(¿, +) là một hàm số liên tục trong một miền phẳng G chứa 
điểm (fo, zo) và thỏa mãn điều kiện Lipschitz theo z tức là có một hằng 


số K sao cho 
|ƒ(.#¡) — ƒ(t,#2)| < K|#: — Z2| (8) 


với mọi cặp điểm (t, z¡) và (t,z¿) € G. 


Ta hãy chứng minh Định lý Picard: Trên một đoạn |t — tọ| < r 
nào đó phương trình (6) có một lời giải duy nhất thỏa mãn điều kiện 
ban đầu (7). 
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Rõ ràng phương trình (6) với điều kiện ban đầu (7) tương đương với 
phương trình 


z(t) = To + 1 ƒ(r, z(r))dr (9) 


Ta hãy xét hình chữ nhật (|t — fạ| < a, |z — zo| < ð) €C G. Do 
sự liên tục của ƒ(£,z) nên trong hình chữ nhật đó |ƒ(,z)| < L (L là 
một hằng số nào đó). Cho r là một số dương bất kỳ sao cho 


Kr <1, Lr<b (10)- 


và C” là không gian con cửa C¿-;, ;;+;), gồm tất cả các hàm số z(£) mà 
|#() — zo| < b với mọi f trong đoạn | — fo| < r. Cf là một không gian 
đủ. Thật vậy, nếu {za(£)} một dãy cơ bản trong C' thì nó cũng là dãy 
cơ bản trong „.;, ;;;;j cho nên phải hội tụ tới một hàm số liên tục. 
z(£) nào đó (vì không gian này đủ). Cho + —> oo thì từ |za(£) — zo| < b 
ta suy ra |#(£) — zo| < b, tức z(£) € C', chứng tỏ rằng không gian C' 
đủ. 


Hình 9 


Bây giờ ta xét ánh xạ P xác định bởi 
( 
Pz(t) = zo + : ƒ(r. z(r))dr 
tọ 
với | — tạ| < r. Nếu z(£) € C' thì rõ ràng Pz(¿) liên tục, và. 


|LPz(t) — zo| = Lƒ ƒ(r,+(r))dr| < 4 Ldr <S kr <b 
to tọ 


~. =———r~ 
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cho nên Pz(£) € C', và P là một ánh xạ từ C7 vào bản thân nó. Hơn 
nữa, theo (8) thì 


|Pza(9) — Pza(t)| = T L/(r,za(z)) — /(r.za(z))ldr 


<ƒ _Klm(r) =#(r)lứr < K lÀ _. 


cho nên 
t 


Ø(Pzì, Pz¿) < h5 K | p(r\,z¿)dr = frp(z¡, #2) 
và vì lÝr < 1 nên ?P là ánh xạ co. = đó theo định lý trên có một hàm 
số duy nhất z(£) € C⁄ sao cho Pz(f) = z(£) tức là trên đoạn |£— to| < r 
phương trình vi phân (6) có một lời giải duy nhất thỏa mãn điều kiện 
ban đầu (7). 


6. HÀM SỐ THỰC LIÊN TỤC 


6.1.HÀM SỐ LIÊN TỤC TRÊN MỘT TẬP COMPAC. Một ánh xạ ƒ 
từ một tập .X vào tập các số thực mở rộng lR gọi là một hàm số thực 
(hay một hàm số nếu không sợ nhầm). Nếu ƒ(X) C R, tức là ƒ(z) 
không lấy các trị +oo, thì hàm số gọi là hữu hạn. Nếu lại tồn tại một 
hằng số (hữu hạn) K sao cho |ƒ(z)| < K với mọi z € M C X thì hàm 
số gọi là bị chặn (giới nội) trên tập M. 


Một hàm số hữu hạn và liên tục theo nghĩa ánh xạ liên tục như đã 
xác định ở §5, gọi là hàm số liên tục. Cân chú ý rằng trong định nghĩa 
này, ta đòi hỏi hàm số liên tục phải hữu hạn, vì ở trên, ta chỉ định nghĩa 
khái niệm liên tục cho những ánh xạ từ một không gian metric vào một 
không gian metric khác, mà R (tập hợp số thực mở rộng) thì không 
phải là không gian metric. 

Trong giải tích, ta đã biết nhiều tính chất quan trọng của hàm số 


liên tục trên một đoạn thẳng. Những tính chất ấy có thể mở rộng như 
sau vào không gian metric tổng quát X. 


Định lý 14. Một hàm số liên tục trên một tập compac M C X thì 
liên tục đều trên tập đó, tức là : 


..— .————— ————~~ — 


__. ————_ ———>—~ -. 
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(Ve > 0) (3ð > 0) (Vz € M) (Vz' € M) : 
p(œ,3') < ð = |ƒ() — ƒ(ø')| < e. 
Chứng minh. Nếu ƒ(z) không liên tục đều trên tập M thì 
(3c > 0) (Vn) (3z„ € M) (3zj„ € M) : 


Ø(Zn,#„) < lƒn và |ƒ(za) — ƒ(za)| > e. 
Nhưng theo giả thiết A⁄ là compac, nên dãy {z„} chứa một dãy con 
{za, } hội tụ tới một phần tử nào đó zo € Mí. Ta có 


P(#n,,#n„) < 1/ng, |ƒ(#n,) — ƒ(a„)| > £, 


trong đó bất đẳng thức thứ nhất chứng tỏ rằng khi k —> oo thì z¿„ => Zo, 
cho nên khi tiến qua giới hạn trong bất đẳng thức thứ hai và chú ý rằng 

ƒ(z) liên tục tại zọ, ta đi tới điều vô lý là |ƒ(zo) — ƒ(zo)| > e. Vậy 
ƒ(+) phải liên tục đều trên M. D 


Định lý 15. Một hàm số liên tục trên một tập compac M C X thì 
bị chặn trên tập đ và đạt tới một trị cực đại và một trị cực tiểu trên 
tập đó. 


Chứng minh. Nếu ƒ(z) không bị chặn trên tập Ä⁄ thì (Vn) (3z„ € 
M) |ƒ(ra)| > n, và vì M là compac nên dãy {z„} chứa một dãy con 
{z„„ } hội tụ tới một phần tử zọ € À⁄. Cho k —> oo trong bất đẳng thức 
|ƒ(z„„)| > r+„ và chú ý rằng do ƒ(z) liên tục nên ƒ(z„,) => ƒ(%o), 
ta được |ƒ(zo)| = oo, trái với giả thiết ƒ(z) liên tục (nói riêng là hữu 
hạn). Vậy ƒ(z) đã liên tục trên tập compac Xí thì bị chặn trên M. 


Gọi ø là cận trên đúng của ƒ(z) trên Ä : a = sup ƒ(z). Theo định 
x€AI 


nghĩa, phải có một dãy z„ € Äƒ sao cho a— l/nm < ƒ(+„) < a. Dựa vào 
tính compac của Ä⁄, có thể chọn một dãy {z„, } hội tụ tới zo € Ä, và 
tiến qua giới hạn khi & —› co trong bất đẳng thức a— 1/n„ < ƒ(za,) < 
a ta được œ < ƒ(#ạ) < a, chứng tỏ rằng zọ chính là điểm cực đại của 
ƒ(z) trên M. Ta cũng chứng minh tương tự rằng ƒ(z) phải đạt một trị 
cực tiểu trên Äí. I8 


6.2. XẤP XỈ CÁC HÀM SỐ LIÊN TỤC BỞI ĐA THỨC. Cho một họ 
® gồm những hàm số (thực) trên một không gian metric compac X. 
Với mỗi "3 Ì:., ƒ¿ € ® ta định nghĩa 


(f¡ Vƒz)(z) = max{ fi(z), fz(z)},  (ịh^/2)(z) = mìn{ ƒfi(2), f2(2)} 
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và nói ® là một đàn nếu 
ñfa€®= (ƒì Vƒa)(z) €2, (0A f›)(z) €3. 


Một hàm số ƒ(z) trên X được gọi là giới hạn đều của một dãy hàm 
số {g„(z)} khi nào dãy này hội tụ đều trên X đến ƒ(z), nghĩa là 


maxzex |ƒ(#) — øa(z)| —> 0 (n —> œ). 
Định lý 1ó. Cho một dàn 7® những hàm số trên không gian metric 
compac X. Nếu 


(Va.be X)(Va, 8 e R)(3ƒ€®) ƒ(a) =œ ƒ()=Ø. — (1) 


thì mỗi hàm số liên tục trên X là giới hạn đều của một dãy ga € . 
Nói khác đi, với mỗi hàm số liên tạc ƒ trên X và mỗi số e > 0 cho 
trước có một hàm q € 3 sao cho 


max |ƒ(z) — g(z)| < £: (12) 
Chứng minh. Cho ƒ„; = ƒ € Z® là hàm số thoả mãn (11) với œ = 
ƒ(a)./ = ƒ(b), tức là sao cho 
fa(a) = ƒ(a),  faa(b) = ƒ(). 
Xét các tập 
Uạy = {#: fa(z) < ƒ(£) +}, Vay = {£:. fa(2) > ƒ(£) — £}- 


Hiển nhiên đó là những tập mở và a € U„,,b € VẠy. Khi cố định Ò 
và cho a chạy trên X thì các tập Ư„; làm thành một phủ mở của tập 
compac X, cho nên theo Định lý 10, có thể trích ra một họ con hữu 
hạn {Ua,s, Ua„s,..., Ưa„„} vẫn phủ được X. Đặt 


_—" fau Ầ nạp ' ^Á faab? W= n<¡ Và,p- 


Do # là một dàn nên ø, € ®. Với mỗi z € X phải có một ¿ € {1,.. ., ~} 
để cho z € U„„, cho nên ƒ„„„(#) < ƒ(#)+e, và do đó g(z) < ƒa„w(#) < 
ƒ(z) + e. Vậy 

@(z) < ƒ(z)+£e Yr€xX. - (13) 


. vn SE ri] SỈ —_ƑÏƑ. 1= Sm-SY cv. s.-m- s.smvs sec eo 
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Tương tự như thế 
@(z) > ƒ(z)—£ Vze€V. (14) 


Khi b chạy trên X thì các tập V¿ cũng làm thành một phủ mở của tập 
compac X nên lại có một họ con hữu hạn {¿,, /„,..., V¿„ } vẫn phủ 
X. Vì q, € ®,¡ = 1,...,rn, mà ® là một dàn nên đặt 


9 = 6b, V ạẹ; - - - V đu 


ta lại có g € ®. Với mỗi z € X phải có một 7 để cho z € W/, và theo 
(14) @„,(z) > ƒ(z) — e, do đó g(z) > @„,(z) > ƒ(z) — e. Vậy hàm g 
thỏa mãn (12). | | n 
Ta nói một họ 7 hàm số trên X là một vành nếu ƒ\, ƒ¿ € 7 + 
Jầ+ƒfa€7.hJạ c7. 
Định lý 17. (Stone) Nếu một vành Ð những hàm số bị chặn trên 
một không gian metric compac X thoả mãn : 


(Vabe X)(Wa,8eR)(3Pe?) P(a)=œ,P(b)=8, (15) 


thì mọi hàm liên tục trên X là giới hạn đêu của một đấy hàm thuộc ?. 

Chứng minh. Gọi ® là bao đóng đều của 7, nghĩa là họ mà mỗi 
ƒ(z) € 3® là giới hạn đều của một dãy {¿„} C 7. Ta chứng minh ® 
là một dàn. Muốn thế, xét một hàm bất kỳ ƒ(z) € ?®. Với £ = 1 có 
một ø € 7 sao cho | ƒ(z) — ø(z)| < 1 Vz € X, cho nên | ƒ(z)| < e := 
maxzex |Ø(z)| + 1 Y+z € X. ! Khi ấy 


I/ø)I= w#=f=7ø]=«(Jì- a- “#) 


_ = 1.1.3...(2n — 3) /#z)\" 
% cụ " » 2.4.6...2n ( - ¬ | 


=] 
Chuỗi này hội tụ đều vì 0 < 1 — /2É) < 1. Vậy nếu ƒ € #® thì |ƒ|  #®. 
Chú ý rằng : 
h^Af/›= s(h +ƒ/#a+Ìñh - /al), ñ Vƒạ= s(h +/2- li - #l) 


Ký hiệu “:=” có nghĩa biểu thức bên trái được định nghĩa bằng biểu thức 
bên phải. 
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ta suy ra nếu ƒ¡, ƒ¿ € % thì ƒ A ƒ¿ € ® và ƒì V ƒ¿ € ®. Vậy ® quả là 
một dàn. Theo giả thiết (15) ® cũng thoả mãn điều kiện (I1) nêu trong 
Định lý 16. Vậy theo định lý này mỗi hàm liên tục /(z) trên X là giới 
hạn đều của một dãy { P„} C 7. n 

Hệ quả 1. (Định lý Weierstrass) Mỗi hàm số liên tục ƒ (+) trên một 
tập compac X C IR* là giới hạn đêu của một dây đa thức với hỆ số hữu 
t ° 
Thật vậy, họ ? các đa thức trên X là một vành và với mọi a,b € 
X.a.8€ R đa thức P(z) = œ+(z=—a, q) thoả mãn P(a) = œ, P(b) = 
Ø nếu chọn ạ để có (b — a,g) =  — œ. Vậy theo Định lý Stone, với 
mỗi hàm liên tục ƒ(z) trên X và mỗi e > 0 có một đa thức P(Z) sao 
cho max„cx |/(z) - P(z)| < $£. Hơn nữa, P(z) có thể thay bằng một 
đa thức Q(z) với hệ số hữu tỉ để cho maXze x [P(z) ~ Q(z)| < ‡£ và 
do đó maxzex |ƒ(z) — Q(z)| < £. Ø 

Thành thử tập các đa thức có hệ số hữu tỉ là trù mật trong không 
gian Cx các hàm liên tục trên X (với metric hội tụ đều), và vì tập đó 
đếm được (Chương 1, mục 3.2) nên không gian Cx tách được. 

Khi k = 1 (hàm một biến) một hệ quả quan trọng khác là mệnh đẻ 
sau đây (đôi khi cũng gọi là định lý Weierstrass 1) về sự xấp xỉ hàm 
số liên tục tuần hoàn bởi đa thức lượng giác. 

Hệ quả 2. Với mỗi hàm số ƒ(+) liên tục trên toàn đường thẳng và 
tuần hoàn theo chu kỳ 2m và với mỗi e > 0 cho trước đều có một đa 


thức lượng giác 
8o. : . š 
Sa(z) = 5 + 2-0 cos kz + b¿ sin kZ) (16) 
sao cho + : |[ƒ(#) — sa(z)|<£  Y+ €R. 
Chứng minh. Xét các hàm số 
) .e ƒ(z) 1z , U(z) mm” ƒ(z) _ñ-” sin 1. 


v(z 


Dĩ nhiên, đó là những hàm số chấn, liên tục, và tuần hoàn theo chu 
kỳ 2z. Cho z biến thiên trong đoạn [0,z] và đặt z = arccost, ta thấy 
rằng các hàm số 


ö(£) = ¿(arccost), (f) = J(arccosf) 
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là liên tục tong đoạn [—1, 4-1]. Vậy theo Hệ quả 1 Định lý 17, tồn tại 
các đa thức g(f), h(£) sao cho với mọi ‡ € [—1, +1] : 
|Ð() - øŒ)| <£/4,  |W(Œ) - h(Ð| < e/4, 
tức là với mọi z € |0, z] : 
l¿() — ø(cosz)| < e/4,  |ứ(z) ~ h(eosz)| < e/4, 


và vì (), /(), cos z đều là những hàm số chấn, tuần hoàn theo chu 
kỳ 2z nên các bất đẳng thức trên cũng đúng với mọi z. 


` "Theo trên, ta có ƒ(z) sin z = ÿ(z) sin z + J(z) cho nên 
[ƒ() sỉn z — g(cos z) sỉn z — h(cos z)| 
< |e(z) — g(cos z)| sin z + |Ú(#) — h(cos#z)| < e/4+£/4, 


hay 
|ƒ(+) sin z — u(z)| < £/2, 7?) 
trong đó (+) = g(cos z) sin # + h(cos z) là một đa thức lượng giác. 
Bằng cách tương tự, xuất phát từ hàm số ƒ (s — 2) ta sẽ có 


L/(G — z) sin z — 0(#)| < £/3, 


trong đó (z) cũng là một đa thức lượng giác. Thay 5 — z bằng 7 ta 
lại có _ , 
|/(z)cosz ~ 0(Š ~ z)| < e/2, (18) 


và kết hợp (17) với (18), ta suy ra 
|[ƒ(z) — u{(z) sin z — v(5 — #) cosz| 
< |/(z)sinz ~ w(z)| |sinz| + |ƒ(z)osz — (2 ~ z)| |eosz| 
<e/2+e/2=e. 


Vậy với mọi z 
|ƒ(z) — s(z)| < s, 


68 


Hàm thực và Giải tích hàm 


trong đố s(z) = t(z)sin# + 9(5 — ) cosz là. một đa thức lượng 
giác. I8 
7*.FRACTAL 


Ảnh xạ liên tục biến những điểm gần nhau thành điểm gần nhau, 
nhưng cũng có khi biến những điểm xa nhau thành điểm gần nhau. Tính 
chất này hiện rõ trong những tập có tên là fractal, đối tượng nghiên cứu 
của một ngành toán học quan trọng mới ra đời không lâu. 


7.1. THANG CANTOR VÀ ĐƯỜNG CONG PEANO. Như đã thấy ở 
mục 2.5 một tính chất bất ngờ của tập Cantor là nó có thể ánh xạ 1-] 
lên một đoạn thẳng bất kỳ. Nhưng điều sau đây còn kỳ lạ hơn. 

Định lý 18. Tổn tại một ánh xạ liên tục từ tập Cantor lên đọan 
[0. 1]. 

Chứng minh. Tập Cantor ` là tập còn lại sau khi bỏ đi lần lượt: l 
khoảng (‡, Ÿ) (khoảng "cấp 1”), 2 khoảng (‡, 3), (ý, ) (khoảng “cấp 
2"), 4 khoảng (3, #). (#. 3), (3#. ñ). (ấ ấm) (khoảng "cấp 3 ), v.v... 
Nếu ¿ € G = [0,1] \ ? thì £ thuộc một khoảng cấp k nào đó, k = 
Hi ggac Có tất cả 2*~' khoảng cấp k; nếu £ thuộc khoảng thứ h trong 
số đó (h = 1,2,....2*~', theo thứ tự từ trái sang) thì ta đặt ©Ô(f) = 
2=! (Hình 10a). Sau đó đặt (0) = 0, và với mỗi £ € #'\ {0} đặt 
©() = sup{©(#') : # € G,t' < £}. Dễ thấy rằng ©(/) là một hàm đơn 
điệu tăng, và tập các trị của nó trù mật trong đoạn {0, 1], do đó ©(£) 
liên tục và biến tập Cantor thành cả đoạn [0, 1]. n 


... 
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Hình 10a Hình 10b 


Đồ thị của hàm ©(/) là một đường bậc thang, gọi là thang Cantor. 
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Như vậy qua một ánh xạ liên tục một tập hoàn toàn gián đoạn như tập 
Cantor có thể biến thành một đoạn thẳng. Tổng quát hơn: 


Định lý 19. Bất cứ tập compac nào trong một không gian metric X 
cũng là ảnh của tập Camtor qua một ánh xạ liên tục. 


Chứng minh. Cho một tập compac bất kỳ K C X. Do tính com- 
pac, theo Định lý 9, có thể phủ # bằng một số hình cầu Ö,, (r¡ = 
1,2,...,2"') có đường kính không quá ‡ và có K„¿ = Kf\B,, # 0. 
(Bao giờ cũng có thể giả thiết số hình cầu đó có dạng 2"' vì nếu số 
đó là s thì ta lấy một số m¡ sao cho 2"' > s và đặt P,, = Ö, Vrị = 
s-+1,..., 2"!). Ta sẽ có  = U? "`: K,,, trong đó mỗi X„„ không rỗng 
và có đường kính không quá ‡. Sau đó, bằng cách tương tự, mỗi tập 
compac #{;, lại có thể biểu diễn thành hợp của 2”? tập con không rỗng 
f 2trạvTa = 1,..., 2"^, có đường kính không quá ;>, v.v. đến bước thứ 
k > 2 ta có một họ những tập X,„;, ;„ # Ũ, với r¡ = 1,...,2"',¿ = 
1,...,& mà hợp của chúng bằng X{, và mỗi tập có đường kính không 
quá ;ÿ. ‹ 

Song song với quá trình ấy ta để ý rằng nếu ?„„ là hợp tất cả 2"+~! 
khoảng kể cấp ø„ — 1 của tập Cantor thì #„„ = [0,1] \ P„, là hợp 
của 2"* đoạn thẳng (mỗi đoạn có độ đài z;`-r), và tập Cantor chẳng 
qua là ' = f⁄,#;„. Hiển nhiên mỗi đoạn của #,„ nằm trong một 
đoạn của È;,_., đoạn này lại nằm trong một đoạn của #,.., v.v., cho 
nên mỗi đoạn của Ƒ„, có thể ký hiệu A;„;,.;„ trong đó chỉ số r; có 
nghĩa A;,;,_„„ nằm trong đoạn thứ r¡ của #„, (r; € {1,..., 2"'}). Vậy 
ứng với mỗi điểm £ € #` có một dãy vô hạn r,ra,:.. ,7z,... sao cho 
t = f.¡Á;.r;..r„. Để cho gọn ta nói rạ, rạ,... ,7¿,... là dãy đặc trưng 
của . : 


Bây giờ ta xác định một ánh xạ ƒ từ tập Cantor vào # như sau. 
Với mỗi † có dãy đặc trưng r,r¿,...,7¿,... ta cho tương ứng dãy 
K., - J CN 5 “rắc F ng... xứ, TƯ cế Vì đường kính của Ẩn dần 


ƒ(£). Cho trước e > 0 ta chọn k đủ nhỏ để z+ < e, và lấy ð = máy. Khi 
ấy nếu ‡ được đặc trưng bởi dãy r,rạ,...,r„,... thì mọi #' thỏa mãn 
|ff — £| < ô phải nằm trong cùng một đọan A,„;, ;, với f, do đó ƒ() 
và /(/) cùng thuộc F;.„,... và |/(#) — ƒ(8)| < # < £. n 


' 
ị 
Ị 
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[ ưưư .gWNWNAAN,.. 


"bộ phận ấy lặp lại y hệt cấu trúc tO 
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tập Cantor lên một tập compa€ 
iệc xây dựng một đường 
gọi là đường c0n§ Peano 


Sự tồn tại những ánh xạ liên tục từ 
cũng đã được Peano và Hilbert xác lập qua V 
cong liên tục đi qua mọi điểm của hình vuông, 
(Hình 10b) . 

Lebesgue đã đưa ra một cách gọn đẹp xây dựng đường cong Peano 
như sau. Như đã thấy trong chứng minh Định lý 19, tập Cantor ˆp_= 
f£.;#, trong đó Èj là hợp của 2* đoạn thẳng nhỏ, mỗi đoạn này lại là 
phần ba bên trái hay phần ba bên phải của một đoan thuộc È¿-. Do 
đó mỗi điểm t € Œ được đặc trưng bởi một dãy số (Ø), Ổạ,.. -. Ởk: - sỹ 
với 0y € {0,2} và đ, = 0 hay đ, = 2 tùy theo điểm thuộc phần 
ba bên trái hay phần ba bên phải của đoạn thuộc Fj_¡ chứa nó. Đật 


0, = 2t (k = 1,2,...), ta có 
m- Êì tạ tụ 
t2 t++.. tp) *€(01} 


Điều này gợi ý định nghĩa ánh xạ f -> z(t) = (z:(£), #a(t)) với 


h tạ t 
m=()=2+zz+zz† +. + 
xr. 1. Š È2, 

z()“=2+zz? g7? 2g † 


Có thể chứng minh rằng ánh xạ đó liên tục và biến tập Cantor thành 


hình vuông [0, 1] x Í0, 1]. 


7.2. TẬP TỰ ĐỒNG DẠNG. Những tập "khác lạ" như tập Cantor 
hay đường cong Peano, khi xuất hiện lần đầu tiên cuối thế kỷ 19 sang 
đầu thế kỷ 20, đã gây xôn xao một thời nhưng sau đó hầu như bị lãng 
quên vì không thấy có ý nghiã gì sâu sắc lắm. Chỉ vài thập kỷ gần đây, 
quan niệm mới thay đổi. Nhờ những phát hiện của Mandelbrot (1975), 
người ta dần dần nhận ra tính phổ biến của những tập ấy trong thiên 
nhiên cũng như trong khoa học và kỹ thuật. Mandelbrot đã đặt tên cho. 
các tập ấy và những tập có một số đặc điểm tương tự là racial, hàm ý 
"gấy vỡ", từ chữ latinh "fractus”. 

Đặc điểm chung của nhiều fractal là tính ( đồng dạng biểu hiện 


ở chỗ chúng có thể phân tích thành những bộ phận nhỏ tuỳ ý, mà mỗi 
àn thể. Tính tự đồng dạng ấy thể 


__—__————————— mm———= ———~—===—— - —. — 
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hiện rõ ở tập Cantor hay đường cong Peano. Sau đây là một số fractaÌ 
kinh điển khác. 


Tập đệm Sierpinski. (Hình 11a) : tập xây dựng bằng cách xuất phát 
từ một tam giác đều, chia nó ra bốn tam giác đều nhỏ bởi các đường 
nối trung điểm của các cạnh, bỏ tam giác ở giữa, rồi lặp lại cách làm 
đó cho mỗi tam giác còn lại, cứ thế tiếp tục mãi. Theo phương pháp ấy 
có thể xây dựng đệm ngũ giác, lục giác, bát giác, v.v. (Hình IIb). 


Hình l1a : Hình lIb 


Đường von Koch (Hình 12a) : được tạo thành bằng cách lấy một 
đoạn thẳng bất kỳ, chia nó ra làm ba đoạn nhỏ bằng nhau, rồi thay đoạn 
giữa bởi hai cạnh còn lại của một tam giác đều xây dựng trên đoạn đã 
bỏ. Sau phép làm đó thì có bốn đoạn (mỗi đoạn bằng 1/3 đoạn gốc). 
Lặp lại y như thế với mỗi đoạn mới này và cứ thế tiếp tục mãi. . 

Ba đường von Koch xây dựng trên ba cạnh của một tam giác đều 
hợp lại thành một bông tuyết von Koch (Hình 12b). Cứ mỗi bước lặp 
đường chu vi tăng theo tỉ số 4/3, cho nên sau k bước lặp thì độ dài chu 


__ vi bằng (‡)* — +oo khi & => +oœo, trong khi đó diện tích luôn luôn bị 


chặn bởi diện tích hình tròn ngoại tiếp tam giác xuất phát. Sự kiện này 
cho thấy có nhiều tính chất của các hình sơ cấp thông thường không 
còn đúng cho các fractal. 


7.3. KHOẢNG CÁCH HAUSDORFF GIỮA HAI TẬP. Để có thể định 
nghĩa giới hạn của một dãy tập ta cần biết cách đánh giá mức độ gần 
nhau ("khoảng cách") giữa hai tập trong một không gian metric. 
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Hình 12a Hình 12b 


Cho một tập A trong một không gian metric (X, ø). Với mỗi điểm 
x€ X ta đặt ø(z, 4) = inf{2(z,9) : 9 € A} và gọi ø(z, 4) là khoảng 
cách từ điểm z đến tập A. Hiển nhiên p(z, A) = 0 khi và chỉ khi có 
một dãy 14 € 4 sao cho ð(Z, ta) < 1/n (n = 1,2;.. .), tức là sao cho 
u„ => z. Do đó ø(z, 4) = 0 đồng nghĩa với z € Â (bao đóng của 4). 

Tập Á; := {£€ X : ø(z,4) < ổ}, gồm những điểm cách tập 
Á không quá ô, gọi là ô-ba2 của A. Nếu 4, Ö là hai tập trong không 
gian metric (X, ø) thì  C 4¿ có nghĩa là mọi điểm của Ö đều cách A 
không quá ổ. Khi ấy số 


d(A, B) = inf(ð >0: AC Ö¿, BC 4}. 


gọi là khoảng cách Hausdorff giữa hai tập A, B. 

Định lý 20. Khoảng cách Hausdorff là một metric trong họ % các 
tập con compac không rỗng của X. Nếu X là không gian metric đủ thì 
với metric ấy % trở thành một không gian metric đủ. 

Chứng minh . Trước hết ta chứng minh d(-,:) là một metric, tức 
là: 

(a) d(A, B) > 0 và d(A, B) = 0® A=B; 

(b) d(A, 8) = 4(B, A); 

(c) d(A,C) < d(A, B) + d(B, C) bất đẳng thức tam giác”). 

Hai tính chất (a),(b) gần như hiển nhiên. Để thấy rõ (c) chú ý rằng 


~._._—___—_—_ ——-.————————— 
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nếu A C Ö;¿,, BC 4¿,, và B C Œ,,C C Öạ,, thì 
Ac Cặy+ó;› Cc xóa, 


có nghĩa đ(A, Œ) < ô: + ð;, và do đó suy ra (c) bằng cách cho ổ; —› 
d(A, B),ô¿ — d(B, C). _ 

Bây giờ giả sử X là không gian metric đủ và xét một dãy cơ bản 
trong % nghĩa là một dãy {4¿} C % sao cho với mỗi £ > 0 tồn tại một 
W(z) để cho 


d(A¿, An) <Se khi k> h > N(e). (19) 


Ta sẽ chứng minh 4 = f¿(O¿»;4;) # Ø và d(4,,4) —> 0 khi 
k — co. Thật vậy, cho e > 0 và ký hiệu W, := N(2~“£), nghĩa 
là đ(4„,Á¿) < 2~”e khi k > h > N„. Lấy một dãy tăng {È,} 
sao cho k„ > N,. Cho ro € Á¿,. Giả SỬ zọ,z¡,...,z„ đã được 
chọn thỏa mãn z¡ € 4, Ø(Z;,Z¡¿¡) < 27Ì£ (¿ = 1,2,...,1). Khi 
ấy chọn z„¿¡ € Áz,,„, sao cho Ø(Z„,#„+¡) < 2””£ (có thể được vì 
Ø(Zu. Ák,„¿) < đ(A¿,,As,¿,) < 2~”e). Vì X là không gian đủ mà 
{z„} là dãy cơ bản nên z„ —› z € X. Với mọi w ta có Á¿„ C e>„Á¿, 
nên z € k>k„ Á¿. Do đó z € A. 


Thành thử với mỗi kọ > Nọ và zo € 4¿¿ đều có một z € 
sao cho ø(zo,Z) < 2, chứng tỏ Á;;ạ C 4x khi ko > No. Ngược 
lại, với mỗi z € A ta có, với mọi kọ > Mọ : z € ¿>¿„.4¿ cho nên 
tìm được họ > (e) thỏa mãn ø(z, Á¿¿) < e. Khi ấy ø(z, Á;¿) < 
Ø(Z. An,) + đ(A»a, Ax,) < 2£ (theo (19)), chứng tỏ 4 C (Á¿,)ae. Vậy 
đ(A¿, A) < 2e với mọi k > kọ, nghĩa là đ(A¿, 4) —> 0 khi k — +oo. 

Cuối cùng, chỉ còn phải chứng minh A € %. Với mỗi e > 0 có k 
sao cho 4 C (4¿),, mà do Á¿ compac nên nó có thể phủ bởi một số 
hữu hạn hình cầu tâm z!,...,z' bán kính e. Khi ấy các hình cầu tâm 
z!,....#" bán kính 2e phủ .4. Vậy A hoàn toàn bị chặn, do đó compac 
theo Định lý 9. n 

Bồ đề 1. Trong một không gian metric X một ánh xạ liên tục S : 
X -› X. biến mỗi tập D € % thành S(D) € %. Nói cách khác, ảnh 
của một tập compac qua một ánh xạ liên tục là một tập compac. 

Chứng minh. Xét một họ tập mở bất kỳ {Œ„} phủ S(D). Do liên tục 
của ánh xạ .9 nên theo Định lý 12 các tập $~!(Œa) mở và dĩ nhiên hợp 


14 Hàm thực và Giải tích hàm 


của chúng phủ D. Nhưng D compac nên có một số hữu hạn tập này: 
S=!(G„,)...., S~!(Ga„) vẫn phủ được D. Khi ấy các tập Œay; . - . › Ga, 
phủ S(D). Vậy mọi phủ mở của S(D) đều chứa một phủ con hữu hạn, 
do đó, theo Định lý 10, S(J) compac. ñ 


Kết hợp bổ đề này với Định lý 19 ta thấy rằng: : 

Một tập con của một không gian metric là compac khi và chỉ khi 
nó là ảnh của tập Cantor qua một ánh xạ liên tục. 

Bồ đề trên cũng cho phép xem một ánh xạ liên tục Š : X Xnhư 
một ánh xạ 9 : % -> %, từ % vào chính %, biến mỗi phần tử D € % 
thành S(D) € %. 

7.4. LƯỢC ĐỒ HÀM LẶP. Như đã thấy ở mục 7.2, một đặc trưng 
của nhiều fractal là tính tự đồng dạng, tức là được cấu tạo từ những bộ 
phận, mà mỗi bộ phận đều lặp lại cấu trúc y hệt của toàn thể. Dựa vào 
qui luật cấu thành đó ta có thể xây dựng fractal theo một thủ tục lặp, 
có thể xem như một thứ “mã di truyền hình học" của fractal ấy vì nó 
chứa đựng tất cả thông tin cơ bản quyết định cấu trúc fractal. 


Xét một số hữu hạn ánh xạ liên tục S¡ : X — X, ‡ = 1,...,rm, từ 
một không gian metric X vào chính nó. Ta có thể xác định một ánh xạ 
mới 9 :  —› % bằng cách đặt, với mọi tập 4 € % : 


5(A) = Ui2¡5¡(4)- (20) 


Như trên đã thấy 5,(4) € % Vi = 1,...,rn nên S(A) € %. 
Một tập ` C X được gọi là bất biến của họ ánh xạ Š\,... , Sm nếu 


F = 5Œ), 


hay nói cách khác, nếu #Ƒ là điểm bất động của ánh xạ Š : X — %. 


Theo định nghĩa ở mục 5.2 một ánh xạ ?P : D —› D gọi là phép co 
nếu có một số e sao cho 0 < e < 1 và ø(P(z), P(w)) < eø(z, y) Yz,  € 
D. Một ánh xạ P : D +› D mà ø(P(z), P(w)) = cp(z,) với mọi 
z, € D thì biến mỗi tập con của J thành một tập đồng dạng với 
chính nó, nên được gọi là một phép đồng dạng. 

Ví dụ: Lấy D = [0,1] C R, và hai phép co SŠ¡(Z) = $7, ổ¿ = 
‡+‡z (thật ra là hai phép đồng dạng theo tỉ số: c= 3). Dễ kiểm tra 
lại rằng tập Cantor #ˆ chính là tập bất biến đối với hai ánh xạ co này. 
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Cụ thể S(F) := S¡(F) U S¿(F), trong đó S¡(F'), S;(F) chính là hai 
" nửa" trái và phải của #. Cũng như thế, đệm Sierpinski là tập bất biến 
đối với ba phép co theo tỉ lệ 1/2 trên tam giác xuất phát. 


Một họ phép co thường được gọi là một /ược đồ hàm lặp (viết tắt 
IFS, iterated function scheme). Như sẽ thấy trong Bổ đề sau, một lược 
đồ hàm lặp xác định một ánh xạ co trong không gian metric đủ % (với 
metric Hausdorff d(-, -)), và phần tử bất động trong ánh xạ co này, xây 
dựng theo cách xấp xỉ dần như trong chứng minh định lý ánh xạ co 
của Banach (mục 5.2) chính là một fractal sinh ra bởi lược đồ hàm lặp 


Ấy. 


Bổ đề 2. Nếu mỗi S5, : X -+ X là một ánh xạ co theo tỉ lệ 
œ € (0,1), tức là 


Ø(S:(Z), S:()) € œ@(z,) Yz,y € X, 
thì S :  —› % là ánh xạ co theo tỉ lệ c = max{€¡,..., Cm } : 


d(S(A),S(B)) < cd(A,B) VA,B e %. 


Chứng minh. Cho Á, 8 € %. Dễ thấy rằng với mọi ‡ = 1,... ,rn : 
d(S:(A), S:(B)) < c¡d(A, B). (21) 


Thật vậy, nếu với một ô > 0 nào đó ta có A C B;,B C ÁA¿ 
thì với mọi z € A : Øø(S;(z),S;(B)) = infyeg Ø(S(z),S¿(w)) < 
c¡ nÍuepg Ø(Z,U) = c¡0(z,B) < cổ. Do đó S(4) C [S(B)Ìc4¿. 
Cũng như thế: S,(P) C [S,(4)).¿c Vậy d(S,(4),S/(B)) < c¡ố, 
do đó suy ra (21). Từ đây để chứng minh Bổ đề chỉ còn việc nhận 
xét rằng nếu S;(4) C (S;(B)).¿ và S;(B) C (S,(4))c¿¿ với mọi 
¿=1,...,m, thì ta cũng có S(4) C [9%(B)]¿ và $(B) C |S(4)]œ 
với c = maxÍc:,...,cm}, vì chẳng hạn:. 


S(A) = U,8(4) C U2(S(B))s¿ C (U2¡S(B)) = [S(B)]a. 


Do đó 


d(S(4), S(B)) < cd(A, B). n 
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Định lý 21. Trong một không gian metric đủ (X, 0ø) một họ ánh xạ 
co 8: D = D,¿= 1,2,..:sTnh từ một tập compac D C X vào chính 
nó, bao giờ cũng có một tập bất biến duy nhất F` € %. 

Nếu tập E € % thỏa mãn S(E) C E Vì = 1,....m, thì 


d(S*(E),F) >0 (k — +), 


trong đó S* là lặp thứ k của ánh xạ 6$: % — %X xác định bởi (20), và 


S(E) = E, S*(E) = S(S*~!(E)) (k 3 1). 


Chứng minh. (¡) Nếu mỗi ánh xạ $, là phép co theo tỉ lệ e¡ € (0, 1) 
thì theo Bổ để 2, ánh xạ 8 : => % là phép co theo tỉ lệ e = 
max{C¡.. - - cm}, trong không gian metric đủ (%, đ). Vậy theo Định 
lý 13, ánh xạ đó có một điểm bất động duy nhất F, cũng tức là một tập 
bất biến duy nhất của ánh xạ Š : D¬D. 

Đồng thời, theo chứng minh Định lý 13, #' là giới hạn (theo metric 
Hausdorff) của dãy xấp xỉ dân E, S(E), Ø2(E),..., S*(E),.... tức là 
d(S*(E), F) — 0 khi k — +©o. Imì 

Vậy bất kể tập ban đầu £ÿ € X như thế nào, miễn là thỏa mãn 
S(E) c E Vi các lập S*(Ƒ) bao giờ cũng hội tụ tới Ƒ. Nói cách 
khác, các S*(E) cho ta những tập xấp xỉ của F' ngày càng sát hơn. 


Nhiều fractal được xây dựng như là tập bất biến theo một lược đồ 


hàm lặp trong không gian X = R". 
Khi các ánh xạ co Ø¡,..., Sx : R" — R” là những phép đồng dạng, 


tức là thoả mãn 


|IS(z) - S%(w)ll = sllz—w||  Yz.v€ R" 


với 0 < œ¿ < 1 thì mỗi Š; biến các tập con compAC, không rỗng , thành 
những tập đồng dạng hình học, và tập bất biến #" là hợp của một số bản 
sao thu nhỏ của chính nó, nghĩa là một hình tự đồng dạng. Tập Cantor, 
đệm Sierpinski, đường von Koch đều có thể xây dựng theo cách đó. 


Định lý sau giải quyết bài toán ngược: phải chăng mọi tập compac, 
không rồng , đều có thể xem (ít nhất gần đúng) như tập bất biến của 
một họ phép đồng đạng nào đó ? 


_.—_— ~——-a=~——= 
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Định lý 22. Với mỗi tập con không rỗng và compac E của R" và 
mỗi ô > 0 đều có những pháp đồng dạng S\,.... S„ mà tập bất biến 
F` thỏa mãn d(E, F`) < ô. 

Chứng minh. Lấy một họ hình cầu ZØ;¡,..., „ phủ #, có bán 
kính không quá ô/4 và tâm trong #. Khi ấy  C U?*¡B; C lụa, với 
Bu/a = {+: d(+, E) < < +ð}. Với mỗi ¿ lấy một phép đồng dạng co bất 
kỳ $;, với tỉ lệ co e < 3, và ánh xạ # vào Ö;. Gọi #' là tập bất biến của 
họ phép co đó, ta có theo Định lý 21: d(E,F) < ykd(E, S(E)) < 
2d(E. S(E)). Vậy để hoàn thành chứng minh ta chỉ còn phải vạch rõ 
d(E,S(E)) < ô/2. Mà vì S,(E) CB; nên với mọi z € Ö, ta có 
d(z,S;(E)) < ô/2, tức là B; C (S;(E))¿/a, do đó E C ỞƠ2¡B; C 

Ơ/2(S/(E))g/a C (S(E))/a. Đồng thời S(E) C UP*,B, C Eụu, vụ 
d(E,.S(E)) < ô/2. 

Thành thử bất kỳ một tập compac £ C #®" nào cũng có thể được 
xấp xỉ sát tuỳ ý bởi một tập bất biến #" theo một lược đồ hàm lặp. Dựa 
trên cơ sở đó người ta xây dựng được một phương pháp mô tả, lưu trữ 
hoặc truyền những hình ảnh phức tạp mà chỉ cần biết một số ít phép co 
xác định lược đồ hàm lặp để tái lập được chúng. 


7.5. HÀM FRACTAL. Trước đây nhiều người cứ nghĩ một hàm liên 
tục ắt phải có đạo hàm tại hầu hết mọi điểm. Weierstrass là nhà toán 
học đưa ra đầu tiên ví dụ về một hàm liên tục nhưng không có đạo hàm 


tại bất cứ điểm nào. 


D 
Hình 13 


Một hàm số mà quanh điểm tạ có dáng điệu như ở Hình 13 thì rõ 
ràng không có đạo hàm tại điểm ấy. Vậy muốn có một hàm số không 
có đạo hàm tại mọi điểm thì có một cách là xây dựng thế nào để cho 
trong lân cận nhỏ tuỳ ý của mọi điểm cấu trúc của nó lặp lại căn bản 
dáng điệu y hệt quanh ạ. Nghĩa là sao cho trên mỗi khoảng, dù 
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nhỏ đến mức nào, ta cũng có gần như một bản sao thu nhỏ của Hình 
13. Đồ thị một hàm số như thế là một fractal, cho nên các hàm kiểu 
Weierstrass gọi là hàm ƒractal. 

_ Lược đồ hàm lặp có thể giúp ta phương pháp xây dựng một hàm 
fractal. Chẳng hạn để xây dựng hàm Van der Waerden (Hình 14), ta 
xuất phát từ chữ nhật 7 = {0, 1 x |0, š] và xét các ánh xạ 


1(t+(-1) < 
%:69) 2 (ty ) ‡=l,3 


1 
(69) 2 —t++] ) DAI 


0 1/4 1/2 3⁄4 l 
Hình 14 


Mỗi ánh xạ ấy biến đoạn thẳng thẳng đứng trong mặt phẳng (£, ) 
thành đoạn thẳng thẳng đứng với độ dài co theo tỉ lệ 1/4, cho nên các 
tập D, = S/(D).2 = 1,2,3,4, là bình hành và tập S(D) = S(D) 
là một dãy bốn bình hành kế tiếp thành dải chữ chi như trong hình 
14. Lạp %?(D) = S(S(D)) sẽ là một dải gấp khúc chữ chỉ gồm 
42 = 16 bình hành, v.v. . Có thể chứng minh dễ dàng rằng tập bất biến 


_—_—————__ÏƑc‡ỷ«ỷƑ‡Ƒ{ TC enihớnshesfontendtdhdnindi Pu V2... 1,700 0/2177. (|, 1.110 ( (7Ì V0) SỰ ĐỈỉỈ 0Á TH" ` 
`. : 
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F =f¡s*(D) sẽ là đồ thị hàm số 
= /o(4*t 
/0= 2C? (22 


trong đó /o(£) bằng khoảng cách từ £ đến số nguyên gần £ nhất, tức là 
hàm số tuần hoàn theo chu kỳ 1 mà đồ thị trong khoảng 0 < £ < 1 
trùng với đường gấp khúc tạo nên bởi biên dưới của dải S(D). 

Theo (22) ƒ(£) là tổng một chuỗi hàm liên tục hội tụ đều nên nó 
liên tục. Để thấy rằng ƒ(£) không có đạo hàm tại bất cứ điểm nào ta 
xét một điểm tùy ý £ € |0, 1]. Bao giờ cũng tìm được một dãy đoạn 
lồng nhau A; chứa £ có dạng _. 


BÀ “1 #/ 5 
Â; l3 22" z5] ,  (s; là số tự nhiên). 


Trên đoạn A, có độ dài 1/(2.47) bao giờ cũng có một điểm ¿; cách f 
một khoảng 1/(4?*'). Từ cách xây dựng ta có 


ƒ:ứ;) - fkứ) _ 
PT NHI =0 Vk >JŸ. 


Và lại, với k < 7 thì hàm ƒ¿(£) tuyến tính trên A¿, cho nên 


⁄ứ) = kữ) _ ¿1 vk<j. 


tạ — 

Cộng từng vế các hệ thức trên ta được 

Ju,) -ƒ0) ›¬ Á6,) = ýk) — ƒk(t). 
— Kc¬ _ m "gàng chắn nếu mø lẻ 
= 2 keo(+1) = HN số nguyên lẻ nếu z: chấn 
Thành thử tỉ số 
- f(t;) - ƒ() 
t; — t 


không tiến đến giới hạn nào cả khi £; —> (7 —› oœo). Vậy ƒ(£) không 
có đạo hàm tại í. 


| 

l 

{ 

Í ° 
4 ‹ 
i 

| 

l 
| 
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BÀI TẬP 


Khái niệm không gian metric 


1. Nếu A là một tập con của một không gian metric X, ta định nghĩa 
đường kính của A là số 


đ(A) = sup j(z,0): 
z,€4A 


Cho Á = U}_¡ 4;, và giả sử mỗi A; đều có đường kính < £. Chứng minh 
rằng nếu z¡ € A; (¡ =-1,..., &) ta có 


kì 
d(A) < 2e + _ˆp(z¡,#i+1) (23) 


t=l 


Chỉ dẫn: Lấy 2 điểm bất kỳ z, € A và chứng minh rằng ø(z, y) không 
lớn hơn vế phải của (23). 


2. Với mỗi điểm z € X và mỗi tập con A của một không gian metric X 
ta đặt ø(2, Á) = inf,¿A/ø(z, w). Nếu A, Ð là hai tập bất kỳ trong không gian 
metric X thì khoảng cách Hausdorƒff giữa A và B là số 


d(A, B) = max (sup ø(z, B), sup 0(w, A)). 
+&A e8 


Chứng minh rằng nếu đ(A, B) < e thì với mỗi z € A có ít nhất một t € ; sao 
cho ø(#, ) < e và với mỗi  € Ö có ít nhất một z € A sao cho ø(#, J) < £. 
Ngược lại nếu với mỗi z € A có một  €.B sao cho /(Z, ) < £ và với mỗi 
ụ € B có một z € A sao cho ø(z,) < £ thì d(A, B) < e. 


Tập mở và đóng 


3. Một điểm z gọi là điểm dính của một tập 4 (trong một không gian 
metric X) nếu mọi lân cận của z đều chứa ít nhất một điểm thuộc 4. Chứng 
minh rằng 4 là đóng khi và chỉ khi nó chứa mọi điểm dính của nó, và tập 
các điểm dính của A chẳng qua là bao đóng của Á. Một điểm dính của 4 mà 
không phải là điểm tụ thì gọi là một điểm có lập của A. Chứng minh rằng 
nếu 4 là một tập con của đường thẳng số thực thì tập các điểm cô lập của nó 
cùng lắm là đếm được. 


4. Chứng minh rằng z là một điểm dính của A (trong không gian metric 
X) khi và chỉ khi ø(z, 4) = 0 (xem bài tập 3). Suy ra 4 là đóng khi và chỉ 
khi: 
p(z, A) =0 ©@ +z€A. 
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5. Cho A là một tập bất kỳ trong không gian metric X. Chứng minh rằng 
tập các điểm z sao cho 


0(z, A) < £ là mở, tập các điểm z sao cho 
ð(z, A) < e là đóng. 


6. Cho #\, F; là hai tập đóng rời nhau. Chứng minh rằng tập Œ = {z : 
Ø(z, F\) < p(z, F)} là mở và 


mecœG, GnF =0 


7. Chứng minh rằng đối với hai tập đóng bất kỳ, rời nhau, (trong một 
'không gian metric), F\, F›, bao giờ cũng có hai tập mở rời nhau , G¿ sao 
cho Fì C Gị, Fạ C G¿ (xem bài tập 6). 


8. Chứng minh rằng trong một không gian metric, mỗi tập đóng là một 
tập kiểu G¿, tức là nếu # là tập đóng thì có một dãy tập mở Œ„ sao cho 
F = “in. 


Chỉ dẫn: Lấy G„ = {z : j(z, F) < È} (xem bài tập 5). 


9. Mỗi tập mở trong không gian metric là một tập kiểu Ƒ>, tức là nếu Œ 
là tập mở thì có một dãy tập đóng F„ sao cho G = U® ; Fị. 


10. Ta nói không gian metric X có một cơ sở đếm được nếu nó có một 
họ đếm được tập mở ¡, U¿,...,a,..., sao cho với mọi z € X và mọi 
tập mở Œ chứa z đều có một U¿ chứa z và nằm trọn trong Œ. Chứng minh 
rằng khi ấy ø-đại số Borel của X cũng là ø-đại số nhỏ nhất bao hàm họ 
Ú\, a,..., Ua, ... (xem bài tập 8,9). 


Không gian đủ 


„ — LH, Xét không gian X gồm tất cả các dãy số z = (Z,Za,... ,Zn,...) SAO 
cho z„ => œ khi n —› co. Chứng minh rằng Ø(z, 1) = max„ |#„ — 1a| là 
một metric trong X và với metric ấy X là không gian đủ. 


12. Cho X là không gian tất cả các hàm số ƒ(z) liên tục trên đường thẳng 
và có tính chất ƒ(z) = 0 với mọi z ngoài một đoạn nào đo (thay đổi theo /). 
Chứng minh rằng với metric ø(ƒ,g) = sup„|ƒ(z) — ø(z)|, X là không gian 
không đủ. 


Không gian compac 


13. Chứng minh rằng một dãy giảm dần #} Đ Ƒ; Đ ... các tập con đóng 
của một tập compac bao giờ cũng có giao không rỗng . 
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14. Nếu một tập compac bằng hợp của một dãy tăng dần Œy C G¿C... 
các tập con mở của nó thì nó trùng với một trong các Œn đó. 


15. Hợp của một số hữu hạn tập compac là compac. 


Anh xạ liên tục. Hàm số thực liên tục 

16. Một ánh xạ liên tục ƒ : X =* Y biến mọi tập compac  C X thành 
tập compac ƒ(K') C Y. 

Chỉ dẫn: Xét một phủ mở bất kỳ của ƒ( ) và dựa vào Định lý 11 (sử 
dụng tính compac của #⁄) để suy ra một phủ mở hữu hạn. 

17. Một hàm số thực ƒ xác định trên một không gian metric X gọi là nửa 
liên tục trên nếu với mọi số thực a tập {z € X : ƒ(z) 3 a} là đóng. Chứng 
minh rằng một hàm số nửa liên tục trên, trên một tập compac éứ, thì phải đạt 
một cực đại trên tập đó. 

Chỉ dẫn: Xem chứng minh Định lý I1. Trước hết chứng minh (bằng phản 
chứng) phải có một hằng số nọ sao cho (Vz € M) ƒ(z) < no. 

18. Một hàm số thực ƒ xác định trên một không gian metric X gọi là nửa 
liên tục dưới nếu với mọi số thực a tẬp {z€X: ƒ(z) < a} là đóng. Chứng 
minh rằng một hàm số nửa liên tục dưới, trên một tập compac, thì phải đạt 
một cực tiểu trên tập đó. (Xem bài tập 17). 

19. Nếu một dãy tăng dần các hàm số liên tục: f(z) < ƒfa(z) <.... mà 
hội tụ trên một tập compac M tới một hàm số liên tục ƒ (z) thì nó phải hội tụ 
đều trên tập compac ấy (định lý Dimi). 

Chỉ dẫn: Với e > 0, cứ mỗi zọ € Ä thì có một nọ sao cho 0 < ƒ(zo) ~ 
faa(zo) < e, và đo liên tục phải có một hình cầu mở Š„„ tâm ở Zo, trong đó 
0<ƒ(z)— faa(z) < 3£ và do đó 0 < ƒ(z) — fa(z) < 3e với mọi m‹ 2 nọ. 
Họ các Š„, ứng với mọi z € M, phủ M. Sau đó dùng định lý Heine-Borel, 


lấy một phủ hữu hạn, v.v. . 


Chương 3 


ĐỘ ĐO 


1. Ý NGHĨA VẤN ĐỀ 


Trên đường thẳng R có những tập điểm được gán một số không 
âm gọi là "độ dài". Chẳng hạn, độ dài của một đoạn A = [a,ở] là 
|A| = b — a; nếu một tập có thể phân tích được thành một số hữu 
hạn đoạn rời nhau A;, Az¿,..., Â„ thì độ dài của nó dĩ nhiên là |A; | + 
|Aa| +- - -+ |Aa|. Nhưng có những tập mà trực quan không cho ta thấy 
rõ nên xác định độ dài của nó như thế nào, chẳng hạn như tập các điểm 
hữu tỉ trong đoạn [0, 1]. Do đó nảy ra vấn đề: làm thế nào mở rộng khái 
niệm độ dài cho những tập phức tạp hơn là đoạn thẳng hoặc hợp một 
số hữu hạn đoạn thẳng. 

Trong mặt phẳng lR? và trong không gian R3 cũng có vấn đề tương 
tự. Trong mặt phẳng, ta biết đo diện tích của những hình chữ nhật hoặc 
những tập có thể phân tích thành một số hữu hạn hình chữ nhật, nhưng 
làm sao đo diện tích của những tập phức tạp hơn? Trong không gian 
R”, ta biết đo thể tích của những hình hộp hoặc những tập có thể phân 
tích thành một số hữu hạn hình hộp, nhưng làm sao đo thể tích của 
những tập phức tạp hơn? - 


Để thống nhất cách phát biểu vấn đề, ta hãy qui ước gọi chung 
bằng danh từ "đoạn trong R* ” một đoạn thẳng thông thường nếu k = 


83 
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1, một hình chữ nhật nếu & = 2, một hình hộp nếu & = 3. Hình 
chữ nhật ở đây hiểu theo nghĩa là tập các điểm z = (ế,Éz) sao cho 
œi É; < Ổ: (¡ = 1,2); hình hộp là tập các điểm + #= (€¡, €a. Ế3) SaO 
cho œ; < &; < Ø6; (¡ = 1,2, 3). Ta cũng gọi chung là "độ đo” của đoạn 
A và dùng ký hiệu |A| để biểu thị độ đài của A nếu A là một đoạn 
thông thường, diện tích nếu Â là một hình chữ nhật, thể tích nếu Â là 
một hình hộp. 

Vấn đề đặt ra là: hãy tìm một lớp tập %* trong R* để có thể gán 
cho mỗi tập A € ?M# một số mm(4), gọi là độ đo của nó, sao cho: 

a) 0 < m(A) < +œo 

b) mỗi đoạn A đều thuộc lớp X(£ và rn(A) = |A| ; 

c) nếu A, Ö € XŒ và rời nhau thì 


m{(AU B) = m(A) + m(B) 


Peano và Jordan đã giải quyết vấn đề này như sau: 
Cho trước một tập bị chặn 4 trong R*, ta gọi "độ đo ngoài" của nó 


là số 
"n 
rn*(A) = inf {Ai : ƯP JÁ¡. 2 ) 
¡=1 
trong đó A; là những đoạn. Nếu 4 nằm trong một đoạn Áo thì ta gọi 
"độ đo trong" của nó là số | 


m.(A) = |Aa| — m°(As \ 4). 


_ Tạp hợp 4 sẽ gọi là đo được nếu rn"(A) = rn„(4). Lúc đó, giá trị 

chung của rn*(A) và rn„() gọi là độ đo của A và được ký hiệu bằng 
rn(4). : 
Cho M# là lớp các tập đo được theo nghĩa Peano-Jordan. Có thể 
chứng minh rằng lớp %(* và độ đo zn thỏa mãn các điều kiện a), b), C) 
đã nêu ở trên, đồng thời lớp X(* kín đối với các phép toán: hợp. giao, 
trừ, tức là ® 


A,.B€eM*> AUBe€%E, AnBcw,A\Be1⁄ứ. 


Lớp M* (gồm các tập đo được theo nghĩa Peano-Jordan) đã khá 
rộng : có thể chứng minh rằng nó bao gồm phân lớn các tập trong 


——- _"nTAä 
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hình học sơ cấp và trong giải tích cổ điển. Cụ thể, nếu một hàm số ƒ 
không âm, giới nội trên một đoạn A C RẺ là khả tích Riemamn thì tập 
A = {(&...-,É.e+i) : 0 < €x‡i <S ƒ(&,....€x)} C RÊ†! bao giờ 
cũng đo được theo nghĩa Peano-Jordan (và ngược lại cũng đúng). Tuy 
nhiên lớp X{* vẫn chưa bao gồm được nhiều tập tương đối đơn giản: nó 
không chứa hết mọi tập mở và đóng, và trong trường hợp k = ], tập 
các điểm hữu tỉ trên đoạn [0, 1] cũng không đo được theo nghĩa Peano- 
Jordan, vì có thể thấy dễ dàng rằng độ đo ngoài của nó là 1, trong khi 
độ đo trong chỉ bằng 0. ' 


Vì vậy vấn đề đặt ra là tiếp tục mở rộng hơn nữa khái niệm độ đo 


để các tập thường gặp trên đây cũng đo được. Để giải quyết vấn đề này, _ 


Lebesgue đã có sáng kiến thay định nghĩa (1) của độ đo ngoài bởi 


©œ 
mˆ(A) = inf {li : UP A; 2 2} : 
i=l1 
nghĩa là cho phép dãy đoạn A; phủ lên A có thể vô hạn. Độ đo trong và 
tính đo được cũng được định nghĩa như trước đối với các tập bị chặn, 
sau đó được mở rộng cho cả những tập không bị chặn. Bằng cách đó 
có thể xây dựng được một lớp tập £©* trong R* và một độ đo , trên 
£* thỏa mãn các điều kiện a), b) (trong đó %(*,zn thay bằng £©*, u*) 
và điều kiện c') dưới đây, tổng quát hoá điều kiện c): 
€) Nếu A; (¡ = 1,2,3,... € £@* và từng đôi một rời nhau thì 


u*(Uƒ2\A;) = :» u*(A:). 


¿=l 


Vả lại có thể chứng minh rằng: 
d) Lớp £* là một ø-đại số. 


Các tập thuộc £©* gọi là đo được theo nghĩa Lebesgue trong RẺ và. 


u gọi là độ đo Lebesgue k thứ nguyên. Dễ thấy rằng £* ¬ 2 và do 
b) và đ) nên ©Ê bao hàm cả ø-đại số Borel trong R*; nói riêng, tập các 
điểm hữu tỉ trong đoạn [0, 1] thuộc £©*; độ đo của nó bằng 0, vì cả độ 
đo ngoài và trong cùng bằng 0. Nói chung, lớp £* đã bao gồm được 
tất cả các tập trong R* cần thiết cho toán học hiện đại và người ta phải 
dựa vào "tiên đề chọn” mới xây dựng được những tập không thuộc lớp 
đó. 
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Độ đo Lebesgue là cơ sở của một khái niệm tích phân tổng quát và 
có hiệu lực hơn tích phân Riemann trong giải tích cổ điển: đó là tích 
phân Lebesgue, một công cụ chủ yếu của nhiều ngành toán học hiện 
đại (chẳng hạn như xác suất). Vì vậy trong giải tích hiện đại nó đã 
thay thế hoàn toàn độ đo Peano-Jordan (cơ sở của tích phân Riemamn), 
độ đo này ngày nay chỉ còn giữ một giá trị lịch sử. Và cũng vì vậy 
sau đây ta chỉ nghiên cứu độ đo Lebesgue mà không trình bày độ đo 
Peano-Jordan. Hơn nữa, ta sẽ xây dựng độ đo trong không gian bất kỳ 
vì sự hạn chế trong không gian R£ là không cần thiết. 


2. ĐỘ ĐO TRÊN MỘT ĐẠI SỐ TẬP HỢP 


2.1.HÀM TẬP HỢP. Cho X là một tập tuỳ ý, mà sau đây sẽ coi là | 


không gian, 3 là một lớp tập con của X. Một hàm số /¿ xác định trên 
lớp ?( gọi là một hàm tập hợp, hay gọn hơn, một hàm tập. Hàm tập đó 
là cộng tính nếu: 


A,BeM,AnB=0,AUBcM> 


8(AU B) = u(A) + u(B). 
Bằng qui nạp ta thấy ngay rằng nếu / là cộng tính thì nó cũng "hữu 
hạn cộng tính”, nghĩa là 


n 


= u(Uˆ¡AÁ¡) = À ` m(Ai). 


¿=1 


A¿ €1 (¡ = 1,2,...,,\) 
AinA; =0 (¡ #7) 
Ư?_ ¡4; € 


Hàm tập / gọi là ơ-cộng tính nếu 


= ø(US¡A;) = 32 (Ai). 


¿=] 


4;n 4; = 0 (¡ # 7) 


Á.eM (¡=1,3,...) 


Dĩ nhiên một hàm ø-cộng tính thì là cộng tính nhưng ngược lại không 
nhất thiết. 

Một hàm tập / gọi là một độ đo nếu nó được xác định trên một đại 
số Œ và nếu 


Ỳ—————— s 
.. ——Ƒ————ằ`——`Ễ—‹ 
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a) (4A) > 0 với mọi A € €; 
b) /(0) =: 0 
c) /¿ là ø-cộng tính. 
Điều kiện b) trên đây có thể thay bằng: 
b}) / # +oo trên , nghĩa là (4) < +oo với ít nhất một A € Œ. 


Thật vậy đương nhiên b) => b). Ngược lại nếu có b)) thì 
u(AU0) = u(A) = n(A) + (0) 
từ đó, vì u(4) < +oœo ta suy ra 
| ¿(9) = u(A) ~ u(A) = 0, 


vậy b') => b), nghĩa là b) và b') tương đương. 
Ví dụ: 1) € là một đại số và (4) bằng số phần tử của 4; 

2) € là một đại số, z là một điểm bất kỳ cho trước của X, và với 

mọi A € €: 

( _ J1 nếu zạ€, 

H(A) = Ất nếu zạ ế A. 


Một độ đo / gọi là hữu hạn nếu (X ) < +oo ¡ ø-hữu hạn nếu 
A= U=:Xo X;€€, u(X;) < +cc. 


Trong ví dụ l) nếu X là hữu hạn thì là hữu hạn; nếu X là đếm 
được thì / là ơ-hữu hạn; nếu X không đếm được thì / không phải là 


ơ-hữu hạn. 
(AWw)UÉ : ^ 
2.2. CÁC TÍNH CHẤT mg 


Định lý 1. Nếu uu là độ đo trên đại số © thì 
()A,B€€, Bc A=u(B) < u(A); 
(ii) A,B e€, Bc A, u(B) < +co > u(A\ B) = u(A) - u(B); 
... A; € € ((=1,2,...) œ , V 
(1) A € €, A C UP. Á; | má u(4) < 2 =1 u(4;); 

4;€ cú= 1; 22v2) 
(iv) Á; 8 4; = Ú 

A € C. A — U£2:4; 


=+ u(A) > 32 (4i). 
' và: 
b A 


=) b say ñ Ái 


JIz1 
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Chứng minh. (¡) Vì 8 C 4 nên A = (A \ Ø)U B do đó u(A) = 
u(A\ B) + u(B) 3 u(B) ; 

(ii) Nếu u(B) < œ thì từ „(A) = „(A \ B) + u(8) có thể suy ra 


u(A) — u(B) = u(A \ B). 
(iii) Trước hết để ý rằng, bất cứ các tập , như thế nào ta cũng có 


thể chọn các / để có LỆ, ÖB, = UƒE, ¿, đồng thời các Bị rời nhau - 


(từng đôi một), Ø/ C_Ö,, và nếu B; € 6 thì Ø/ € €. Thật vậy, chỉ cần 
đặt 

Bị = Bì, B;¿ = B¿\ Bì, Bạ = B:\ (Bì U B)). 

Suy = Ba\ UP) '. 
ta thấy ngay các / có những tính chất đã nêu. 

Bây giờ ta chứng minh điểm (ii). 
Vì AC U%, 4; nên A = (U/S¡4;) ñ A =U#;(4;n 4) = U%¡ Bị, với 
B,= A¿nAec €(do 4;, A € €). Theo nhận xét trên 
A =ư,B, = U¡Bị, 


trong đó B/ € ©, B/C B, C A; nên theo (¡) „(Bị) < u(A,) và các P; 
rời nhau nên theo tính chất ø-cộng tính 


u(A) = S2 u(Bị) < 3) n(A)): 


¿=l {=]. 


(iv) Từ U?°;4; C 4 ta suy ra với mọi 1 : Uj_;.Á;¡ C A, do đó theo 
(), vì ƯP_¡4;¡ € € (do € là đại số), ¿(Uƒ_¡4;) <-(4). Mặt khác theo 
giả thiết các A; rời nhau nên (UƑ_;Á;) = 3=; „(4:). Vậy 


n 
3 ` u(A;) < u(4), 
= 
và cho n —> +oo ta được bất đẳng thức cần chứng minh. n 


Hệ quả. Nếu độ đo là ơ-hữu hạn thì mọi tập A € € đều có thể 
phân tích thành một số đếm được tập có độ áo hữu hạn. 


Thật vậy, dựa vào (¡) ta có thể viết 
A=(U8,Xi)nA = ¡(Xin 4), 


| 
| 
| 
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trong đó, do X; 1A C X; nên (X,ñ 4) < u(X;) < œ. n 


Định lý 2. Nếu u là độ đo trên đại số € thì: 
() u(A;) = 0, (¡ = 1,2,...), 2; 4; € € + (US; 4;) =0 
(ii) A € 6, u(B) =0 = u(AU B) = g(A \ B) =u(4). 


Chứng minh. (¡) Cho Á = J5, 4;, ta có, theo định lý trước: 


0< g(4) < Šˆ u(A,) = 0, từ đó u(4) = 


1= |] 


Vì AC AUB nên theo (iii) và (¡) của định lý trước „(AU B) < 
_u(A) + n(B) = u(A) < n(AU B) do đó 


u(AU B) = n(A). 


Mặt khác, 4\ .ö = A\ 8n 4, mà theo (¡) của định lý trước 
0 <(Bn4) < u(B) = 0, tức là u(B n A) = : 


Vả lại theo (ii) của định lý trước, 
u(A\.Bn4) = n(A) - un(Bñ 4A) = u(A). 


Vậy 
u(A\ B) = n(4). -] 


Định lý 3. Nếu u là độ đo trên đại số € thì 


() 4¿€€(¡=1,2,...), 4¡C 4C ---, UP;¡A4;¿ce€ > 
u(UƒS¡4;) = lim;.,.e u(A;). - 

(i) 4¡€€, AiO 4a2---, (4) < co, ñ%,4¡ €6 > 
u(f(Sì A:) =m u(4;). 


Chứng minh. (¡) Như đã thấy trong chứng minh: phần (iii) của Định 
lý I1, nếu ta đặt ỦÙẹy = Áuy Py = 4; \ Âu c..., đạ. ® 
_N: Ê ¬t A;) thì các P; rời nhau, thuộc € và 

Uậci 4; = UícCn B.. 


Do đó 
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a(U,Ai) = n(Uƒ2)B,) =3) ð(B) = lim 5^n(B,) 


i=] i= Ì 


= lim (UỆ.¡B;) = lìm „(4a). 


(ii) Theo công thức De Morgan Ái \ 9:4; = US¡(4¡ \ Á;) trong 
dó các tập A/ = 4 \ 4¡ € € và đĩ nhiên A C 4¿ C.... Vậy theo 
phần trên /(C£S; 4{) = lim u(4). 

Nhưng vì (A¡) < so mà 4; C 4;, nên ¿(A;) < œ và (O5, A,) < 
x.. Tì\ có theo (ii) của Định lý 1: 

(U54 4?) = d(4i \ nến A¡) = d(A) — u(ffh A¿), 
H(A) = n(Ai) - HA), 


đÓ đÓ suy ra 
ñ#(f$: Ái) = lim n(A¡). = 


Định lý 4 (đảo của Định lý 3). Cho là một hàm tập không âm, 
cộng tính trên đại số © và sao cho u(0) = 0. Nó sẽ là một độ đo nếu 
có ột trong hai điều kiện sau 

() 4;€ €(¡= 1v: đất Ca €Cvs‹y US: 4; cecz= 

' u(Uƒ9¡Á¡) = lim~„œM(A); .  — -. - 

(1) A,€€, Á¡ Tu gay: n§¡ A; =0>m u(A:) z (). 

Chứng minh. Đương nhiên chỉ cần vạch rõ / là ø-cộng tính. 

Giả sử có điều kiện (¡) và cho Ø = 5; B,, trong đó các Ö; rời 
nhau, và ÖØ,,  € €. Đặt 


Ái = Bị, 4¿ = Bì.U Bạ,...., Áa = Uịc) ị,... 


thì la có B = U?5, Aạ, Ái C A4; C..... nên „(B) = limạ„e #(Áa)- 
Nhưng do cộng tính u(a) = )¡-¡ u(B,), vậy 
œo 


u(B) = Xo u(B)), 


có nghĩa /: là ø-cộng tính. 
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Còn nếu có điều kiện (ii) thì với các ký hiệu như trước và thêm giả 


thiết rằng mọi /(;) < +œo (vì nếu có một u(B,) = +oœo thì sự việc 
đã rõ), ta có 


0= B\ UỆS ¡Án = ñn¡(B\ 4a), - 
jtMệ ðl do ÁC=EPbÁy e 6u 54;¿2... Vậy 


: -_ "Xã 
dùm ,(B\ An) = lim g(A;) =0. 


Nhưng do 4a C Ö và (Áa) = 32;_; “(B;) < co nên theo phần (ii) 
của Định lý l, uH(B\ 4a) = uð(B) — u(Aa). Từ đó 


H(B)= Mm 3^j(B) = 3` (B). — =(SMỘ 


tr] ° ¿=] 


3. KHUẾCH ĐỘ ĐO 


Cho € là một đại số tập trong một không gian X, rm là một độ đo 
trên €. Ta hãy tìm cách khuếch rr thành một độ đo trên một ø-đại số 
bao hàm €. 


3.1. ĐỘ ĐO NGOÀI. Một hàm tập /* xác định trên lớp tất cả các 
tập con của một không gian X, được gọi là một độ đo ngoài nếu 

a) °*(4) > 0 với mọi A C X. 

b) *(Ø) = 0 


=S) 

c ACUfE Ái = gˆ(4) <2 (Ai). 

1=] 

Như vậy, khác với độ đo, ở đây không đòi hỏi ø-cộng tính mà chỉ 
đòi hỏi "ø-dưới cộng tính” (điều kiện c)), nhưng ¿¿* được xác định trên 
tất cả các tập con của Xí. 

Chú ý rằng từ c) ta suy ra 

ca) AC B> u°(A) < w°(B). 

Định lý 5. (Caratheodory) Cho * là một độ đo .“ trên X và 
& là lớp tất cả các tập con A của X sao cho 


u°(E) = n¡°(En A) +u*(E\ 4) với mọi E C X. (1) 
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£ là một ø-đại số và hàm u = ¡*/2£ (thu hẹp của * trên 6) là một độ 
đo trên 6. 

Độ đo / gọi là độ đo cẩm sinh bởi độ đo ngoài /°. 

Các tập A (thỏa mãn điều kiện (1) gọi là u*-đo được. Chú ý rằng 
điều kiện (1) tương đương với : 


„*(E) > È(En A) +u*(E\ A) với mọi ECX, 0®) 


vì bất đẳng thức ngược lại luôn luôn đúng do ©). 

Chứng minh. Trước hết ta chứng minh £ là một ø-đại số. Dĩ nhiên 
Úc £, vì với mọi # C X : #*(E) = u*(8) + u*(E) = ¡°(En0) + 
u*(E\ 0). Lớp £ cũng kín đối với phép lấy bù, vì nếu A € £ thì với mọi 
EcxX:u'(E)= u°(En4)+u°(E\4) = u„"(E\A°)+u*(En42). 
Vậy để chứng minh £ là một ơ-đại số ta chỉ còn phải vạch rõ nó kín 
đối với phép hợp đếm được. | | 

Cho Á; € £, ¿ = 1,2,..., và một tập bất kỳ E C X. Áp dụng (1), 
ta CÓ : 


„(E) = w(En4i) +p(E\ AI) 
= a"(EnAy) + (0E) 4a) + g (0Ý AI) \4)- 
= | " 
= S^"((E\UjZtA4)04;) + dt(B \Uj Ái) 
jÿ=l 
Do đó: 
k h 
,*(E) > }u*(E\ Si) 0Á; +*(E\UE¡4;). 
J=l 


Vì điều này đúng với mọi & nên 


Œ) >Ÿ h(B\UEIA)TA;+(ENƯEIA) - 0i 


Mặt khác dễ dàng nhận thấy 
gn(04;) =Ui(\US¡4i) n4), 


¬— 7Ô LÔ ÉÓÔ... 6 na. na G T6 na Ôn mann '. nan. nsns.n 


- ——=—rxe==—-«< 


_~ 
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(vì nếu có một 7 với z € #ñ\ 4; thì lấy 7 là chỉ số nhỏ nhất như vậy 
ta được z € 4;\ A; với mọi ¿ = 1,..., 7 — 1). Vậy theo tính chất dưới 
cộng tính (c) của /*, 


(E) < ú (En(U7S:4;) + (E\UƒS¡4;) 
320*((E\USIA,)ñ4;) + ø"(E\ W2¡4;) 


Jj=l 
<_ ø*(E) theo (2). 


HA 


Suy ra U?®, 4; € £, chứng tỏ £ là một ø-đại số. 

_ Bây giờ để hoàn thành chứng minh, cho 4, € #, ¿ = 1,2,..., là 
những tập rời nhau. Lấy # = U9%;4; trong (2) và chú ý rằng khi ấy 
(E\UE7A/)n4; = 4;, (E\ U?2¡4;) = 0, ta có 


*(Uƒ?5¡4;) 2 3 "(4;), 
7=l1 


do đó kết hợp với tính chất e) (dưới cộng tính) ta được đẳng thức. Vậy 
/*/2 quả là độ đo. n 


3.2.ĐỊNH LÝ KHUẾCH. Kết quả trên cho thấy rằng mỗi độ đo ngoài 
„* trên X cảm sinh một độ đo trên ø-đại số làm thành: bởi tất cả các 
tập . thỏa mãn điều kiện (1). Để áp dụng được kết quả đó vào việc 
khuếch một độ đo rr cho trước từ một đại số lên một ø-đại số, ta dựa 
vào mệnh đề sau: 

Định lý 6. Cho mm là một độ đo trên một đại số © những tập con 
của X. Nếu ta đặt với mỗi A C X: 


u"(A) = mí | mữ) :Ufạh24A, H€ c]. (3) 
z=]l 


thì u* là một độ đo ngoài và u*() = m(A) với mọi A € €, đồng thời 

mọi tập thuộc ø-đại số #(Ê) đều là u*-đo được. t8 
Chứng minh. Rõ ràng /*(Ø) = 0 và nếu 4 C B thì (A4) < u*(B). 

Để chứng minh điều kiện' c) trong định nghĩa độ đo:ngoài, ta chỉ cần 
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chỉ ra rằng nếu 4a C X (n = 1,2....) thì : 


#*(URS\Án) < À— uˆ(An). (4) 


n=l 
Theo định nghĩa (3), với mỗi £ > 0 cho trước ta có thể tìm được cho mỗi 
A„ một dãy các tập P„¿¡ (¡ = 1,2,...) sao cho UỆS, Pn¿ 2 Án, Pn¿ € Ê 
và 35: rn(Fa¡) S HẺ(Aa) + c/2". 
Khi ấy UP ¡ U?; Pa¿ Ð UÿP ¡ 4a, và theo định nghĩa của /” : 


80"(UƒS¡Aa) < 33 _m(P„„) < 3 n°(An) +€, 


nœ] ¿e1 nzÌ 


và vì £ > 0 có thể nhỏ tuỳ ý điều này có nghĩa là (4) đúng. 

Vậy /¿* quả là độ đo ngoài. 

Bây giờ cho A € €, và xét một tập bất kỳ E C X. Theo định nghĩa 
của ¿*, với mỗi e > 0 có thể tìm được một dãy P; € Œ (¡ = 1,2,...) 
sao cho L5. 2 E và $2? m(P;) < u*(E) + e. Lúc ấy 

(EnA)+°(E\4) 
<"((UP,)n 4) + (0i) \ 4) 
< PT lv (P,n 4) )+}22¡0°( (F: \ 4) 
= ¡0 °(P) S nẺ(E) +. 
Vì £ > 0 nhỏ tuỳ ý, ta suy ra *(E) > „#*(En A) + w* (E\ 4), tức là 
(1*). Vậy A thỏa mãn (1), tức là € C £, trong đó £ là ø-đại số các tập 
đo được . Do đó 7(€) C 6. 

Sau cùng, nếu A € € thì với mọi dãy ?; € € (¿ = 1,2,...) sao cho 
U£¿Ð¡¿ 2 A ta đều có, theo tính chất (ii) trong Định lý 1, mm(A) < 
= m(P)). Vì vậy, rn(A) < /*(4). Mặt khác, vì A C .4AUUÔU.. 
nên u*(A) < m(A)+m(8)+m(0)+- - : = m(A). Do đó ¿*(A) = m(4) 
với mọi A € €. 

Ta nói rằng một độ đo ¿ trên một ø-đại số £ là đủ nếu mọi tập con 
của một tập bất kỳ thuộc £ có độ 0 đều cũng thuộc £ và có độ đo 0, 
nghĩa là nếu 


NCE, u(E)=0= N€£, u(N) =0. (5) 


“` `. 


Chương 3. Độ đo 95 


Định lý 7. Độ đo ¡u cảm sinh bởi một độ đo ngoài u* bao giờ cũng 
là độ đo đủ (trên ø-đại số £ các tập ¡*-đo được) và họ các tập có độ 
đo i bằng 0 trùng với họ các tập có độ đo ngoài u* bằng 0. 


Chứng minh. Chỉ cần chứng minh rằng mọi tập A có ¿*(A) = 0_ 
đều /;”-đo được (khi ấy sẽ suy ra ngay các kết luận của định lý). Nhưng 
với mọi tập #C X ta có *(Ef 4) < u*(4) = 0, cho nên 


ñ°(En A) +*(E\ A) < uẺ(E\ A) < wt(E), 


và đây chính là điều kiện (1*). n 
. Từ các kết quả trên, có thể suy ra dễ dàng: 


Định lý 8. Cho một độ đo m trên một đại số ©. Bao giờ cũng có 
một độ đo lu trên ø-đại số £ Đ #(€) 5 © sao cho: 

() u(A) = m(A) với mọi A € € (nghĩa là tu khuếch mm). 

(1Ì) gu là hữu hạn (ơ-hữu hạn) nếu mm là hữu hạn (ơ-hữu hạn). 

(iii) „ là độ đo đủ. 

(iv) Một tập Ả thuộc họ £ khi và chỉ khi nó có thể biểu diễn dưới 
dạng í 

: A=B\ÀN hoặc A=BUN (6) 


trong đó B e 7(€), N€C EcZ(©), u°(E) = u(E) = 0, và u* là độ 
đo ngoài xác định từ mm theo công thức (3). 


Chứng minh. Ta lấy là độ đo cảm sinh bởi độ đo ngoài /* xác 
định từ zn theo công thức (3), và £ là øơ-đại số các tập /*-đo được. 
Theo Định lý 6, độ đo ¿ sẽ có tính chất (¡) nêu trên (/¿ khuếch rm); và 
vì X € € nên tính chất (ii) cũng sẽ đúng. Theo Định lý 7, ¿ cũng là độ 
đo đủ. Vậy chỉ còn phải chứng minh (iv). 


Nếu 4 có dạng (6) thì đĩ nhiên A € £ (vì £ là ø-đại số và u là độ 
đo đủ). Ngược lại, giả sử 4 € 6. Theo cách xây dựng /* (công thức 
(3)), có thể tìm được cho mỗi k = 1,2,..., những tập P„„ € € sao cho 
UP ÐĐ A, 3°: m(Pị¿) S u°(A) + 1/k = u(A) + 1/k. 


1<] : 
Đặt Ð = f2; J5; P;¿, ta thấy rằng 5 A và Ø € 7(€). Đồng 


thời, với mọi &, Ö C 5, P„¿, cho nên 
=s. 
H(B) < À `m(P„) < u(A) + 1/k, 


mm. 


¿=] 
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L do đó u(B) < u(A). Nhưng vì 8 5 4 nên chỉ có thể (B) = ,(4), 
| và đặt N = B\ A ta sẽ có u(M) = u(B \ 4) = 0. 
Như vậy ta đã chứng minh rằng, cho trước một tập 4 € £, bao giờ 
cũng tồn tại một tập  € Z(€) sao cho 5 A và u(B) = u(4). Ấp 
dụng kết quả này cho tập ® ta lại tìm được một tập E€Z©) sao cho 
E SN, u(E) = 0 (tức là „*(E) = 0, theo Định lý 7). Tóm lại ta sẽ 
có 4= B\ ÁN với Be Z(€), Nc E€Z(©), u*(E) = u(E) = 0. 
Mặt khác, vì A € £ nên X \ A € £ và theo trên X \ A = '\ N', 
với B' e #(6), N'C E' eZ(€). u(E') = 0. Vậy A = (X\8)UN, 
¡ hay A = B“U MN', với B“ = X\ B' e Z(€). 
| Tính chất (iv) và do đó toàn bộ định lý đã được chứng minh. 
Như vậy ø-đại số £ các tập đo được không khác ơ-đại số 7(€) 
| nhiều lắm và có thể thu được từ Z(€©) bằng cách sửa đổi chút ít các tập 
thuộc lớp này (thêm hay bớt một bộ phận của một tập có độ đo không). 
| 


4. ĐỘ ĐO TRONG E* 


: Dựa vào lý thuyết tổng quất trên có thể xây dựng độ đo Lebesgue 
|.r trong không gian R* một cách dễ dàng. 


4.1. ĐỘ ĐO TRÊN ĐƯỜNG THẲNG. Ta gọi gian trên đường thẳng 


l Ệ R là một tập điểm có một trong các dạng sau: 
bỏ ¬ (a.), |a.ð], (ø,ð], la:®), 
(—œo,+œo), (—oo,a), (—oo,a], (a,+e), [&, +oœ). 
Cho € là lớp tất cả các tập con của R có thể biểu diễn thành hợp 
của một số hữu hạn gian rời nhau | 
c= {P:P=U: [TT A;nA;=0((#?)): 


trong đó A; là những gian, n là một số tự nhiên tuỳ ý. 


Có thể chứng minh rằng € là một đại số và nếu với mỗi ? € Ê ta 
định nghĩa rn(P) = $27_; |A¡| thì hàm tập đó là một độ đo trên Ế. Khi 
ấy, khuếch độ đo này theo phương pháp nêu trong Định lý 6 ta sẽ thu 
được một độ đo trên đường thẳng, đó chính là độ đo Lebesgue trên Ä. 


_-l 
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Một cách khác có phần gọn hơn là xây dựng trực tiếp một độ đo 
ngoài trên lR rồi dựa vào Định lý 5 (Caratheodory) định nghĩa độ đo 
Lebesgue là độ đo cảm sinh bởi độ đo ngoài này. 


Cụ thể, gọi ? là họ các gian. Với mỗi tập A C lR ta định nghĩa 


8#ˆ(A) = inf {ad :ƯaA AcÐ A, Ay € 2] : (7) 


k=l 


Định nghĩa này có thể thay bằng: 


oo 
u*(4) = inf {)al:ưE Ki Â¿ 2 4, A¿ là khoảng mở) (8) 


k=] 


Thật vậy, cho œ và Ø là các số xác định bởi vế phải của (7) và (8). 
Ta có a < đ vì mỗi khoảng mở A„ cũng thuộc ”. Ngược lại, ứng với 
mỗi tập U£? A¿ (A, € ?) đều có một tập UƒZ ;Aƒ, trong đó mỗi A¿ 
là một khoảng mở bao hàm A„ với |Aj| < |A¿| + £/2*, cho nên 


` |A:l < S|lAJ+ _ = SIAj +£, 


k=l i=] k=l i=]l 
chứng tỏ Ø < œ + e, và vì e > 0 tùy ý nên đ < œ, do đó œ = Ổ. 
Bổ đề 1. Hàm tập _* là một độ đo ngoài trên R. 
Chứng minh. Hiển nhiên ¿*(4) > 0 VA C , và *(0) = 0, vậy 
chỉ cần vạch rõ nếu 4 C U‡°A; thì „*(A) < $2 „*(A;). 


¡=1 
Cho trước £ > 0, với mỗi ¡ = 1,2,... ta lấy một hệ khoảng mở 
Aki, ñ Đa sao cho DJ TAY: K,Ó và, và 3|Az„¿| < H°(A;) + 
z/2' {=1,2,.... VỊ .A CUg¡Ô;; ta có 


*(A) < 3^|Aik¿| < Ö ˆ(w9(Ái) +é/2!) = 3> nẺ(A:) +, 
kí ‡ ỉ 


và do £ > 0 tùy ý nên ¿*(A) < $2*%° u*(A;). Vậy „* đúng là một độ 
đo ngoài trên R. 8Ì 


Theo Định lý Caratheodory, lớp £ tất cả các tập 4 C RR sao cho 
u*°(E)=u*(EnA)+°(E\A) với mọi E C R 
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là một ø-đại số, và hàm tập / = /*/£ là một độ đo trên £. 

Độ đo xây dựng như thế gọi là độ đo Lebesgwe trên đường thẳng. 
Các tập đo được theo nghĩa đó, tức là thuộc ø-đại số £ (cũng tức là 
u*-đo được) gọi là các tập đo được theo nghĩa Lebesgue, hay ngắn gọn 
đo được (L). : 

Bồ đề 2. Mọi tập Borel đều đo được (L). 

Chứng minh. Trước hết ta chứng minh rằng mọi khoảng mở À đều 
đo được (L) (hiển nhiên với ¿(A) = ¿*(A) = |A|). Xét một tập tùy ý 
ECR và một hệ gian A¿ phủ # : Uy¿Â¿ Đ #. Ta có 


UxÂ¿ = U¿(A¿ ñ A)U (G;¿(A¿ \A) 


với U(A¿nA) 2 EnÁ, U¿(A¿\ A) 2 E\ A. Rõ ràng với mỗi 
k: AcnA = A €7, A\ A = U¿¿A£, với Af¿ € 7, đồng thời 
lA¿| = |A£l + 3, |A£¿|, cho nên 


U¿A¿ = (UA/)U(U4¿A7,), Ÿ|A,|= 3 }|A¿l+ 3 „lAš.l: 
k k ki 


Thành thử 


"(E) = nf{)2„ |Az|[: U¿A¿ 2E, A¿ € ?} 
= inf{32,|A£| + 3x; At¿|: U¿Âj 2 EnA. U¿„(A£;2#\A)} 
> inf{Š2„|A¿|: U;A, 2A) ... 
+inf{)x¿|Ak¿|: tx¡ tạ 2 E\AC 


do đó 
u*(E) > u*(EnA)+w°(E\A), YECR, 

chứng tỏ A đo được (L) (xem (1*), mục 3. Ì). ` 

Vậy mọi khoảng mở đều thuộc 2. Mà mỗi tập mở trong R là một 
hợp đếm được những khoảng mở, nên ø-đại số nhỏ nhất bao hàm lớp 
các khoảng mở cũng là ø-đại số nhỏ nhất bao hàm lớp các tập mở, tức 
là ơ-đại số ® các tập Borel. Do đó ® C £ vì £ cũng là một ø-đại số 
bao hàm lớp các khoảng mở. ñ 

Chú ý rằng do R là hợp của các đoạn [—n, n, n = 1,2, ...., nên độ 
đo Lebesgue ơ-hữu hạn. Hơn nữa, theo Định lý 8, độ đo Lebesgue là 


KP =--.... ứn 
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độ đo đủ và mỗi tập đo được (L) chẳng qua là một tập Borel, thêm hay 
bớt một tập có độ đo không. 

Thành thử ta cũng có thể xây dựng ø-đại số £ và độ đo Lebesgue 
như sau: 


Xuất phát từ định nghĩa: áp có độ đo 0 là bất cứ tập N nào có 
8t(N) = 0, tức là sao cho 


0= mí t |A¿|: UỆ_¡A¿ Đ ẤM, A¿ là khoảng mở ._— (9 
ke Ì 


Sau đó một tập 4 gọi là đo được (L) nếu nó có dạng 
A=B\Nhoặc A = BU N, 


trong đó Ø là một tập Borel và là một tập có độ đo 0. Với mỗi A 
như thế, định nghĩa (4) = u*(A). 

Đặc trưng vừa rồi của tập có độ đo 0 có thể phát biểu dưới một hình 
thức khác, nhiều khi thuận tiện hơn: 


Định lý 9. Một tập N có độ đo 0 khi và chỉ khi với mỗi e > 0 có 
thể tìm được một hệ (hữu hạn hay đếm được) khoảng Ê¿ phủ N và có 
độ dài tổng cộng nhỏ hơn e: 


+oo 
Uy, 2W, 3 _|Ak| <£. 
k=l 
Chứng minh. Đây chỉ là hệ quả trực tiếp của công thức (9). Thật 
vậy nếu /(/) = 0 thì theo (9), với e > 0 cho trước, có một hệ khoảng 
mở A¿ phủ sao cho 322°. |Ax| < e. Ngược lại nếu với mọi e > 0 
đều có một phủ như vậy thì có nghĩa là infimum trong (9) bằng 0. 


Hệ quả. Mọi tập hữu hạn hay đếm được trên đường thẳng đêu có 
độ đo 0. 


Chẳng hạn, tập các điểm hữu tỉ (mà ta đã biết là trù mật trên đường 
thẳng) có độ đo 0 (do đó tập các điểm vô tỉ trên mỗi đoạn [a, b} có độ 
đo bằng b — a). Nhưng đáng chú ý là có những tập không đếm được 
(có lực lượng e) mà cũng có độ đo 0, chẳng hạn tập Cantor (xem mục 
2.5, Chương 2). Đồng thời lại có những tập có độ đo dương mà “không 
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đâu trù mật" nghĩa là sao cho bất cứ đoạn nào trên đường thẳng cũng 
có chứa cả một khoảng mở hoàn toàn ở ngoài tập đó (Bài tập 16). 


. Sau đây là các đặc trưng của tập đo được (1). 


Định lý 10. Đối với một tập A trên đường thẳng ba điều kiện dưới 
đây là tương đương: 

() A đo được (L). 

(ii) Với mỗi e > 0 có thể tìm được một tập mở GŒ 5 A sao cho 
®(GŒ\ 4) <e. 

(ii) Với mỗi e > 0 có thể tìm được một tập đóng P` C A sao cho 
u°(A\F)<e. 

Chứng minh. (¡) = (ii). Trước hết ta hãy xét trường hợp (4) < 
+oo. Theo (8), với e > 0 cho trước có thể tìm một hệ khoảng mở 
Ak phủ A, sao cho ŠÐ, |A¿| < (4) + e. Đương nhiên G = U¿Â¿ là 
tập mở bao hàm 4 và có (G) < 2+ |Ax| < ,„(A) + e từ đó, chú ý 
rằng (Œ) = u(GŒ \ 4) + u(4) và vì u(A) < +œo nên u(G \ 4) = 
u(G) — (4), ta suy ra u(G \ A) < e. 

Trong trường hợp tổng quát, A = U?E;4 f\Í—n.ø] và mỗi tập 
Aa = An\[—n,n] có (A„) < +eo, nên theo trên, có những tập mở 
G„ 2 A„ với u(Ga \ Áa) < 1/2". Khi ấy tập G = UP ¡G„ mở, bao 
hàm A và thỏa mãn : 


oo °o 
n(G\ 4) <3) ñ(Ga\ An) < 3 £/2" =e. 
n=l nœl 

(ii) = (¡) Cho G„ là tập mở bao hàm 4 và có /*(Gn \ 4) < l/n. 
Đặt Ð = f%,Gaạ ta có B € £ (vì P là tập Borel) và 8 Đ A, đồng 
thời /*(B \ 4) < "ð*(Ga\ 4) < 1/n với mọi na = 1,2,... cho nên 
u*(B\ 4) = 0, nghĩa là E = B\ A đo được. Vậy 4 = B\ E cũng đo 
được. 

Thành thử (ï) © (ii). Nhưng A đo được khi và chỉ khi phần bù 
Á° của nó đo được, tức là, theo trên, khi và chỉ khi với mọi £ > 0 có 
thể tìm được một tập mở G Đ A° sao cho ¿*(G \ 4°) < e. Di nhiên 
FP=G°c Avà(A\ F) = u*(G\ A°) < e. Từ đó suy ra (¡) © 
(i1). n 


4.2. ĐỘ ĐO TRONG KHÔNG GIAN EUCLIDE it CHIỀU. Những kết 
quả trên có thể suy rộng cho không gian RẺ (k > 1). 
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Trong không gian này ta gọi gian là một tập gồm những điểm z = 
(€\,É;,..., €„) mà mỗi toạ độ €; chạy trên một gian nào đó của R. Nếu 
€; chạy trên một gian của ÏR có hai đầu mút là a;, 6; (¿ = 1,2,..., k) 
thì thể tích của A là số 


k 
|AI= [Ï 8 - a.). 


í=1 
Gọi ?* là lớp các gian trong R* và với mỗi tập 4 C Z* đặt 


u*(A) = inf{Ö ”|Ak|: UyA¿ 2 A, Ay € ?*}. 
k 


Bằng phương pháp tương tự như trước có thể chứng minh rằng: 
1. Hàm tập ¿* là một độ đo ngoài; 
2. Họ các tập A C R* thỏa mãn điều kiện 


w*(E) =u*(En 4A) + u*(E A) với mọi tập E C R* 


là một ø-đại số @®*  ?* và hàm „# = /*//©* là một độ đo trên £*. 


Độ đo ¿* xác định như vậy là độ đo Lebesgue trong R* và mỗi tập 
A€ £@* gọi là tập đo được (L) trong R*. Cũng như trong trường hợp 
R có thể chứng minh rằng: 


Các tập Borel trong R* đêu đo được (L). 
Điều này dựa trên tính chất sau của các tập mở trong R# (k > 1): 


Mỗi tập mở G trong R* (k > 1) đều là hợp của một số đếm được 
gian rời nhau. 


Thật vậy, toàn thể IR* có thể chia thành một số đếm được gian "lập 
phương" rời nhau Aa,„„...„„ có cạnh bằng l: 


Ânụng....a = {z= (Ến.... sẾx) : ty <Sé,<n +1, (=1,2,....k}. 


trong đó các 1; lấy tất cả những giá trị nguyên 0, 1, —2, 2, —2,.... Ta 
chọn trong số các gian lập phương đó những gian nào chứa trọn trong 
G (tập các gian này có thể rỗng, hữu hạn hay đếm được). Ta chia môi 
gian còn lại thành 2* gian lập phương có cạnh bằng 1/2 và lại chọn 
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trong số các gian nhỏ mới chia ra đó những gian nào nằm trọn trong G. 
Ta lại chia những gian nhỏ còn lại ra 2* gian lập phương có cạnh bằng 
1/4 v.v.. Dễ thấy rằng Œ bằng hợp các gian đã chọn trong quá trình 
đó, vì nếu z € G thì, do Œ là tập mở, z là tâm của một hình cầu nào đó 
chứa trọn trong Œ, và đến một bước q nào đó, z phải lọt vào một gian 
lập phương có cạnh 1/2# nằm trọn trong hình cầu ấy. 

Sự kiện trên chứng tỏ rằng mọi tập mở đều thuộc £*, mà ø-đại số 
Borel là ø-đại số nhỏ nhất bao hàm lớp các tập mở, cho nén ®* C 0*, 
Và lại, vì toàn thể IR* là hợp một số đếm được khoảng rời nhau nên LẺ 


cũng là độ do ø-hữu hạn. 


Các định lý 9 và 10 cũng đúng trong không gian R* (k > 1), và 


cũng chứng minh tương tự như trước. 


5. HÀM SỐ ĐO ĐƯỢC 


Trong giải tích, khi làm toán với các hàm số liên tục, người ta thường 
bị một sự hạn chế lớn: giới hạn của một dãy hàm số liên tục không nhất 
thiết là liên tục, nói khác đi, lớp các hàm số liên tục không kín đối với 
phép qua giới hạn. Để tránh sự hạn chế đó, người ta xây dựng một lớp 
hàm số, rộng hơn lớp các hàm số liên tục, và kín đối với các phép toán 
giải tích, gọi là lớp "hàm số đo được". Việc xây dựng này xuất phát từ 
nhận xét sau. 


Một hàm số ƒ(z) xác định trên một không gian mêtric X là liên 
tục khi và chỉ khi với mọi số thực a, các tập {z : ƒ(z) < a} và 
{z : ƒ(Z) > a} —- tức là nghịch ảnh của các khoảng (—oo, a) và 
(a, +-oo) --~ là mở. 

Thật vậy, nếu ƒ (z) liên tục thì nghịch ảnh của mọi tập mở, nói riêng 
nghịch ảnh của một khoảng, phải là mở. Ngược lại, nếu ƒ(z) có tính 
chất này thì nghịch ảnh của mọi tập mở G C R phải mở (tức là ƒ (z) 
liên tục), bởi lẽ Œ bao giờ cũng có dạng UfE ¡ (an, 0a) (Định lý 5, mục 
2.5, Chương 2) cho nên nghịch ảnh của Œ là hợp của các nghịch ảnh 
của các khoảng (a„„ ö„), mà mỗi nghịch ảnh này mở thì hợp của chúng 
cũng mở. 

Nhược điểm của lớp các tập mở (trong vấn đẻ nêu ra) là nó không 


: 
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kín đối với phép trừ và các phép toán đếm được về tập hợp. Vì vậy 
người ta thay nó bằng một ø-đại số, kín đối với mọi phép toán hữu hạn 
hay đếm được về tập hợp. Từ đó có định nghĩa dưới đây. 


5.1. ĐỊNH NGHĨA. Cho một không gian X, một ø-đại số 7 những 
tập con của X, và một tập A € Z. Một hàm số ƒ(z) : X — Ñ gọi là 
đo được trên tập A đối với ơ-đại số 7 nếu 


(VaeR) {z€A:ƒ(z) <a}€Z. (10) 


Thường trên ø-đại số Ø có một độ đo / : khi đó, ƒ(z) cũng gọi là đo 
được đổi với độ đo ¡u hay u-đo được. Trong trường hợp X = R*, Ở = 
2* thì ta nói ƒ(+) là đo được theo nghĩa Lebesgue, hay ngắn hơn : đo 
được (L). Nếu X = R*, #3 = ®* (ơ-đại số Borel trong IR*) thì ta nói 
ƒ(z) là đo được theo nghĩa Borel, hay ƒ(z) là một hàm số Borel. 


Điều kiện (10) trong định nghĩa trên có thể thay bằng một trong các 
điều kiện sau : 


(Ya€R) (z+€A: ƒ(z) >a}cØZ; (11) 
(VaeR) {z€A:/(z)<a}€Z;. (12) 
(VacR) {z€A:ƒf(z)>a)c7. - (13) 


Thật vậy: (10) «> (13) vì các tập {+ € A: ƒ(z) < a} và {z € A: 
ƒ(z) > a} bù nhau, mà Z là một ø-đại số thì phải kín đối với phép lấy 
phần bù. Vì lý do tương tự, (11) £> (12), và ta chỉ còn phải chứng minh 
rằng (10) «> (12) : 

(10) = (12). Rõ ràng ƒ(z) < a khi và chỉ khi (Vn) ƒ(z) < a+1/n, 
cho nên {z€ 4: ƒ(z)< a} =f?¿(z€A: ƒ(z) <a+1/n} €7, 
vì {zœ€ A: ƒ{z) < a+ l/n} € 7 với mọi n. Ngược lại: 

(12) = (10). Rõ ràng /(z) < ung khi (3n) ƒ(+z) < a—1/n, 
cho nên {z € 4: ƒ(z) < a} =U??¡{z€ A: ƒ(z) <œ—1/n} €2, 
vì{z<4A: ƒ(z) €a~ 1/n} € Ở với mọi n 


Từ định nghĩa có thể suy ra các hệ quả: 


IL. Nếu ƒ(+) đo được trên tập A thì nó cũng đo được trên mọi tập 
con của A thuộc 2. 
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Thật vậy, nếu 8 C A, Ö € Ø7 thì với mọi a € R : 
{zxc<B: ƒ(z)<a}=Bn{+c4: ƒ(z) < a} € 2. 
II. Nếu ƒ(+) đo được trên tập A thì với mọi a € R: 
{z€A: ƒ(z) = a} €7. 


Thật vậy, 
{z€A: ƒ(z) = a} = {+ € A: ƒ(z) < a}n{z  A: ƒ(z) 3> a} €7. 


II. Hàm số ƒ(z) =c (Vz € 4) là Ảo được.  - 

Vì nếu e > a thì {z € A: ƒ(z) < a} =€ 3, còn nếu e < a th 
{z+€A: ƒ(z)<a} =A€7. 

IV. Nếu ƒ(z) đo được trên tập A và k € ïR là một hằng số thì 
k.ƒ(z) căng đo được. 

Vì nếu k > 0 thì {z € Ả: kƒ(z) < a} = {z€A: ƒ(z) < 
a/k}  Z. Còn trường hợp k < 0 hiển nhiên. 


5.2. CÁC PHÉP TOÁN VỀ HÀM SỐ ĐO ĐƯỢC 
Định lý 11. (¡) Nếu ƒ (+) đo được thì với mọi œ > 0 hàm số | ƒ(+)|f 
cũng đo được 
(ii) Nếu ƒ(z) và g() đo được và hữu hạn thì các hàm số 
ƒ+q, f9. max{ƒ,g}, min{ƒ, ø} 


cũng đo được, và nếu g(+) không triệt tiêu thì hàm số 1/g cũng áo 
được. 

Ở đây cũng như về sau, khi nói "đo được 
trên tập Á" và để cho gọn, tập {z € 4 : ƒ(z) 
ký hiệu vấn tất {ƒ (2) < 4}. 

Chứng minh . (¡) Nếu ƒ(z) đo được thì với mọi a > Ö : 


“ ta hiểu ngầm "đo được 
< a} chẳng hạn sẽ được 


{L/(z)|* < a} = {|ƒ(z)| < a1) = {—a⁄^ < ƒ(z) < a1⁄^) 
= {ƒ(z) < a⁄2}n {ƒ(z) > —a⁄^) cZ, 


!'”.——- —————- c~ —m=c—===e==r=m<= ~v^t cm =—ese sms - =—~ xe 


Chương 3. Độ áo 105 


vì mỗi tập { /(z) < a!⁄*} và {ƒ(z) > —a}⁄} đều thuộc #. Còn nếu 
a < 0thì 
{|ƒ(z)|* < a} =0 Z. 


Vậy |ƒ(z)|* do được. 


(1) Cho a là một số thực bất kỳ, r,7a,...,7ạ,... là đấy tất cả các 
số thực hữu tỉ. Rõ ràng 


ƒ(z) + g(z) < a ® ƒ(z) < a — g(z) œ® (3n) ƒ(z) < rạ < a— g(), 
do đó 
{ƒ(z) + ø(z) < a} = UáS¡ {ƒ(£) < ra < a~ ø(2)} 


= Un*I {ƯữŒ) < ra} n {a(z) <a —rna]] e3, 


vì mỗi tập { ƒ(z) < ra} hay {ø(z) < a — ra} đều thuộc 7. Vậy ƒ + g 
là đo được. Đối với ƒ — ø cũng chứng minh tương tự. 


Từ các kết quả trên và dựa vào các hệ thức 
ƒø= ‡[Ữ + 9)° - (ƒ - 9). 
max {ƒ,g} = ‡(ƒ +ø + |ƒ - 9l). 
min {.ø} x. 3‡+ø~— |ƒ ~ 9l), 


ta suy ra các hàm số ƒø, max {g, g}, min {ƒ, g} cũng đo được. 
Nếu ø(z) không triệt tiêu thì với mọi a 


1 0c7 nếu a<0, 
{5z<+}- {/>z|<# nếu a> 0, 
h Ẻ 
cho nên P= đo được và do đó ” cũng đo được vì 


ŠẺ 4ì ° 
P ⁄4 g 

Định lý 12. Nếi ƒ„(z), n = 1,2,..., là những hàm số đo được và 
hữu hạn thì các hàm số 


sup fn(2); inf fa(2); lim ƒ#„(#); lm ƒa(2) 


¬ 
‡ 


L— 
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cũng đo được, và nếu hàm số Ììma-›œ fa(z) tồn tại thì nó cũng áo được. 
Chứng minh. Ta có với mọi số thực ø : 
{sup ƒa(z) <a} = nền {fa(z) < a} €7. 
{mí fa(z)>a} = Do (ƒa(z).> a} € 3, 


cho nên các hàm số sup ƒ„(+) và inf ƒa(+) đo được. Do đó suy ra các 
hàm số 


Tìm /a(z) = imf (sup ñ«+(2)}, 
lim fa(#) = SUP (mí fa+k(Z)}. 


cũng đo được, và nếu dãy ƒ„(z) hội tụ thì hàm số lima-;øo Ía(Z) = 
lữna-s ƒa(z) cũng đo được. ö 
Như vậy lớp các hàm số đo được kín đối với mọi phép toán giải 
tích. Dĩ nhiên mọi hàm số liên tục trên một tập Á € £* C RẺ đều đo 
được (L) trên tập ấy, cho nên: giới hạn của một dãy hàm số liên tục là 
một hàm số đo được, mặc dù có thể không liên tục. Điều đó cho thấy 
rằng lớp các hàm số đo được (1) (trong IR*) rộng hơn nhiều so với lớp 
các hàm số liên tục. Chẳng hạn hàm số Dirichlet 
0 nếu #z vô, 
ƒfz)= ụ nếu z hữu tỉ, 


hay ƒ(z) = lim;-;oe lima-xee (cOS 2mn!z)* là đo được, tuy nó gián 
đoạn tại mọi điểm trên đường thẳng. N 


5.3. CẤU TRÚC CÁC HÀM SỐ ĐO ĐƯỢC. Cho một tập bất kỳ 4 
trong không gian X, ta gọi hàm đặc trưng của A là hàm số 4(z) xác 


định như sau 
0 nếu +, 


ZA(z) = t nếu +€ A. 

Giả sử rằng trên X có cho trước một ø-đại số 7. Dễ thấy rằng hàm 
đặc trưng của A là đo được đối với một ø-đại số Z7 khi và chỉ khi tập 
A đo được (A € Z). Thật vậy với mọi ø € R _ : 

ý nếu œ>], 


{4A(z)>a}=$X nếu a<0, 
AÁ nếu 0<øa<. 
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cho nên nếu 4 đo được thì ⁄4(z) đo được; ngược lại nếu Ä4(z) đo 
được thì 4 = {z: Äa(z) = 1} đo được (Hệ quả II của định nghĩa). 

Một hàm số ƒ(z) được gọi là đơn giản nếu nó hữu hạn, đo được, 
và chỉ lấy một số hữu hạn giá trị. Gọi œ; (¡ = 1,2,..., +) là các giá trị 
khác nhau của nó, và 4; = {z: ƒ(z) = œ,} thì các tập A; đo được, 
rời nhau, và ta có 

ƒ(z) = È_a#4,(z). 
=1 

Ngược lại, nếu ƒ(z) có dạng ấy, và các tập 4; đo được, rời nhau 
thì /ƒ(z) là một hàm đơn giản. Thật vậy, ƒ(z) chỉ lấy một số hữu hạn 
giá trị, vì: nếu z € A; thì Äa,(z) = 1, Ä2,(z) = 0 với j # ¡ (Ai 
không có điểm chung với A;), nên ƒ(z) = œ¿, còn nếu z  UJ ; 4; thì 
#A,(z) = 0 với mọi ¡, nên ƒ(z) = 0. Mặt khác, ƒ(z) đo được vì mỗi 
hàm số Äx,(+) đều đo được. D 

Định lý sau đây nêu rõ cấu trúc các hàm số đo được. 

Định lý 13. Mối hàm số ƒ(z) do được trên một tập A là giới hạn 
của một dãy hàm đơn giản /a(z): 


ƒ(z) = jm fa(z). 
Nếu ƒ(z) > 0 với mọi +z € A thì có thể chọn các ƒ„ để cho 
fa(z) 30; fa+i(Z) > fa(z) 


với mọi r‹ và với mọi + € A. 


Chứng minh. Bằng cách đặt ƒ(z) = 0 với mọi z ý A ta có thể coi 
như ƒ(z) xác định và đo được trên toàn không gian X. 
Giả sử trước hết ƒ(z) > 0. Ta hãy đặt 
) n nếu / fz) 2 >n, 
fa(z)= 4¿—]1 ˆ 
-ảngÈ VU —(i= .., 12), 
E— nếu `" ƒ()< _:"a 1,3,:.,. 2) 
Rõ ràng ƒ„(z) là hàm số đơn giản và ƒ„(z) > 0, fa¿a(z) > fa(z). 
-_ Ta hãy chứng minh rằng 


ƒ(z) = lim, fa(z). 
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Nếu ƒ(z) < +œo thì với n đủ lớn ƒ(z) < n, cho nên (3) = < 
ƒ(2) < se. đo đồ fu(z) = “g„¬ chứng tò rằng |fu(#) ~ ƒŒ)| 


+ +0(n—©). 


2m 

Nếu ƒ(z) = +©o thì (Vn) ƒ(z) > ", cho nên ƒa(z) = 1t: => ®%. 
Vậy trong mọi trường hợp : fa(z) > ƒ(2). 

Bay giờ giả sử ƒ(z) bất kỳ. Đặt 


ƒ*(z) = max {/(z); 0}, ƒ”(z) = max {~ƒ(#)› 0}, 


ta có ƒ(z) = ƒ*(z) — ƒ" (z), và các hàm số ƒ†(z), ƒ” (z) đều không 
am, cho nên, theo trên, có hai dấy hàm đơn giản ƒ#(z) và ƒ„ (+) hội tụ 
tới ƒ*(z) và ƒ” (z). Đương nhiên mỗi hàm số ƒ„(z) = /‡(z) — ƒz () 
cũng đơn giản vì cũng đo được và chỉ lấy một số hữu hạn giá trị, và 
ƒ(z) = lim fa(2). = 


5.4. HÀM SỐ TƯƠNG ĐƯƠNG. Trong một không gian X bất kỳ, 
cho một ø-đại số # và một độ đo ¿ trên Z, Ta nói một điều kiện œ(z) 
được thỏa mãn với hầu hết mọi z € A, hay được thỏa mãn hầu khắp 
nơi (h.k.n) trên Á, nếu có một tập  C A sao cho u(B) = 0 và a(z) 
được thỏa mãn với mọi z € 4 \ 8. Ví dụ: ƒ(z) = g(z) h.k.n. trên 4 
có nghĩa là 


(3B c 4) u(B) = 0 và (Yz € A\B) ƒ(z) = g(z). 


Hai hàm số ƒ(z), g(z) bằng nhau h.k.n. thì gọi là (ương đương 
nhau. Ta viết: /(z) ~ g(z). Dĩ nhiên hai hàm số cùng tương đương với 
một hàm số thứ ba thì tương đương nhau. 


Định lý 15, Nếu ¡ là một độ đo đủ thì mọi hàm số g(z) tương 
đương với một hàm số đo được ƒ (z) cũng đêu do được. 


Chứng minh. Với mọi số thực ø ta có 
{ƒ(z) < a} A {ø(z) < a} € {/(z) # ø(2)}, 


nhưng theo giả thiết tập {/(z) # ø(z)} có độ đo 0 mà / là độ đo đủ, 
nên tập {ƒ(z) < a} A {g(z) < a} cũng có độ đo 0, chứng tỏ rằng tập 
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{ø(z) < a} chỉ khác tập { ƒ(z) < a} bởi một tập có độ đo 0. Nhưng vì 
ƒ(z) đo được nên tập { ƒ(z) < a} đo được, do đó tập {ø(z) < a} M- 
đo được. Vậy hàm số ø(+) đo được 


5.5. SỰ HỘI TỤ THEO ĐỘ ĐO. Cho những hàm số ƒ„(z) (n = 
1,2,...) và ƒ(z) đo được trên một tập A. Ta nói dãy ƒ„(+) hội tụ theo 
độ đo ¿ tới ƒ(z) và viết: ƒa(z) ^> ƒ(z), nếu 


(Ve>0) dim „{z€ 4: |ña(z) = /(z)|>e}=0.— (14) 
Với giả thiết „ là độ đo đủ có thể nhận xét ngay rằng: 
Nếu ƒn(z) ~* ƒ(z) và g(z) ~ ƒ(z) thì fa(z) ^ g(z). 
Thật vậy, cho Ð = {z€ A: ƒ(z) # g(z)} ta có 
{z€ A: |/a(z) — ø(z)| > e} C {z€ A: |fa(z) — ƒ(z)| > e}UĐ, 
nhưng /(Ð) = 0, cho nên 
u{|fa(z) — ø(z)| 3 £}.< w{|fa(z) — ƒ(z)| 3 e}, 


từ đó suy ra nhận xét trên. 
Ngược lại: 


Nếu ƒa(z) ®> ƒ(+) và fa(z) ^* g(z) thì ƒ(z) ~ ø(z). 
Thật vậy với mọi £ > Ô: 
(lƒ = ø| > e} € {|/. — /| > £/2} 0 {|⁄a — g| > e/2}, 
vì nếu z không thuộc tập ở vế phải thì 
[/a() — ƒf(z)| < e/2 và |ƒa(+) — ø(z)| < z/2, 


từ đó |ƒ(z) — ø(z)| < e, tức là z cũng không thuộc tập ở vế trái. Nói 
chính xác hơn, nếu z không thuộc tập ở vế phải thì còn có khả năng 
fa(z) = ƒ(z) = g(z) = +oö (hay —oo), nhưng khi đó rõ ràng z cũng 
không thuộc tập ở vế trái. Vậy 


u{|ƒ — g| > e} < u{|ƒa — ƒ| > =/2} + n{|ƒfa — g[ 3 e/2}. 


c3 .—.———=—=—>—m.— 
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và vì u{|ƒ„ — ƒl z e/2} — 0. u{|ƒ» — 9Ì 3 e/2} —› 0, cho nên 


„{|ƒ — ø| > £} =9: 


Nói riêng, với mọi 7, ta CÓ u{|ƒ — 9Ì 3 1/n} = 0, d 
{/ # ø} = {Iƒ — s[ > 0} ƯŒ.¡{|/ — ø| 2 1/®} 


có độ đo 0, chứng tỏ rằng ƒ ~ 9- 

Thành thử, nếu bỏ qua một tập có độ đo không (tức là không phân 
biệt hai hàm tương đương) thì giới hạn của một dãy hàm đo được hội 
tụ theo độ đo có thể coi là duy nhất. 

Sau đây là liên hệ giữa hai khái niệm hội tụ theo độ đo và hội tụ 
hầu khắp nơi. Ta vẫn giả thiết như trước rằng độ đo / là đủ. 

Định lý 14. Nếu một dãy hàm số fa(z) đo được trên một tập A hội 
tụ h.k.n. tới một hàm số ƒ(z), thì ƒ(z) đo được và nếu u(A) < + 
thì ƒa(z) “> ƒ(#): 

Chứng minh. Trước hết, ƒ(z) đo được. Thật vậy, theo giả thiết, tẬp 
B=f{:€4A: ƒa(z) 2 ƒ(z)} có độ đo 0, và vì độ đo đủ nên mọi 
tập con của Ö cũng đo được (và có độ đo 0), do đó ƒ(z) do được trên 
B. Mặt khác ƒa(Z) ~* ƒ(z) với mọi z € Á \ B nên theo Định lý 12, 
ƒ(z) đo được trên A \ Ö. Vậy ƒ(z) đo được trên A=BU(A\8). 

Bây giờ cho £ là một số dương tuỳ ý. Nếu (Vn) (3) | xi) = 


ƒ(z)| > e thì rõ ràng z € , cho nên 
Ti UỆ=¡ {[fa+i(2) -/{ 


o đó tập 


z)|>e£}C 


do đó 
u(n= Uí=) {|fa+() = ƒ() 2 £}) = 0. 


Nhưng, đật Ea = U{|/a+(2) - ƒ(z)| 3 c},ta thấy rằng 


Bì 2 Ea 2: 2 Pa 2° 
n¡#n) - hm u(En) (Định lý 3). 


và vì „(Ei) < n(A) < +% nên u!{ 
~> 0, chứng tỏ rằng 


do đó ¿{|ƒ2(z) — ƒ(#)| 3 #} É u(Ea) 


fa(z) 3 ƒŒ)- . 
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Chú ý. 1) Giả thiết (4) < +œ là cần thiết, vì thiếu nó định lý 
không còn đúng. Chẳng hạn, lấy A = R,/ là độ đo Lebesgue trên 
đường thẳng, và _ | 
&k†. 1 nếu Sz<r:+] 

Jn(#/ “10 tại các điểm khác, 
thì rõ ràng ƒ„(Z) —> 0 tại mọi điểm, nhưng với mọi 1 
u{z : |fa(z) — 0| > 1/2} =1 # 0, 


nghĩa là ƒ„(z) không hội tụ theo độ đo tới 0. 

2) Ví dụ dưới đây cho thấy rõ Định lý 14 không có đảo đề : 

Với mỗi k ta xác định trên khoảng [0, 1] k hàm số ƒ„¿ (¿ = 1, 2.... , È) 
như sau: 


ƒa(z) = i 


¡¿ nếu "m <«< 
0 tại các điểm khác. 


Dễ chứng mình rằng dãy ự\ = fan, 2 = l2. 3 = fz› Ø4 = 
lạ. Øs = Íaa, #6 = ƒaa, ›.- hội tụ theo độ đo tới 0, nhưng không hội 


tụ tới 0 tại điểm nào cả. 
Tuy nhiên, ta có: 
Định lý 16. Nếu đấy hàm số đo được fa(z) hội tụ theo độ do tới 
ƒ(z), thì có một dãy con fa, (2) hội tụ h.k.n. tới ƒ(z). 
Chứng minh. Ta hãy chọn một dãy £¿ = 0 và một dãy ?; > Ö Sao 
cho Š 222; rjy < œo ( ví dụ £y = ?J¿ 1/2". 
Với mỗi k có tồn tại một số tự nhiên +(k) sao cho với mọi n > n(k) _ 
u{|ƒa — ƒ| 3 £k} < Tìk 
Đặt n0 = mØ(1). Tạ = max{m +1,8(2)}, nạ = max{na+1, n(3)}.. ‹ :- 
ta SẼ CÓ T!¡ < T!¿ < Ti>... +oœo, và với mọi k 
u{|fs„ — ƒ| 3 £k} < Th 


Xét tập 
B=fQ. với Q¡ = UfŠ¡ {lfa, — ƒI3 Eè}. 


TẢ. 


, MỌI k> ? 
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Với mọi ¡ ta có 8 C Q); cho nên 


œ° œo 
u(B) < u(Q¡) S Ÿ” H{|f„, — f| 3 ek} <— 
k=i ki 
Nhưng 5® . ;ị„ —> 0 (ý —> oo), vì 3 }Ƒ“¡ r7 < oo, do đó u(B) = 0. 
Với mỗi z € A4 \ B, có một ¿ sao cho z ế Q\¿, tức là sao cho với 


|ƒa„(z) — ƒ(#)| < &- 
Vì e„ — 0 nên điều này có nghĩa là ƒa, (Z) — ƒ(z) (k — ©). s 


5.6*. HAI ĐỊNH LÝ VỀ CẤU TRÚC HÀM ĐO ĐƯỢC 


Sau đây là hai định lý hay về cấu trúc của các hàm số đo được cho 
thấy các hàm số này khá "tốt" nếu bỏ qua một tập có độ đo nhỏ. 

Định lý 17. (Egorov) Cho một dãy hàm số ƒa(+) đo được, hữu hạn 
h.k.n. và hội tụ h.k.n. trên một tập đo được A có độ đo u(A) < +®. 
Với mỗi e > 0 tôn tại một tập đo được B C A sao cho u(A \ B) < £ 
và dãy ƒn(+) hội tụ đều trên tập B. 

Nói vấn tắt, mọi sự hội tụ trên một tập có độ đo hữu hạn có thể biến 
thành hội tụ đều sau khi bỏ đi một tập có độ đo nhỏ tuỳ ý. 


Chứng minh. Không giảm tính tổng quát ta có thể giả thiết các 
fa(z) hữu hạn khắp nơi và dãy ƒ„(z) hội tụ khắp nơi trên tập A. 


Cho ƒ/(z) là giới hạn của dãy ƒa(z). Đặt 
At =U„{z€ A: |//(#) ~ ƒ(z)| < 1/k}› 


ta thấy rằng nếu z € Á thì với mỗi k phải tồn tại một ” nào đó để 
z€ AF. Vậy với mọi & 
A =Ưta Ái: 
¡nh lý 3, ¿(4) = 
Nhưng rõ ràng 4ƒ C AE C ..., cho nên, theo Đị 
lim (4ÿ), và với e > 0 cho trước có thể tìm + để „(A\4$,) < s/?. 


Khi ấy đặt ồ 
B= n£= Au? 


c. .— Ế}———— em BE =~E—==.z~ my. 
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ta có A \  = U£S¡ (A \ 4 `), nên 


M(A\B) = Šu(A\Ak,) <  )£ =e 


k=1 =Áo 
Dễ thấy rằng dãy ƒ„(z) hội tụ đều trên tập Đ, vì với mọi k cho trước: 
z€B=z+€c A‡ = (Vi > n¿)|f(z) — ƒ()| < 1/k - n 


Định lý Egorov đúng cho mọi không gian và mọi độ đo. Riêng cho 
trường hợp không gian IR* và độ đo (L) thì trong phát biểu trên có thể 
buộc thêm điều kiện tập Ö là đóng vì rằng theo hệ quả Định lý 9, mỗi 
tập đo được Ö trong R# đều có thể thay bằng một tập đóng chứa trong 
B và có độ đo sát tuỳ ý độ đo của Ö. 


Định lý 18 (Lusin). Cho một tập A C R* có độ đo u(A) < +©. 
Một hàm số ƒ (z) xác định và hữu hạn trên tập A là đo được khi và chỉ 
khi với mỗi e > 0 tồn tại một tập đóng F` C A sao cho n(A \ F) < £ 
và ƒ(z) liên tục trên tập F. ˆ 

Nói vấn tắt, hàm số đo được là những hàm số có thể biến thành liên 
tục sau khi bỏ qua một tập có độ đo nhỏ tuỳ ý. 


Chứng minh. (¡) "Khi". Giả sử ƒ(z) thỏa mãn điều kiện nêu trên 
và cho Ð = U%,(A \ F„), trong đó #„ là tập đóng ứng với e = 
1/n. Vì u(B) < m(A \ Fa) < 1/n với mọi n, nên u(B) = 0. Ta có 
A\B=U:fn (công thức De Morgan) và với mọi a € R: Í:C 
A\B: /(z) < a} = U2 {z € Fn : ƒ(z) < a}. Nhưng mỗi tập 
{z€ F„: ƒ(z) < a} là đo được vì ƒ(z) liên tục trên #¬, nên hợp của 
chúng cũng đo được. Vậy ƒ(z) đo được trên A\ ð và do đó cũng đo 
được trên 4, vì () = 0. 

(i¡) "Chỉ khi". Ngược lại giả sử ƒ (z) đo được trên 4 và trước hết xét 
trường hợp nó là một hàm đơn giản, tức là ƒ(z) = 3;-¡ai34, trong đó 
A, là những tập đo được rời nhau, có hợp bằng A. Theo hệ quả Định lý 
9, với e > 0 cho trước, có thể tìm được cho mỗi ¡ một tập đóng F¡ C 4; 
sao cho (A4; \ F) < £/n. Đặt F = U2S¡ f; ta sẽ có FPcA,F = 
u(A\ F) = 3 -¡0(A; \ F) < e, và rõ ràng ƒ(z) liên tục trên tập F, 
vì nó không đổi và bằng øạ trên mỗi #¡. , 

hơo tổng quát, ƒ(z) bằng giới hạn của một dãy hàm 
sen6 /.i) TReo kếu với mỗi n có một tập đóng F„ C 4 sao cho 
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u(A\ F„) < e/2"*! và ƒa(z) liên tục trên F„. Đồng thời theo Định lý 
17 (Egorov) có một tập đóng #ọ C A sao cho ¿(4 \ Fo) < £/2 và dãy 
f„(z) hội tụ đều tới ƒ(z) trên Fọ. Đật F=r#a FạtacóFCA, F 
đóng, và 


so °o© 
u(4\F)= n{[U.¿(A\2)]} < 3 n(4\£f ) < c/2+ 1/2*'=e. 
n=0 nel 
Vì các ƒa(z) liên tục trên #° cho nên giới hạn đều của chúng, tức ƒ(z). 
cũng liên tục trên ?°, °) 
Như vậy, Định lý Lusin nêu lên một đặc trưng rất trực quan của 
hàm số đo được. Nó cho thấy rằng tuy lớp các hàm số đo được rộng 
hơn lớp các hàm số liên tục rất nhiều, nhưng mỗi hàm số đo được khác 
hàm số liên tục không nhiều lắm. 


6*. ĐỘ ĐO VÀ THỨ NGUYÊN HAUSDORFF 


¡ 6.1. ĐỘ ĐO HAUSDORFF. Khi nghiên cứu độ đo Lebesgue trong 
R* (mục 4.1) ta đã thấy rằng nó mở rộng đáng kể khái niệm độ đo 
Peano-Jordan. Tuy nhiên nó vẫn chưa đáp ứng hết các yêu cầu nghiên 
cứu về tập hợp. Chẳng hạn, tập Cantor ?` và tập các điểm hữu tỉ trong 
[0, 1] cùng có độ đo Lebesgue bằng 0, thế nhưng lực lượng của chúng 
khác nhau xa (lực lượng continum và lực lượng đếm được). Nói chung, 
để nghiên cứu các tập fractal, cần một độ đo tỉnh vi hơn độ đo Lebesgue. 
Một độ đo thỏa mãn yêu cầu đó và đã trở thành công cụ"chủ yếu của 
lý thuyết fractal là độ đo Hausdorff. "`. 

Cho một tập F C R*, và một số s > 0. Với mỗi ổ > 0 ta xét 
những họ (hữu hạn hay đếm được) tập {U,} sao cho UƒS,U; Đ F° và 
|U:| < ô Vi trong đó ký hiệu IƯ| chỉ đường kính của một tập bất kỳ 
U C R*, tức là số |U| = sup{l|z — w|| : z, € U)- Mỗi họ như thế gọi 
là một ô-phử của #' Ta định nghĩa : 


+œo 
1 = inf{ ` |U/|°: {U,} là ỗ-phủ của F}: (15) 


¡=] 


Rõ ràng nếu ổ; < ð; thì mọi õạ-phủ của # đều cũng là ổ¡-phủ cho nên 
_ HẠ, > Tj,. Vậy khi ô giảm dân tới 0, thì ?(2 tăng dần và phải tiến đến 


Chương 3. Độ áo 115 


một giới hạn 
?(P) = lim ?ả(f). (16) 


Dễ kiểm tra lại rằng giới hạn này là một độ đo ngoài trên R* (sau này 


sẽ thấy nó thường bằng 0 hoặc +oo). Độ đo do nó cảm sinh được gọi . 


là độ đo Hausdorfƒ s-thứ nguyên trên JR* và ký hiệu ?{*. Có thể chứng 
minh rằng ø-đại số các tập ?{*-đo được chứa mọi gian trong R* cho 
nên cũng chứa ø-đại số Borel của R*, và với mỗi tập Borel ` C RẺ ta 
có 

®*(F) = £*(F) (17) 


trong đó œ¿ là thể tích của một hình cầu k-thứ nguyên có đường kính 
đơn vị, còn £*(Ƒ') là độ đo Lebesgue k-thứ nguyên của Ƒ. Tương tự 
như vậy, ?9(F') bằng số điểm của #; ?' (F') bằng độ dài của #' nếu #* 
là đường cong trơn; ??(F') bằng 4/7 lần diện tích của # nếu ?°` là mặt 
trơn, V.V... 


Một ánh xạ / : R* —› RR” được gọi là ánh xạ Hölder trên một tập 
F`C RẺ, với số mũ œ > 0, và hằng số c > 0 nếu 


lƒ(z) — ƒ(w)|l < e|l£— w||ƒ Yz,y e f: 


Đương nhiên ánh xạ Lipschitz ((8), Chương 2, mục 5.2) là trường hợp 
riêng của ánh xạ Hölder khi œ = 1. 


Định lý 19. () Nếu F C R và À > 0 thì 
1#(XF) = A*H*(F). (18) 


(ii) Nếu ƒ : P' —› Rm là ánh xạ Hölder với số mũ œ > 0 và hằng số 
c>0thì 
?/%(ƒ(F)) < Œ/%H°(F). (19) 
Chứng minh. (¡) Nếu {U,} là ô-phủ của #` thì {ÀU;} là Àô-phủ của 
ÀF, do đó 


1(AF) < 3 2|AU/|* = A* 3ˆ |U,|* < À*Hặ(F) 


và cho ổ —> 0 ta được ?*(AƑFƑ) < A#24*(F). Ấp dụng kết qua này cho tập 
ÀƑ và số } sẽ có bất đẳng thức ngược lại: ?°(‡(A#F)) < (1)*2(A#'). 


_—_—_—_——_—_ ———————————EESS mm —saaa»5aảă5¡5aãaáảỶ⁄-....ẰỶ.---Ặ- -_-ẶẴẶẴẶẴẶĂ 
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(ii) Nếu {U,} là ð-phủ của Ƒ thì |ƒ(U.)| < e|U:|?, cho nên {/(U,}là 
(cð*)-phủ của ƒ(F). Vậy |ƒ (U2)|*/“ < e*/*|U|*, do đó ?(2¿e (ƒ(F)) < 
c5/224⁄(F), và suy ra (19) khi cho ổ — 0. I8) 

Nói riêng, nếu ƒ là một phép đẳng cự, nghĩa là || ƒ(Z) — ƒ(w)ll= 
+ — v|| Vz,y € F, thì #* ƒ(F) = #4*(F). Thành thử độ đo Hausdorff 
bất biến đối với phép tịnh tiến và phép quay. 


6.2. THỨ NGUYÊN HAUSDORFEF. Do (15) rõ ràng nếu ở < 1, thì 
H‡(E) không tăng khi s tăng. Do (16) ?{*(J") cũng không tăng. Cụ thể 


›» |U/|! < , |U.|° 


do đó lấy infimum ta được ?{(F') < ð'~*?(j(F). Cho ô —› Ö ta thấy 
rằng nếu ?*(F) < +oo thì ?(F) = 0 Y > s. Vậy ất có một trị sz 
sao cho ?(*(F) = +oœo với 0 < s < sz và ?{*(F) = 0 với s > s;. SỐ 
se ấy gọi là thứ nguyên Hausdorƒ của F, ký hiệu đìmg F. Vậy 


sa _ Í +©o, nếu s< dimg Ƒ : 
H'(F) = | 0, nếu s > đỉmg #' (20) 


Với s = ding Ƒ, #*(F) có thể bằng 0 hoặc +oo hoặc 
0 < ?/"(F) < +œ. (21) 


Một tập Borel thỏa mãn điều kiện này gọi là một s-táp. 

Các tính chất đáng chú ý sau đây của độ đo Hausdorff có thể chứng 
minh dễ dàng: | 

dimg F = 0 với mọi tập đếm được F` C R*; 

dimg F = n với mọi tập mở F` C R; 

Nếu E C £ thì ding E < dimạy ` (tính đơn điệu); 

dimg UP; Fị = suP¡<¡<+e{dimw F;} (tính ổn định đếm được): 


Định lý 20. Nếu F C RẺ và ƒ : F' — R” thỏa mãn điêu kiện 
Hồölder 


lL/(z) - ƒ(@)ll < ellz—vw|Íf Yz,we#F 
thì địmg ƒ() < (1/ø) đìng F 
Chứng minh. Theo Định lý 19 nếu s > dimg # thì #⁄4(ƒ(F)) < 
c°/2#4*(F) = 0, do đó dimg ƒ(F) < s/a. D 


ml 
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Hệ quả. (¡) Nếu ƒ : F -—› R” là Lipschitz thì dimg ƒ(F) < 
dimg "` 

đi) Nếu ƒ : Ƒ' —› R” là Lipschitz hai chiều, tức là e|Ìz — || < 
I/(z) — ƒ(w)ll< ellz — v| Vz,y € F thì dimg /(F) = dim E: Nói 
cách khác, thứ nguyên Hausdorff bất biến theo các biến đổi Lipschitz 
kép. 


6.3. THỨ NGUYÊN KOLMOGOROV. Cùng với thứ nguyên Haus- 
dorff, người ta cũng thường dùng thứ nguyên Kolmogorov (hay còn gọi 
là thứ nguyên hộp, thứ nguyên entropy, thứ nguyên metric, thứ nguyên 
thông tin). 

. Cho # là một tập con không rỗng, bị chặn, của RẺ, và cho M;(F') 
là số tối thiểu lập phương có cạnh bằng ổ có thể phủ được #. Nếu có 
một hằng số s > 0 sao cho tồn tại 


lim M(#Ƒ)ð* (22) 
=0 
thì s gọi là thứ nguyên Kolmogorov của F` và ký hiệu s = dimg F. Lấy 
loga hai vế của (22), ta được 
slog ổ + log M;(#F') — e 
trong đó e là loga của giới hạn (22). Vậy 


log M,(F) 
se log ô (23) 


khi giới hạn này tồn tại. Trong trường hợp tổng quát, vì giới hạn này 
có thể không tồn tại, nên ta định nghĩa (hứ nguyên đưới và trên của ?` 
theo thứ tự là 


M'` ...., 


Dễ thấy rằng trong các định nghĩa trên có thể lấy ¿N; là số tối thiểu tập 
có đường kính ð phủ được #` So sánh với thứ nguyên Hausdorff ta nhận 
xét rằng nếu ` có thể phủ bởi M;(Ƒ) tập có đường kính ô thì do (15) 


ta có 
Tú(F) < M(f)ð? 
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cho nên có thể suy ra _ 
đìmg #' < limpgf' < limpnF VF CRẺ. 


Trong khá nhiều trường hợp (chẳng hạn với tập Cantor) ta được đẳng 
thức, nhưng nói chung thì bất đẳng thức ở đây là chặt. Chú ý rằng nếu 
có (23) thì 

N¿(F)ð° + oo — nếu s < dimp F 


và 
M;(F)ô" — 0 nếu øs > dimg #` 


Liên hệ với định nghĩa (20) ta nhận thấy 
N;(F)ð* = inf{Š ˆ ð* : {U,} là một ổ-phủ (hữu hạn) của F}. 


trong khi đó với độ đo và thứ nguyên Hausdorff thì 


14 = inf{Š ` |U/|*: {U,} là ồ-phủ của F}. 


Thánh thử thứ nguyên Kolmogorov có thể xem như ước lượng khả năng 
phủ một tập bởi một họ tập nhỏ cùng cỡ như nhau, còn thứ nguyên 
Hausdorff ước lượng khả năng phủ tập đó bởi những tập nhỏ nhưng cỡ 
có thể chênh lệch khác nhau xa. Do đó dễ hiểu thứ nguyên Kolmogorov 
nói chung dễ tính toán hơn thứ nguyên Hausdorff. 


_ 6.4. THỨ NGUYÊN CÁC TẬP TỰ ĐỒNG DẠNG. Một tập tự đồng 
dạng là một fractal xác định từ một tập compac DC R'" theo một 
lược đồ hàm lặp (mục 7.4, Chương 2) với các phép đồng dạng Š;, ? = 
1,...,rn, tức là các ánh xạ CƠ \,..., Sm : D => D sao cho 


|IS:(z) — %(w)|| = «llz— || Yz,v € R>. 


(0 < c¡ < 1).Thứ nguyên một fractal như thế có thể tính tương đối dễ 


nếu điều kiện tập mở sau đây được thoả mãn: 
Tồn tại một tập ⁄ mở, không rỗng, bị chặn, sao cho 


V5U;S%(V) (24) 
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trong đó các S,(V') rời nhau. 


Định lý 21. Giả sử điều kiện tập mở (24) đúng cho các phép đồng 
dạng S, trên IR* với tỉ lệ c(1 < i < mì). Nếu F` là tập bất biến của họ 
"TA... 

PeU¡S(F) : (26) 


thì dìmg ` = s, trong đó s được cho bởi 


2 đ=1 (25). 


Với trị s đó ta có 0 < ?{*(F) < +oo. 

Chứng minh. Với mọi tập 4 và mọi bộ k số tự nhiên ¿; € {1,.... rn} 
 =TI,....È) ta viết Ái... = S¡¿ 9 --- © 6 (4). Vì |S;(#)| < &|F| 
nên |f,„...„| < eạ. - - - e„|#'| (nhắc lại |E| = sup{||z - wÌ|: z,y € 
E}). Do đó, cho trước ổ > 0 ta sẽ có |F\,...¿„| < ô với k đủ lớn. Ký 
hiệu J¿ là tập tất cả các bộ k số (i\,...,?x) với 1 < i¿ < m. Ta có 

F=S(F)= Oin= (=1. - ‹ (0i <9, ()...)) = Uy đy,...ụ 


lạ= 


cho nên họ { F;,....¿„ } là một ô-phủ của ?. Mà theo (25) ta có thể viết 


Vậy ?4(F) < |F|* và cho ô —› 0 ta được ?°(F) < |F|*, do đó 
đimz(FƑ) < g8. 

Để chứng minh ?{* > 0 và dim;;(Ƒ`) > s phải dùng điều kiện (24) 
và cần lập luận phức tạp hơn. Ta bỏ qua chứng minh này. D 

Nếu không đòi hỏi điều kiện tập mở thì có thể chứng minh rằng ta 
vẫn có đimg; ` = dimg #' nhưng trị này có thể nhỏ hơn s. 

Sau đây là cách tính thứ nguyên một số fractal tự đồng dạng đã gặp 
(§7, Chương 2). 

1. Tập Cantor : được xây dựng từ đoạn thẳng D = [0,1] C R, 
và hai phép đồng dạng Š¡(z) = $z,Š = ‡ + $z (tỉ số đồng dạng 
c¡ = e¿ = 1/3). Điều kiện tập mở được thoả mãn với W là khoảng (0, 1). 
Vậy thứ nguyên là số s nghiệm đúng 2(3)* = 1, tức s = log 2/ log 3 = 
0.6309... 
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Nếu công nhận 0 < ?*(F) < +œo với s = dimg Ƒ thì có thể lập 
luận trực quan như sau để tính s. 

Tập Cantor Ƒ gồm một phần bên trái F, = F'n[0, 3) và một phần 
bên phải Ƒ = #'ñ |, 1], hai phần ấy rời nhau và đồng dạng với 
theo tỉ lệ thu nhỏ ‡ và ƒ' = # U #a là một tổng rời. Vậy theo Định lý 
I9 ta có với mọi s 


F(E) = M“(F,) + MF(Fạ) = (3)H(F) + (8)7/) 


Vì ?°(F) > 0 nên có thể chia cho ?(F) để có 1 = 2(3)*, hay 
s = log2/ log 3. ' 

2. Đệm Sierpinski: được xây dựng từ một tam giác D C R3, với 
3 phép đồng dạng theo tỉ lệ 1/2. Điều kiện tập mở được thỏa mãn với 
V =intD. Ta có dimg Ƒ = dimg ` = log 3/ log 2. 

3. Đường von Koch sửa đổi: được xây dựng bằng cách chọn trước 
0< a < 1/3 và xuất phát từ một đoạn ?D, cắt bỏ khỏi đoạn ấy một 
khoảng giữa dài bằng ø lần độ dài đoạn và thay nó bởi hai cạnh kia của 
một tam giác đều xây dựng trên khoảng đã bỏ, rồi lặp lại y như thế đối 
với mỗi đoạn mới tạo. | 

Gọi E là đường gấp khúc gồm 4 đoạn thẳng tạo thành sau phép lặp 
thứ nhất thì dễ thấy rằng # được xác định bởi 4 phép đồng dạng ánh 
xạ khoảng D lên mỗi đoạn trong 4 đoạn của 7. Điều kiện tập mở được 
thỏa mãn với V là tam giác cân có độ dài đáy bằng 1 và chiều cao 3Š, 
Vậy thứ nguyên đường von Koch sửa đổi F là ding ` = đỉmg ` = s 
với s nghiệm đúng 2a* + 2(3(1 ~ a))* = 1. „ 


BÀI TẬP 


Độ đo trên một đại số tập hợp. 
1. Nếu ¿ là một độ đo trên một đại số € thì với mọi tập A, Ø € € ta có 
u(AU B) + „(An B) = u(A) + u(®). 


2. Cho một độ đo / trên đại số €. Nếu 4, B € € thì ta viết Á ~ B khi 
nào (A A B) = 0.Chứng minh rằng quan hệ "~" là phản xạ, đối xứng và 
bắc cầu, và nếu A ~ Ø thì „(A) = u(B) = u(An 8). 


3. Với mọi dãy tập Án € Ê ta có 
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U{ lim inf 4a) < jhm H(4a), 
và nếu (U?° ¡ Á„) < oo thì 

Uð{ lim sup An) > 0m, u(4a). 
(xem bài tập 3, Chương l). 


4. Cho một độ đo ¿ trên một đại số €. Một tập A € € gọi là nguyên tử 
của độ đo nếu 0 < (4) và nếu  C A, B € € thì hoặc (B) = 0 hoặc 
u(B) = u(A) (chẳng hạn một tập chỉ gồm một điểm mà có độ đo dương thì 
là nguyên tử).Chứng mỉnh rằng nếu 0 < (Œ) < œ thì với mọi r > 0 tập Œ 
phải chứa hoặc một nguyên tử có độ đo > r, hoặc một tập có độ đo đương và 
—. 


Chỉ dẫn: Giả sử Œ không chứa nguyên tử nào cả, và cho u(C) = a. Vì 
€ không phải là nguyên tử nên phải có Z2) C Œ sao cho 0 < (E\) < a. 
Ta phải có (\) < a/2 hoặc u(C \ Ö\) < a/2, thành thử bao giờ cũng có 
Œ\ C €Œ, với 0 < p(C) < a/2. Vì Cị không nguyên tử nên lại có Cạ C Œ\, 
với 0 < u(Ca) < ‡($) = $.v.v.. | 

5. Nếu ¿ là độ đo trên € không có nguyên tử thì với mọi Œ € € mà 
0 < u(C) < œ và mọi r nghiệm đúng 0 < r < {(C) bao giờ cũng có 
những tập rời nhau Œ;¡ € € (¿ = 1,2,...), sao cho Œ; C C, u(C;) < r và 
u(C) = 33S¡u(G:). 

Chỉ dẫn: Với mỗi A CC đặt s(4) = sup{u(M) : M €6, MC 
¬ u(M) < r}. Theo bài tập 4, s(C) > 0, cho nên có Cị € 6, Œ\ C 

Œ, 3s(C) < u(©) <r. Với mỗi k = 1,2,..., lấy Cryyy € €, Crz¿¡ C 
C\U}.¡C¡ và ‡s(C\UƑ— C¡) < 0(Ck„l) < e. Chứng mình Jlứm #(C:) = 0. 
Suy ra s(C \ UỆ*¡ Œz) = 0 do đó (C \ US¡ C¿) = 

6. Nếu là độ đo trên € không có nguyên tử thì với mọi Œ € € mà 
0 < u(C) < œ và mọi mm nghiệm đúng 0 < rn < (C) bao giờ cũng có 
Me€, MC C với u(M) = | 

Chỉ dẫn: Dựa theo bài tập 5, xây dựng Mị € €, Mạ C CC sao cho 
5 < u(Míi) < rn, sau đó với mỗi k = 1,2,... xây dựng Mẹ+¡ € Ê, Ä¿+¡ C 
C \ U}.¡ Mụ, sao cho $(m — 3 1u(M,)) < (Me+i) < m — SƑ_¡u(M;). 
Lấy Äƒ = hợp tất cả các Mĩ, À⁄4ạ,.... 


7, Cho ¿ là một độ đo hữu hạn trên ø-đại số Borel ®(X ) của một không 
gian metric X đủ và tách được (khả ly). Với mọi e > 0 có một tập compac 
C e?®(X) với u(X \ C) < e. 
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Chỉ dẫn: Với mỗi số tự nhiên r‹ có thể tìm được một họ đếm được hình 
cầu mở 8„¡,S„„s,... có bán kính e/n, phủ X. Tổn tại rn„ để cho (X \ 
UP Sa ¿) < £/2"†Ì, Khi ấy lấy C = nặc¡ Uị=] Sn„.Chứng minh Œ đóng và 
hoàn toàn giới nội. 


Khuếch độ đo 


8. Cho ¿* là một độ đo ngoài trên X.Chứng minh rằng với mọi 4, C - 
X:|u°(A) — u*(B)| < u*(A A 8). 


9. Cho đại số € = {0, X} và độ đo trên € xác định như sau : u(0) = 
0, „(X) = 1. Tìm độ đo ngoài ¿*, và ø-đại số các tập u*-đo được. 


10. Cho mm là một độ đo hữu hạn trên một đại số €, ¿* là độ đo ngoài xác 
định từ zn theo công thức (3) ở mục 3.2. Chứng minh rằng một tập A C X là 
u* đo được khi và chỉ khi với mọi e > 0 đều có thể tìm được một tập Œ € € 
sao cho *(A A Œ) <£. : 


Chỉ dẫn: "Khi". Cho Œ,„ € € là tập sao cho *(A A Cy) < 1/k (k = 
1,2,...). Đặt Ey = A A Œ¿ và chứng minh AC BUE, BC AUE, 
với Ð = f¡Œy, E = ñ?ˆ¡¿. Từ đó suy ra A =(BUE)\N với 
NCE, u*(E) = 0 và áp dụng Định lý 8. 


ự4 "Chỉ khi". Chọn P; € €, sao cho hợp các P¡ phủ A, và )32¡ m(P.) < 
s u(A) + e/2. Sau đó lấy nọ đủ lớn để 3”,..„„ rw(P¡) < e/2. Đặt C = U;5:?P 
kịn: sẽ có C € € và u°(A A C) <e. : 

ïÙ 11. Với những giả thiết như trong bài tập 10, chứng minh rằng một tập 
. AC X là u*-đo được khi và chỉ khi ¿*(4) = #„(4), trong đó 


hị : nða(A) = rn(X) ~w'(X\4) 


(gọi là độ đo (rong của A). 


| Chỉ dẫn: "Khi": Lấy P¿ € €, Q € € sao cho các P; phủ 4, các Q; phủ 
| X\ A và S,m(P,) < w*(A) +£/3, 3¿m(Q.) < w*(X \ A) + š/3. Sau 
đó chọn no đủ lớn để 3,„.„„ rn(P;) < e/3 và đặt C = U?9. P,. Chứng minh 
rằng /*(A A Œ) < e và dựa vào bài tập 10. 


"Chỉ khi”: Áp dụng định nghĩa tập ¿* đo được (lấy E = X trong (1)'mục 
3.3). 
Độ đo trong R# 

12. Mỗi tập A C lR đo được (L) đều có thể biểu diễn thành 4 = G\8, 
trong đó Œ là giao của một dãy tập mở, hoặc A = #°U Ö, trong đó F là hợp 
một dãy tập đóng, và Ö là một tập có độ 0. (Xem định lý 10). 
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13. Một tập bị chặn trên đường ao thì có độ đo ngoài hữu hạn. Ngược 
lại có đúng không? 


I4. Một tập A C |0, 1] có độ đo > 1/2. 


Chứng minh rằng A phải có chứa một tập con có độ đo dương và đối xứng - 
qua điểm giữa của |0, 1]. 


Chỉ dẫn: Xét tập A“ đối xứng với A qua điểm giữa của [0, 1] và lấy AfA', 


l5. Một tập A (trên đường thẳng) có độ đo 0 khi và chỉ khi có thể tìm 
được một dãy khoảng mở A„ sao cho mỗi điểm z thuộc về vô số khoảng và 
3 nei Lên| < œ. 


_ 16. Một tập A C |0, 1] gọi là “khóng đâu trù mật" nếu bất cứ khoảng nào 
của [0, 1] cũng có chứa một khoảng con trong đó không có điểm nào của 4 
cả. Xây dựng một tập không đâu trù mật có độ đo dương. 


Chỉ dẫn: Lấy một dãy số a¿ sao cho 522? ¡ a¿ < 1. Rút khỏi đoạn |0, 1) 
một khoảng A¡ cùng điểm giữa với nó và có độ đài |A¡| = ay, rồi rút khỏi 
hai đoạn còn lại của |0, 1] hai khoảng A¡y, A2 cùng điểm giữa với mỗi đoạn 
ấy và có độ dài |Ay| = |Ata| = aa/2, rồi lại rút khỏi bốn đoạn còn lại bốn 
khoảng Az¡, Az¿, Azs, Az¿ cùng điểm giữa với mỗi đoạn ấy và có độ dài bằng 
3/4, v.v. . Tập hợp 4 còn lại sau quá trình trên đáp ứng yêu cầu đề ra. (Chú 
ý rằng [0, 1] \ .A là tập mở nên muốn chứng minh .4 không đâu trù mật, chỉ 
cần chứng minh rằng mọi điểm z € A đều là điểm tụ của [0, 1] \ 4). 


17. Cho A là một tập trong Í0, 1] có độ đo > a và cho z¡,Za,..., z„ là r: 
điểm tuỳ ý trên đoạn ấy. Chứng minh rằng nếu m+ > Ÿ, thì trong 4 ắt có hai 
điểm mà "Höớng cách đúng bằng khoảng cách giữa hai điểm nào đó trong các 
11;22; - - - y®n- 


Chỉ dẫn: Chứng minh rằng nếu các tập z; + A,...,,Z„ + 4 không có điểm 
chung thì sẽ mâu thuẫn (z; + A là tập các điểm có dạng z; + y với y € 4). 


18.Chứng minh rằng trong mỗi tập có độ đo dương trên đường thẳng phải 
có hai điểm z, sao cho z — hữu tỉ, và # 0. 


Chỉ dẫn: Dựa vào bài tập trước. 
Hàm số đo được. 


I9. Nếu một tập A4 C X là đo được thì hàm đặc trưng của nó đo được. 
Ngược lại có đúng không? 


20. Khi nào thì một hàm số ƒ(z) = c (hằng số) là đo được trên tập 4? 
21. Một hàm số liên tục thì có đo được theo nghĩa Borel không? 
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22. Nếu ƒ đo được thì với mọi số thực a tập {z: ƒ(z) = a} đo được. 
Ngược lại có đúng không? 


23. Cho ƒ là một hàm số đo được, hữu hạn hầu khắp nơi, xác định trên 
một tập .A có độ đo hữu hạn. Chứng mỉnh rằng với mỗi £ > 0 có thể tìm được 
một tập đo được Ö C 4, sao cho hàm số ƒ bị chặn trên Ö và độ đo của tập 
A\ B nhỏ hơn e. 


Chỉ dẫn: Lấy là một trong các tập Bạ = {z: |ƒ(z)| < n}, với n đủ 
lớn. 

24. Nếu ƒ là một hàm số đo được Lebesgue trên đường thẳng thì có một 
hàm số ø đo được Borel sao cho ƒ(+) = ø(z) hầu khắp nơi. 

Chỉ dẫn : Với mỗi số hữu tỉ r đặt E; = {z: ƒ(z) < r}. Theo Định lý 8, 
Ezx=B.\N,, trong đó Ö; là tập Borel và „ có độ đo 0. Cho là một tập 
Borel có độ đo 0, bao hàm UV; và xác định ø bởi 


_ 10 nếu. z€N 
9#)“ Ả/ƒœ) nếu: zợN 


25. Cho ƒ„ (n = 1,2,...) và g là những hàm số đo được và hữu hạn trên 
một tập A có độ đo hữu hạn. Nếu ƒ„ hội tụ theo độ đo tới ƒ thì fag hội tụ 
theo độ đo tới ƒg. 


Chỉ dẫn: Dựa vào bài tập 23: cho trước e > 0, tìm một tập Ö C 4 sao cho 
g bị chặn trên và tập AÁ C B có độ đo < . Xét riêng trên mỗi p hợp Ö 
và A\ Ö. 


26. Cho {ƒz„}, {øn} là hai dãy hàm số đo được hữu hạn, trên một k tp A 
có độ đo hữu hạn, và hội tụ theo độ đo tới ƒ, g (tương ne Chứng minh rằng 
ƒfag„ hội tụ theo độ đo tới ƒg. 


Chỉ dẫn: Xem bài tập trước, và bài tập 23. 


Chương 4 


_ TÍCH PHÂN 


Trong chương này ta vận dụng quan điểm tập hợp vào một vấn đề 
trung tâm của giải tích là lý thuyết tích phân. Trước hết, ta sẽ xác định 
lớp các hàm số khả tích Riemann để thấy rằng khái niệm tích phân 
Riemann cổ điển không đủ dùng trong nhiều vấn đề quan trọng. Sau 
đó để khắc phục sự hạn chế của tích phân Riemann ta sẽ xây dựng khái 
niệm tích phân mới: tích phân Lebesgue. 


1. SỰ HẠN CHẾ CỦA TÍCH PHÂN RIEMANN 


1.1. TÍCH PHÂN RIEMANN TRONG †*. Cho một hàm số ƒ(z) xác 
định và bị chặn trên một đoạn! 


A = {z = (Ấ.....Ék) : œ¡ S & < ,, — 1c, 
Ta chia mỗi cạnh [a;, Ø;] của đoạn A ra ø¡ phần bởi các điểm œ; = 
”iạ € T¡ <.... < Tị, = Ổ¿, và dùng các mặt phẳng {z : €; = 1 }(2 = 
1,...,k; q= 0,1,...,p¡) chia A thành s = 7 X pạ X --- x py đoạn 
nhỏ : A¡, A¿,..., A,. Một cách chia như thế gọi là một phân hoạch 


'Để dễ hình dung các sự kiện dưới đây, độc giả có thể cho ¿ = 3. 
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ơ của đoạn À. Cỡ của phân hoạch ø (ký hiệu: ||ø ||) là đường kính lớn 
nhất của các đoạn chia trong phân hoạch ấy. 


'Ta thành lập các tổng Darboux dưới và trên : 


S(ø) =3 ty |A;|  5(ø)= 3”; |A¡|, (1) 


Jj=l 3=ì 
trong đó 
t; = L;.§ ƒ()  t;= sp ƒ(z). 
Dĩ nhiên —oo < $(ø) < Š(ø) < +œo. Nếu 
lim (Š(ø) — S(ø)) = (2) 


llzll0 
thì ta nói hàm số ƒ(z) khả tích trên đuận ° và khi ấy, giá trị chung 
I:= sup S(ø) = inf Š(ø ) 


gọi là tích phân Riemann của ƒ(z) trên A và được ký hiệu 


ba (R) Í fz)dz= (E) J--: J JK6....6)46...đc 
Điều kiện (2) có thể viết dưới dạng 


D(ø) = À `w;|A;|>0 (lløll — 0) (3) 


J=l 


trong đó œ; = £; — ‡; là dao động của ƒ(z) trong A¿. 


Vấn đề quan trọng đặt ra là: những hàm số như thế nào thì khả tích 
? Trong giáo trình giải tích cổ điển, người ta chứng minh rằng mọi hàm 
số liên tục, hoặc chỉ có một số hữu hạn điểm gián đoạn, đều khả tích 
(F). Nhưng ngoài các hàm số đó ra, còn những hàm số nào khác cũng 
khả tích (R)? Đó là vấn để mà đến đầu thế kỷ 20 Lebesgue mới giải 
quyết được triệt để nhờ vận dụng lý thuyết tập hợp và độ đo. 


Sau đây ta sẽ trình bày cách giải quyết ấy. 
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1.2. DAO ĐỘNG CỦA MỘT HÀM SỐ. Ta hãy khuếch hàm số ƒ(z) 
ra phía ngoài A bằng cách qui ước ƒ(z) = 0 với mọi z ế A. Xét một 
điểm bất kỳ zạ của đoạn A, và cho V là một lân cận của zọ (tức là một 
hình cầu tâm ở zo). Như đã biết, dao động của hàm số ƒ(z) trong V là 
SỐ _ 

@;(V) = sup ƒ(z) - inf ƒ(z) 3 0. 
z€V z€V 


Khi V thất lại tại điểm zạ (tức là bán kính của V dần tới 0, nhưng V 
vẫn luôn luôn chứa zo làm tâm) thì đương nhiên ;(WV') giảm dần, và 
vì nó bị chặn dưới bởi số 0, nên nó dần tới một giới hạn œ/(zo) > 0 
nào đó. Giới hạn này 


@/(zo) =Tim @/(V), 
gọi là đao động của hàm số ƒ(z) tại điểm zo. 
Bổ đề 1. Hàm số ƒ (+) liên tục tại điểm zọ khi và chỉ khi ¿r(zo) = 0. 


Thật vậy, nếu ƒ{(z) liên tục tại zọ thì với mọi e > 0 cho trước có 
tồn tại một lân cận V của zọ sao cho 


(WzeV) |7(œ)— ƒ()| < š› 


tức là 
Q/(V) <£, 


do đó ¿/(Zo) < e, và vì £ tùy ý, œr(zo) = 0. Ngược lại nếu œr(zo) = 0 
thì với mọi £ > 0 cho trước có tồn tại một lân cận V của zạ sao cho 
@r(W) < e, tức là |ƒ(z) — ƒ(zo)| < £ với mọi z € V, chứng tỏ ƒ(z) 
liên tục tại điểm zọ. n 


Bổ đề 2. Với mọi e > 0 tập {z € A : œ;(z) > e} là đóng. 


Thật vậy, giả sử z„ € Á, ¿/(Za) 3 £, về zạ => zọ. Trong một lân 
cận bất kỳ V của zọ có ít nhất một điểm z„, và vì z„ là điểm trong 
của V(V mở) nên có một lân cận 1⁄+ của z„ nằm trọn trong V. Ta có 
@;(V) > 9/(V„¿) 3 œr(Ea) > e, vậy œ/(zo) > e. Mặt khác vì ÀA đóng 
nên zo € A. D 

Bổ đề 3. Cho một tập đóng Q C A. Nếu (+) < £ với mọi z € Q 


thì có một số ô > 0 (chỉ phụ thuôc e) sao cho trong mọi hình cầu 
V CQ với đường kính nhỏ hơn ð ta đều có {r(V) < e. 


128 Hàm thực và Giải tích hàm 


Thật vậy, mỗi điểm z € Q có một lân cận V„ sao cho §;(W;) < £. 
Gọi VW„ là lân cận của z có bán kính bằng 1 /2 bán kính W¿. Lớp các hình 
cầu 11 phủ lên tập Q, mà @ là đóng và bị chặn , cho nên theo định lý 
Heine-Borel, có thể trích ra một số hữu hạn hình cầu W;,, W+;,..., ⁄+„ 
vẫn phủ được Q. Cho ổ là bán kính nhỏ nhất của các hình cầu này. Nếu 
một hình cầu W C @ có đường kính nhỏ hơn ổ thì nhất định nó phải 
có điểm chung với một WW⁄„, nào đó, (¿ = 1,2,...,p), do đó phải nằm 
trọn trong 1⁄+., và vì thế Q;(V) < @;(W¿,) < £. q 


1.3. TIÊU CHUẨN KHẢ TÍCH (#‡). Bây giờ ta chứng minh định lý 
quan trọng sau đây: 


Định lý 1. (Lebesgue) Một hàm số ƒ(2) bị chặn trên một đoạn Ä 
- là khả tích (R) khi và chỉ khi nó liên tục h.k.n. trên đoạn A (tức là tập 
các điểm gián đoạn của nó có độ đo 0). 


Độ đo nói đây là độ đo Lebesgue trong IRẺ. 


Chứng minh. Gọi A là tập các điểm gián đoạn của ƒ(+), ta có, theo 
Bổ để 1, A = {z € A : œ(z) > 0}, và do đó 


A=U?: 4a, Áa={Íz€ A:u/(z) 3 1/n}. 


1. Trước hết ta hãy chứng minh rằng nếu ƒ(z) khả tích (#) thì 
u(A) = 0. 


Muốn thế, xét một A„ tùy ý, và cho một số £ > 0 bất kỳ. Vì ƒ(z) 
khả tích (J3) nên có một phân hoạch ø chia đoạn A thành những đoạn 
nhỏ A¡, Aa¿,..., A„, sao cho 

s 

3` w;|A;| < e/n, 

j=1 
trong đó «, là dao động của ƒ(z) trong A;. Bọi ZÖ là hợp tất cả các 
biên của các đoạn A;. Rõ ràng /(B) = 0 : trong trường hợp k = 3 
chẳng hạn, mỗi A; là một hình hộp và biên của nó là các mặt của hình 
hộp đó; đĩ nhiên độ đo (thể tích) của biên ấy bằng 0. (Một cách tổng 
quát trong IR*, độ đo của một tập bất kỳ nằm trong một mặt phẳng tọa 
độ {£€, = a} bao giờ cũng bằng 0). Mỗi điểm z € 4ạ \ Ö phải là 
điểm trong của một đoạn A; nào đó. Ta hãy chọn các đoạn Â; nào có 
chứa ít nhất một điểm z € 4 \ làm điểm trong, và gọi chúng là 
Asa(h = 1,2,...,m). Dĩ nhiên Uƒ_¡A7¿ 2 Áa \ và 
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m 
3 ˆ0;n|Aia| < e/n. 
h=l 
Song vì mỗi đoạn A7„ chứa một điểm trong z € 4a, tức là một 
điểm trong z với œ/(+) > 1/n, cho nên œ;; > 1/n. Do đó 


m 

3` |Aja|<£, 

h=l 
chứng tỏ /*(4a \ ) < e, và vì Aa C (Aa \ B)U B nên *(Áa) < 
u*(Aa \ B) + u*(B) = °(Aa \ B) < e, tức là u"(Áa) = 0, vì e > 0 
tùy ý. Vậy /(Áa) = 0, và do đó ¿(4) = 0. 


2. Ngược lại, giả sử (4) = Ù, tức là (An) = 0 với mọi nñ. Cho 
trước một số £ > 0 tùy ý. Ta lấy một tập Á„ với ø đủ lớn để 1/n < £. 
Vì A„ có độ đo 0 nên nó có thể phủ được bằng một họ khoảng (mở) có 
thể tích tổng cộng < £/2 và vì 4„ bị chặn và đóng (Bổ để 2) nên trong 
họ đó có một số hữu hạn khoảng : 7, Dạ,..., 2„ cũng phủ được 4a. 
Bay giờ xét một phân hoạch ø bất kỳ chia đoạn A thành những đoạn 
nhỏ DðYY Áa, ...s vậâu Ta có 


2 -ø/|êi => >.4|A;| + Ð 2„4;|A;|› 
1= 
| trong đó 3`, là tổng theo những đoạn A; nào có điểm chung với ít nhất 
một trong các khoảng D\, Dạ, ...., D„„ và 5Ð; là tổng theo những đoạn 
còn lại. Ta hãy ước lượng riêng mỗi tổng 3; và )`, : 

a) Ta có thể chọn ổ; > 0 đủ nhỏ để cho nếu ||ø|| < ô¡ thì các đoạn 
A; có điểm chung với các khoảng D), Dạ,..., D„ có thể tích tổng 
cộng nhỏ hơn 2$” .|D;| và do đó nhỏ hơn 2(e/2) = e. Khi đó, gọi X 
là cận trên của | ƒ(z)| trong Á ta sẽ có: 


3 _2.6¿|A¡| < K£e. 


b) Các đoạn A; trong tổng 5”; đều nằm trong tập Q = A\ƒ*¡D; = 
An\(U?*.,D,)° là một tập đóng (Vì Uƒ" ¡ D; mở) và do Uƒ" ¡D, Đ .4„ nên 
œ/(#) < 1/n tại mọi z € Q. Vậy theo Bổ đề 3 có thể tìm được ó; > 0 
đủ nhỏ để chơ nếu ||ơ|| < ổ; thì ø; < 1/n với mọi đoạn A; C Q. Khi 


ấy 


BS -——-- 
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3 |A;l< =3,lA;| < #|A| 
Rốt cục, nếu ||ø|| < ô = min (ổ;, ổ;) thì ta sẽ được 
3 ”w;|A;| < e(K + |A|), 
và vì e > 0 tùy ý, nên điều kiện (3) được thỏa mãn. Vậy hàm số ƒ(z) 
là khả tích (. n 


1.4. TÍCH PHÂN RIEMANN TRÊN MỘT TẬP HỢP. Cho một tập bị 
chặn 4 trong RẺ, và lấy một đoạn bất kỳ A  A. Nếu 4(z) (hàm đặc 
trưng của 4) khả tích (R) trên đoạn A thì tập A gọi là đo được theo 
nghĩa Peano-Jordan, hay ngắn hơn, đo được (P.J.) và tích phân 


(R) / *%A(+z)d+ 


gọi là độ đo Peano-Jordan của tập A. Có thể chứng minh dễ dàng rằng 
định nghĩa này tương đương với định nghĩa đã trình bày ở Chương 3, 
tiết 1 về độ đo Peano-Jordan. 

Dĩ nhiên tập các điểm gián đoạn của hàm số Ä4(z) chính là biên 
của tập 4, cho nên, theo Định lý 1: 


Một tập bị chặn A là đo được (P.J.) khi và chỉ khi biên của nó có 
độ đo Lebesgue bằng 0. 


Chẳng hạn tập các điểm hữu tỉ trong đoạn (0, 1] Mừng đo được 
(P.J.) vì biên của nó là toàn đoạn [0, 1] và do đó có độ đo 1. > 0. 


Bây giờ, cho tập 4 đo được (P../.) và một hàm số ƒ(z) bị chặn trên 
A. Ta xác định hàm số ƒ(z) = ƒ(z) trên A và ƒ(z) = 0 ngoài A. Nếu 
ƒ(z) khả tích (R) trên một đoạn A Đ A thì ƒ(z) gọi là khả tích (R) 
trên tập A, và ta định nghĩa tích phân của ƒ(z) trên A là số 


R) / ƒ(z)ds = (R) / Ƒ(x)dz. 


Như vậy tích phân Riemann ) ƒ(z)dz+ có nghĩa khi: 
A 


l) ƒ(z) bị chặn trên 4; 2) biên của 4 co độ đo Lebesgue bằng 0; 
xấu tập các điểm trong của 4 tại đó ƒ(z) gián đoạn có độ đo Lebesgue 
bằng 0. 
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Ta thấy rằng tích phân Riemann chỉ áp dụng cho một lớp hàm số 
tương đối hẹp, bao gồm những hàm số mà tập các điểm gián đoạn có 
thể "bỏ qua được" (có độ đo 0). Còn các hàm số đo được tổng quát 
thì nói chung có thể không khả tích (R). Ngay hàm số Dirichlet ( ƒ(z) 


bằng 0 tại những điểm vô tỉ của đoạn |0, 1], bằng 1 tại những điểm. 


hữu tỉ) cũng không khả tích (?#t), vì với mọi phân hoạch ø ta đều có 
S¿„) = 0, Š(ø¡ = 1. Đó là một sự hạn chế đáng kể của khái niệm tích 
phân Riemann, vì trong toán học hiện đại (lý thuyết và ứng dụng) rất 
thường gặp những hàm số gián đoạn đòi hỏi phải lấy tích phân theo 
một nghĩa nào đó. 

Nhược điểm của tích phân Riemann bộc lộ rõ nhất trong những vấn 
đề qua giới hạn: nói chung dùng tích phân Riemamn thì phép toán này 
phải thận trọng vì không phải luôn luôn thực hiện được. Chẳng hạn, 
trong không gian C§ „¡; gồm các hàm số liên tục z(£) trên đoạn [a, b| 
với metric 


P(z,y) = lI |e(£) — w(t)|dt, 


một dãy cơ bản không nhất thiết hội tụ (không gian không đủ), và dù 
có thêm vào không gian này những hàm số gián đoạn khả tích (#) thì 
cũng không cải thiện được tình trạng ấy. 

Ngoài ra còn một vấn để nữa mà tích phân Riemann không đủ để 
giải quyết, là việc tìm lại một hàm liên tục #(z) mà ta đã biết đạo hàm 
'(z) = ƒ(z) của nó (đây là nói hàm số một biến trên đoạn [a, b|): nếu 
ƒ(z) khả tích (R) thì ta biết rằng Ƒ(z) = Ƒ(a) + j0 ƒ(t)đt, nhưng 
nếu ƒ(+) không khả tích (F) thì thế nào? 


Để khắc phục tất cả các nhược điểm đó, cần phải xây dựng một 
khái niệm tích phân tổng quát hơn tích phân Riemamn: đó là vấn đề sẽ 
giải quyết trong các tiết sau. 


2. TÍCH PHẦN LEBESGUE 


Phân tích cách xây dựng tích phân Riemann ta thấy rằng trong quá 
trình chia nhỏ đoạn A (miền biến thiên của z) khi các đoạn chia này 
nhỏ dần thì, muốn cho ,8,„) — Š(„) tiến tới 0, đương nhiên các số ‡, và 
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f; phải sát dần nhau, tức là dao động œ; phải nhỏ dần. Do đó muốn tích 
phân tồn tại, hàm số phải khá liên tục, hay nói chính xác hơn, phải liên 
tục h.k.n. 


Đó là nguyên nhân đơn giản giải thích tại sao tích phân Riemann 
không áp dụng được cho những hàm số quá ư gián đoạn. Để vượt qua 
sự hạn chế ấy, Lebesgue để ra ý kiến độc đáo là khi chia nhỏ đoạn A, 
không nên nhóm lại các điểm gần nhau trên A, mà nên nhóm lại các 
điểm tại đấy giá trị của hàm số gần nhau. Tức là không nên chia Â ra 
từng đoạn nhỏ, mà nên chia nó ra từng ¿áp hợp nhỏ, mỗi tập bao gồm 
những điểm ứng với những giá trị gần nhau của ƒ(+z). Theo quan điểm 
cơ bản đó Lebesgue đã xây dựng được một khái niệm tích phân rất tổng 
quát, áp dụng cho tất cả các hàm số đo được và bị chặn. 


Phương pháp xây dựng tích phân trình bày dưới đây, về thực chất, 
dựa trên ý đó. 


2.1. TÍCH PHÂN CÁC HÀM ĐƠN GIẢN. Trở lại cách xây dựng tích 
phân Riemann, ta để ý rằng các tổng Darboux S,„; và Š(„ ứng với một 


sự phân hoạch ø (xem (1) ở tiết 1) có thể coi là tích phân của những 
hàm bậc thang? cụ thể là 


Sa) = | 1,2) Š@i= | T@j)dz 
với : . 
f„j(#) = 2Ã» (z). ƒœ(z) = 2x 4a,) 


Ta có ƒ, z)(Z) Š < ƒ(z)< ƒ (ø)(z) và nếu ƒ(z) có tích phân thì tích phân 
ấy lo “Giới hạn các tích phân của những hàm bậc thang ƒ, 2#) và 
ƒ,„;(z). Thành thử quá trình phân hoạch miền tích phân và thành lập 


các tổng Darboux chẳng qua cũng là quá trình tính các tích phân của 
những hàm bậc thang xấp xỉ hàm số ƒ(z) rồi tiến dần tới giới hạn. 


Phương pháp đó có thể áp dụng để xây dựng tích phân Lebesgue. 


_ Có điều là để nhóm các điểm tại đấy ƒ(z) lấy những giá trị gần nhau, 


ta sẽ chia miền tích phân ra thành những tập nhỏ (chứ không phải thành 


“Hàm bậc thang là một hàm đơn giản mà các tập trên đó giá trị của hàm 
Kông đổi là những đoạn. 
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những đoạn nhỏ), và do đó, thay cho những hàm bậc thang, ta sẽ dùng 
những hàm đơn giản để xấp xì ƒ(z).. ' 


Như vậy, trước hết hãy định nghĩa tích phân của những hàm đơn 
giản. 


Trong một không gian X, với một ø-đại số # và một độ đo / trên 


7, cho một tập A đo được (tức là € ), và một hàm đơn giản không 
âm trên tập : 


ƒ(z) = 3 `œx,(z), (4) 
¡=l 


trong đó các tập 4; đo được, rời nhau, và 
UP Ả; = A. 


Nếu mỗi 4; là một đoạn A; trong R* thì tích phân của ƒ (z) là số 
3 3;~¡@¡|A;|. Trong trường hợp tổng quát khi mỗi 4, là một tập đo được 
thì tự nhiên ta thay |A;| bằng ø(4;). Vì vậy ta hiểu tích phân của hàm 
đơn giản không âm ƒ(z) trên tập 4 đối với độ đo Lu là số 


J ƒ(z)dụ = ` aju(A,). 


n=l1 


Ví dụ: Nếu ƒ(z) là hàm số Dirichlet trên đoạn |0, 1] thì tích phân 
của ƒ(z) trên đoạn [0, 1] là 0 x 1+1 x0= 0 (để ý rằng hàm số này 
không khả tích (R)). 


Cùng một hàm đơn giản ƒ(z) có thể biểu diễn dưới dạng (4) theo 
nhiều cách, chẳng hạn 


ƒ(z) =  ”aX4.(z) = 3 8,3, (s). 
i=] , 


j=1 


Dễ thấy rằng giá trị của tích phân không phụ thuộc cách biểu diễn. 
Thật vậy 


4; =_= 4; nA= A; a (C?_:B;) xe U?~;(4; n Bj), 


ở 

": 
Ú-:{; ( 
( 

y 


134 Hàm thực và Giải tích hàm 


trong đó các tập 4; f1 Ö; rời nhau, cho nên 


À œ#(A) = 3 ^a|9 ”u(A,nB;)) 
¿=1 j=l  j=l 
= 33 G0(A, n8;), 
i=1l j=l 
và cũng như thế 
3 8;u(B,) - Lá `. 8;u(B; ñ A;). 
J=l J=l i=l 


Nhưng nếu 4; n B; # 0 thì œ; = Ø; vì khi đó, gọi zo là một phần tử 
của 4; n\ B; ta có ƒ(#o) =:œ¡ (do #o € 4;), ƒ(zo) = Ø; (do zo € B;). 
Do đó 4 s 
3 œ¡H(Á;¡) = L% 8;u(B)). 
i‡=] J=l1 
Vậy tích phân của một hàm đơn giản không âm bao giờ cũng được 
xác định một cách duy nhất. Từ đây, để cho gọn, ta sẽ dùng ký hiệu 


; ƒ thay cho J ƒ(z)d, khi không sợ nhầm lẫn. 
A A 


Tính chất sau đây hiển nhiên: 
Nếu hai hàm đơn giản ƒ, g > 0 và ƒ < g trên tập A thì 


[!<Í+ 
A A 
Vả lại ta có: 


Bổ để 4. Nếu hai dãy hàm đơn giản ƒ„, g„ > 0, đơn điệu tăng (tức 
là (+) < fz(z) <...; ø(£) < gs(z) < .. .) và nếu lim ƒa = lim đ„ 
thì 


lim j fa= lim j @ạ. 
rri~+oo A n—+oo A 


Thật vậy, giả sử trước hết rằng giới hạn ƒ của ƒ„ là một hàm đơn 
giản: 


ƒ() = Ÿ at (4). 


i=] 
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Lh3Ïjt s8) 


Chọn một số ¿ bất kỳ trong khoảng (0, 1), và cho' 
Áin ={£2€ A¡: fa(£) > tai}. 
Vì fa < fna+¡ nên 4;„ C Á;a¿¡. Hơn nữa ta có 
A¡ = U2S¡Áin › 


vì nếu z € 4; thì ƒ(z) = a¿, do đó với n đủ lớn cưa > lai tức 
z€ A,„. Vậy (Chương 3, Định lý3) - - 


Ta hãy chứng minh rằng 


U(A;) = lim m(A¿n). 


Đặt ¿„(z) = 3 TtaÄLA.„ (z), ta có a < ƒa < ƒ, cho nên 


b [<< Ƒt 


Nhưng khi r —> oo 


= 3 la(Aus) — 3 tay(A) =( l 


tÍr< wm [1< lồ 
và cho £ —› 1, ta được (5). 


Bây giờ, tạm cố định một số tự nhiên rn, ta hãy đặt h„ = min{ ƒ„, g„}. 
Dĩ nhiên h„ cũng là hàm đơn giản và > 0. Vì ƒ„ jìm h đa > > gạ,, nên 


hạ ⁄” đm (khi n —> co). Vậy theo trên 


h2 mm 
Ls [k: 


Vậy 


Nhưng vì hạ < ƒ„ nên 
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và cho r: — co ta có 


| m< mm | TT 


n~+oo 


rồi cho rm —> oo ta lại được 


lim đạm € lim lân 
Tr~+oo A 


7m~+oc A 
Bằng cách tương tự ta chứng minh bất đẳng thức ngược lại, từ đó 
suy ra tính chất đã phát biểu. n 


2.2. TÍCH PHÂN CÁC HÀM ĐO ĐƯỢC BẤT KỲ. 'Ta lần lượt xét 
trường hợp các hàm số không âm, và trường hợp hàm: số có dấu thay 
đổi . 


L. ƒ(z) > 0 trên tập A. Theo Định lý 13, Chương 3, có một dãy 
hàm số đơn giản ƒ„ > 0, đơn điệu tăng và hội tụ tới ƒ. Ta gọi tích phân 
của ƒ(z) trên tập A đối với độ đo ¿ là số (hữu hạn hay vô cực) 


| 1@)du = Jm, [ fa(e)du 


Dựa vào Bổ để 4, tích phân đó được xác định một cách duy nhất và 
không phụ thuộc cách chọn dãy hàm ƒ. 


H. ƒ(z) có dấu bất kỳ trên tập A. Ta đặt. 
ƒ=/ƒ?-Ƒ 


với ƒ* = max{ƒ,0} > 0, ƒ~ = max{-ƒ,0} > 0. Nếu hiệu số 
ƒ† — | ƒ” có nghĩa (tức là không có đạng œo — œc) thì ta gọi nó 
A A 
là tích phán của ƒ(z) trên tập A đối với độ đo : 


| 16)du = [ ff@)du~ [ 7" ()dn, 


và nếu tích phân ấy hữu hạn thì ta nói ƒ(z) khả tích. 
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Khi X = R*, # = £*,  = (độ đo Lebesgue) thì tích phân định 


nghĩa như trên thường gọi là tích phân Lebesgue và được ký hiệu 


J ƒ(z)du(z) hoặc (L) J ƒ(z)d(z), 

A A 

hoặc (1) Í --- Í 7(&,....&)đái....dáu 
A 


Có thể thấy ngay rằng 


+ 
| sxs() 
JSC 


Vả lại: 


eu(A) (c: hằng số), 


lI 


: aX max) =aufBnA), 
A 


[Saxs.) = 3 au(B.nA) 
¡=1 


¡=1 


Định lý 2. () Nếu (A) = 0 và ƒ đo được thì / ƒ=0. 
4A ` 


(Ì) Nếu u(A) < œ, ƒ đo được và bị chặn trên A, thì ƒ khả tích 
trên A. 
Chứng minh. Rõ ràng chỉ cần chứng minh cho trường hợp ƒ > 0. 


Nế ¿() = 0 tì với mọi đãy hàm đơn giản /„ „2 / ta có Í ƒ, = 0 
A 
cho nên Í ƒ =0, 

A 


Nếu (4) < œ và ƒ(z)< K với mọi z € A thì với mọi dãy hàm 
đơn giản ƒ; „” ƒ ta có ƒ„ < X, cho nên 


| h< | K~ Ku(A) <œ 


từ đó 
7= pạ [ 1< Ku(A). n 
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Theo định lý này, nói riêng, mọi hàm số bị chặn và liên tục h.k.n. 
trên mọi đoạn A C IRỶ đều khả tích (L). Như vậy lớp các hàm số khả 
tích (1L) trong R* bao gồm tất cả các hàm số khả tích (!‡) và ngoài ra 
tất nhiên còn bao gồm nhiều hàm số khác nữa (như hàm số Dirichlet 
chẳng hạn). 


2.3. CÁC TÍNH CHẤT SƠ CẤP. Sau đây sẽ luôn luôn giả thiết các 
hàm số và tập được nói đến là đo được. 

I. Cộng tính. Nếu Af1B = bài ƒ Ƒ= [I+ [1 miễn là vế 

AU8 A B 

phải hoặc trái của đẳng thức này có nghĩa. 

Ta lần lượt xét các trường hợp: 

1. ƒ là đơn giản trên tập A U Ö. 

tạ = À `d¡Äg,, U; = ÂU B. 
l ;¿=l 

Ta có E, = (An E;)U(BnE;) và vì A, B8 rời nhau nên A f E; và 

Bñn E; cũng thế. Vậy 


| „! = 32su48) 


‡=l 


3^œg(A nh) + 5 su n) 


i=Ì ise] 


II: 


2. ƒ > 0 trên tập AU B. Cho ƒ„ là một dãy hàm đơn giản > 0 và 
 ƒ. ta có, theo trên, ° 


J1 [h+ [h 


và cho z› —› oo ta được đẳng thức cần chứng minh. 
3. ƒ bất kỳ. Ta có, theo trường hợp 2 : 


jfÈ ^ Tườh  vh 
TW. =.J + 
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Nếu J ƒ có nghĩa thì vế trái của một trong hai đẳng thức trên là 


AUB 
hữu hạn: nếu chẳng hạn vế trái của đẳng thức thứ nhất hữu hạn thì cả 
hai tích phân ở vế phải của nó cũng hữu hạn và các hiệu số 


hi bn-Ăr 


sẽ có nghĩa. Khi ấy, trừ từng vế các đẳng thức trên ta sẽ được đẳng thức 
cần chứng minh. Nếu J Ƒƒ+ tí ƒ có nghĩa thì cách suy luận cũng 
tương tự. ủ E 


Hệ quả 1. Nếu E C A và J 'ƒ tồn tại thì J ƒ cũng tồn tại ; nếu 
E 
ƒ khả tích trên A thì ƒ cũng khỉ tích trên E. 
Hệ quả 2. Nếu /(B) = 0 tì [ f= [1 
AUB A 


Nếu A, Ö rời nhau thì điều này là kết quả trực tiếp của điểu vừa 
chứng minh ở trên và Định lý 2 (phần (¡)) ; nếu A, Ð không rời nhau 
thì ta viết AU  = 4U(Ø\ 4) và vì u(B\ 4) = 0 nên ta trở lại trường 
hợp trên. n 

II. Bảo toàn thứ tự. 1. Nếu ƒ ~ g thì ') Ƒa J g. Nói riêng nếu 

A A 
ƒ =0 h.k.n. trên A thì lÑ =0. 
A 


Thật vậy, đặt  = {z € A: ƒ(z) = ø(z)} ta có u(A\ B) = 0, nên 
theo Hệ quả 2 vừa rồi: 


|!=[ + [s=J + 


từ đó suy ra 


JH) : 


Tính chất trên cho thấy rằng việc thay đổi giá trị của hàm số trên 
một tập có độ đo 0 không ảnh hưởng giá trị của tích phân. 
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Vì lý do ấy, nếu một hàm số ƒ đo được trên một tập 4“ C 4, với 
u(A\ 47) = 0 thì dù ƒ không xác định trên A \ A', ta vẫn định nghĩa 


| !au= | tân 


Ẫ› Nếu ƒ < g trên A thì [ ƒ <Ía Nói riêng nếu ƒ > 0 trên A 
A A 
mì [ ƒ >0. 
A 


Thật vậy, nếu ƒ,øg đơn giản trên A thì điểu đó hiển nhiên. Nếu 
ƒ.g > 0 trên A thì có những dãy hàm đơn giản, không âm ƒ„ „* ƒ và 
9a ⁄ g, sao cho ø„ < ƒạ (chẳng hạn chọn ƒ„ và g„ như trong chứng 
minh Định lý 13, Chương 3). Khi ấy 


| h‹< [mì 


và qua giới hạn ta sẽ được bất đẳng thức đòi hỏi. Sau cùng nếu ƒ, ø tùy 
ý thì ƒ* < g*, ƒ >ø' nên 


cJm<|s[r>je 


và trừ từng vế ta sẽ được điều cần chứng minh. - : Im 


Hệ quả 1. Nếu ƒ khả tích trên tập A thì nó phải hữu hạn h.k.n. 
trên tập ấy. 

Thật vậy, cho B = {z € Á: ƒ(z) = +oo}. Theo Hệ quả 1 của 
cộng tính thì ƒ cũng khả tích trên Ö, nhưng bất kỳ X lớn bao nhiêu ta 
cũng có ƒ(z) > X trên B nên theo trên 


J ƒ > Ku(Ð). 
B 
Bất đẳng thức này chỉ có thể đúng với mọi K nếu ¿() = 0. Bằng cách 


tương tự ta cũng chứng minh rằng tập Œ = {z€ 4: ƒ(z) = —oo} có 
độ đo 0. n 


Hệ quả 2. Nếu ƒ > 0 trên A và 1 = 0 thì ƒ =0 h.k.n. trên A. 
. A 
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Thật vậy, đặt ö„ = Ễ 6A:ƒ(z)> 1 ta có 


0= [T= [+ [ r> 3= E,), 


cho nên /(B„) = 0. Nhưng 
B={:€4A: ƒ(r) >0} =U%:Bạ, 
vậy /(B) =0... n 
II. Tuyến tính. 1) ¡ cƒ=e J ƒ (c là hằng số). 


Nói rêng. j(n~= -Í† 


Nếu ƒ đơn giản thì điều đó hiển nhiên. Nếu ƒ > 0 thì có một dãy 
hàm đơn giản không âm ƒ„ „* ƒ. Đương nhiên eƒ„ cũng đơn giản và 


a) nếu e > 0 thì cƒ„ „*eƒ và do ket = [a nên qua giới hạn 
A A : 


tasẽ được [cƒ = lỆ: 


b) nếu e < 0 thì eƒ < 0 nên (eƒ)* = 0, (eƒ)~ = —eƒ và theo định 
nghĩa /£f=0- [(«) Nhưng theo trên _=: = -e | f vậy 


ket =et. 
A A | | 
Trong trường hợp tổng quát ƒ = ƒ† — ƒ~ và 


(cƒ)*= cƒ*, (efƒ)"= cƒ" nếuc>0, 
(cƒ)” = —=eƒ”, (eƒ)” = =eƒ* nếu e < 0, 


từ đó suy ra ngay kết quả cần thiết. "_¬ 
2) |ư +g)= lì tu miễn là vế phải có nghĩa. 
A A A 


Trước hết để ý rằng tại một điểm z € 4 có thể xảy ra tình trạng 
ƒ(z) = +oœo, g(z) = —oœo, hoặc ƒ(z) = —œo, ø(z) = +oo : khi đó 
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ƒ(z) + g(z) không có nghĩa. Thành thử ƒ + ø có thể không được xác 
định trên một tập Ö C 4. Tuy nhiên, dễ thấy rằng u(B) = 0, nghĩa là 
ƒ + qg xác định h.k.n. trên A. 


Thật vậy, theo giả thiết , biểu thức 
{1+ƒs=f- ƒr+t-ø) 
A A A A A A 
có nghĩa, cho nên nếu / ƒ†? = +oœo thì phải có J ƒ" < +œ (để cho 
A A 


;) ƒ có nghĩa), đồng thời J g” < +œ (để cho J g có nghĩa, và do đó 
ẠA A A | 


ƒ + Í ạ có nghĩa), tương tự như thế, nếu lj g? = +œo thì cả lj .” 
A A A A. 
và llD phải hữu hạn. Thành thử hoặc lla và là cùng hữu hạn, 
A JA A 


hoặc J ƒ~ và Í ạ” cùng hữu hạn. Chẳng hạn, giả sử ƒ? và | g† 
A A A A 
cùng hữu hạn: khi ấy, theo Hệ quả 1 của tính chất bảo toàn thứ tự, ƒ* 
và g? phải hữu hạn h.k.n. trên 4, nói khác đi ƒ(z) và g(z) phải < +œo, 
và do đó ƒ(z) + g(z) được xác định h.k.n. trên A. 
Ta hãy chia tập 4 ra thành 6 tập rời nhau: 

Ai ={ƒ>0,g>0, ƒ+ø>0}, 42={ƒ/>0,ø<0, ƒ+ø >0}. 
As={/>0.g<0, ƒ+ø<0}, 4= {ƒ <0, g<0, ƒ+g<0)., 
Á4s={ƒ<0,ø>0, ƒ+ø<0}, 4={ƒ<0,ø>0. ƒ+ø>20). 


Dựa vào cộng tính của tích phân chỉ cần chứng minh rằng 


ư+a= | 1+ | s 


khi E = 4; (¡ = 1,2,...,6). Nhưng nếu ƒ, g đơn giản thì điều này 

là hệ quả trực tiếp của định nghĩa tích phân các hàm đơn giản, và nếu 

ƒ>(0, ạ >0 thì điểu đó có thể suy ra bằng cách qua giới hạn trong 

đẳng hức. Í (ƒ, + øạ) — Í fa + [ ơn trong đố ƒạ,gạ là những hàm 
E E E 


đơn giản hội tụ tới ƒ và g. Ta hãy xét các trường hợp khác, chẳng hạn 
ƒ>0.g<0, ƒ+g< 0 (ức là E = 4;). Khi ấy, vì ƒ > 0 và 
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~(ƒ + ø) > 0 nên theo như vừa mới chứng minh 


UƯ-Ư+ø)|= [ †+ | =0+9), 


và chú ý tính chất 1) ta có: 


-i-[ ưa: 


từ đó suy ra ngay đẳng thức đòi hỏi. n 
_ IV. Khả tích. D Nấu [ ƒ có nghĩa thì LÍ < ui | 
Ặ ` A A 


Thật vậy, | 
lỦn=1rƒ [rì< [+ [r= 
=/0*+/")= [UI ". 


2) ƒ khả tích khi và chỉ khi \| ƒ| khả tích. 
Vì nếu | ƒ| khả tích, tức là Í/ < atìthee 1) | Í / < œ, tức là 


ƒ khả tích. Ngược nêu / khả tích tức là | /° — jr | < œ thì cả 


[maÍr đều phải hữu hạn, chone Í]/|~ [mat <Íj= 
tức là | ƒ| khả tích. I8ị 
3) Nếu | ƒ| < g h.k.n. trên A và g khả tích thì ƒ cũng khả tích. 


VI|/|< g kéo theo [ |/| < Í ø, nên nếu g khả tích thì |ƒl, và do 
A 
đó ƒ cũng khả tích. 


4) Nếu ƒ, 9 khả tích thì ƒ + q cũng khả tích. Nếu ƒ khả tích, g bị 
chặn thì ƒq cũng khả tích. 


v [Ư +g)= Jz+ [am [xe <=s [ra Ín 


hữu hạn. 


“Ăs.°.. 
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Giả sử |g| < K. Ta có |ƒø| < K|/|, cho nên Í |/6| < [ KưI = 

A A 
K J L/|. Vậy nếu ƒ (tức là do đó |ƒ|) khả tích thì |/ø| (tức là do đó 
ƒg) khả tích. n 


3. QUA GIỚI HẠN DƯỚI DẤU TÍCH PHÂN 


3.1. HỘI TỤ ĐƠN ĐIỆU. Vấn để đặt ra là: trong những điều kiện 


nào ta có 

lim kh = J lim ƒ¡ ? 

n—+oo A A n~—+»co 

Đối với tích phân Riemann trong R“ những điều kiện này thường 

liên quan tới tính hội tụ đều, và nói chung khá nặng nể. Trái lại đối với 
tích phân Lebesgue những điều kiện ấy rất rộng rãi, do đó nhiều quá 
trình qua giới hạn khó khăn đối với tích phân Riemann được giải quyết 
ở đây rất nhẹ nhàng. 


Định lý 3 (hội tự đơn điệu). Nếu 0 < ƒa „ ƒ thì 


|h¬ Ít 


Chứng minh. Nếu các hàm ƒ„ đơn giản thì đây chẳng qua là định 
nghĩa tích phân của ƒ. Ta hãy xét trường hợp các hàm ƒ„ bất kỳ (đo 
được). Với mỗi r có một dãy hàm đơn giản, không âm, gi?) „* ƒ„. Vì 
fa+i > ƒa nên có thể coi như gx*) > gÉ, Vậy với k < n 


-gÉ) < gí") < fạ, J gịt) < r g{" < tị & 
A A A 


Cho r —> ©œ ta có : 


ƒe <im gf? < ƒ, Í ƒ< [ Em sị <hm [ 7, 
: A A A 


và cho k => oo ta lại được 


ƒ <lìm gí" < ƒ, im Í ƒ«< [ hmạt < lim Í /a, 
6 A A A 
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chứng tỏ rằng 
lim g{" = ƒ, lim Ộ fa= J f. ñ 
A A 
Định lý 4. Nếu ƒ„ „ˆ ƒ và ƒ\ khả tích thì 


|} >3 |1 


Chứng minh. Ta có 0 < ƒ„ - ƒ: „* ƒ ~ ƒ¡ cho nên theo định lý 
trước 
[ưu-9) + [ ~ 0), 
A Á 


và vì ,ị ƒì < ©o (giả thiết), ta có thể viết 
A 


J-ñ)+ [n¬ [Ư~ñ)+ [mẻ 


từ đó áp dụng tính chất II. 2) ta suy ra kết quả cân thiết. I8) 
Chú ý rằng nếu ƒ„ „ ƒ và ƒ khả tích định lý vẫn đúng. 


°G© =“ 
Hệ quả 1. Nếu g, > 0 trên A thì [ Š g, = 3 | s, 
A 


n=] n=Ì 


"n © 
Thật vậy, đặt ƒ„ = 3 ˆø¿ ta có 0 < ƒn ⁄ 3 `ø¿ cho nên theo Định 
k#=] k=l 


lý 3 Đ 
Mm [f= [8m = [3 
THẾnG n "n So 
J»=[3»=>[ss}>* 
Vậy 


[S =3 [+ D 


n1 n1 
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So œ 
Hệ quả 2, Nếu øạ > 0 trên A và Š ` Í < co thì "dạ <oœo 
n=1 “4 


n1 
h.k.n. trên A và hàm số g(+) = 3  0n() khả tích trên A. 


nr=Ì 


So go 2 
Thật vậy, theo Hệ quả 1 và giả thiết J » = ›3% J 0n < ©œo, tỨc 
n=l 


nl 


là hàm số ø(z) = Ö ˆø„(z) khả tích, cho nên ø(z) hữu hạn h.kn. [1 


n1 


3. 2. HỘI TỤ CHẶN 
Bồ đề Fatou. Nếi: ƒạ > 0 trên A thì 


l.. I. 


Chứng minh. Đặt ø„ = inÍ{ ƒ, ƒ.;¡,...} ta có 0 < øạ ⁄* lìm ƒa, 
cho nên theo Định lý 3 


im Í ø;= Í ma 


Nhưng ø„ < /, nên [; < Í /, và 


lim Í ø < lim Í /a 


do đó suy ra bất đẳng thức đòi hỏi. a 


Chú ý. 1. Nếu ƒ„ > g, ø khả tích trên A thì Bổ để Fatou cũng 
đúng. 


Thật vậy, khi đó ƒ„ — g > 0 cho nên 


am, - s) <lim d—ð) và Íø<sotac6 


—— lmứŒ,~s)+ [s<bm([Ưu~s)+ Í a). 
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hay, theo tính chất II1.2, 


thn0a~s)+ Í s) < im [Uf» — ø) + ð] 
tức là 


[tam "n < lim [ 7, 
2. Nếu ƒ„ < g. ø khả tích trên A thì 
lim ƒ„> lim / đn- 
A fì =-+OQC n~+oc A 


Thật vậy, khi ấy — ƒ„ > —g, cho nên 


[im(~/) < lim J0). 


J-im, < -m Í /., 


từ đó suy ra kết quả đã phát biểu. 


Định lý 5. (hội tụ chặn). Nếu |fa| < g, g khả tích và ƒ„ — ƒ 
(h.k.n. hay theo độ đo) trên A thì 


[ho jt 


Chứng minh. Giả sử ƒ„ -> ƒ h.k.n. trên A. Ta có ¬0 Shhé<ð%. 
9 khả tích, vậy theo Bổ đề Fatou áp dụng cho các hàm g — ƒ„ > 0 và 
h +ø>0: : 
J mu. >im 7. hat, <im [ ï, 
Nhưng lim ƒ„ = lim ƒf„ = ƒ, nên 


J1>âm [ 1.>m [0> [ , 
lm Í /„= Í 7 


từ đó suy ra 


48. - | Hàm thực và Giải tích hàm 


Bây giờ xét trường hợp ƒ„ + ƒ. Theo định nghĩa giới hạn trên, có 
một dãy n¿ sao cho Í ƒa, -> lim Í ƒa, va theo tính chất của sự hội tụ 


bị theo độ đo, có một dãy n¿, sao cho ƒa, => ƒ h.k.n. Vậy theo phần đã 
chứng minh, 


17 1U 10, 


Đn Cũng theo cách đó ta thấy rằng 

q lim Í ƒ„= Í 7 

nj cho nên 

Bội lim J /a= J ĐÀ n 


Hệ quả 1. Nếu |ƒ.| < X (hằng số). ƒ„ -> ƒ (h.k.n. hoặc theo độ 
đo) trên A và u(A) < eo thì 


| k3 | + 


Thật vậy, chỉ việc áp dụng định lý trước, với g(z) = X tức là 
: g= Ku(A) < œ. ñ 
A 


Hệ quả 2. Trong không gian R, nếu một hàm số ƒ (z) là khả tích 
(R) trên một đoạn A C_R* thì nó cũng khả tích (L) và hai tích phân 
Riemann và Lebesgue bằng nhau : 


(6) | £=) |1 


Chứng minh. Nếu ƒ(z) khả tích () trên đoạn A thì theo Định lý 
!, ƒ(z) bị chặn và liên tục h.k.n. trên A. Xét một đấy phân hoạch ơ„ 
của đoạn A với ||øa|| —> 0. Cho ,S„ là tổng Darboux đưới ứng với phân 


hoạch ơ„ 


$n 
S%=09|A7)|, 9= mf ƒŒ). 
j=l z€A” 
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Đặt /r(r) = Ð 2”)XA,(n)(z), ta thấy rõ ƒ„ < K = sup |ƒ(z)|, và 
j=l 

fa(z) -> ƒ(z) h.k.n. trên A, vì tại mỗi điểm liên tục của ƒ(), với n: đủ 

lớn, thì ||ơa||, và do đó đoạn A1" chứa z, sẽ đủ nhỏ để | ƒ(z) — fa(z)| = 

[ƒ(z) — !Ú"| nhỏ hơn bất cứ số e > 0 nào cho trước. Do đó theo Hệ 


quả 
%.= [ 5¬ 0) | 1 


Nhưng mặt khác S, ¬+ (R) | ƒ. Vậy 0) [ 7= 0®) | † q 


Hệ quả này cho thấy rằng khái niệm tích phân Lebesgue thật sự mở 
rộng khái niệm tích phân Riemann. Điều cần lưu ý là tích phân nói đây 
là tích phân chân chính (chứ không phải tích phân suy rộng). Chẳng 

1 eo 


hạn các tích phán Í —¬ứ: (œ < 1) và sứ, (œ > 1) không tồn 


0 1 

tại theo nghĩa Riemann chân chính (chỉ tồn tại theo nghĩa suy rộng) 

nhưng tồn tại theo nghĩa Lebesgue chân chính. Tích phân II “củ 
' 0 

không tồn tại theo nghĩa Riemann chân chính, cũng không tồn tại theo 

nghĩa Lebesgue chân chính, mà chỉ tồn tại theo nghĩa suy rộng (bằng 

Tr/2). 

3.3. TÍCH PHÂN COI NHƯ MỘT HÀM TẬP HỢP. Giả sử có một 
hàm số ƒ(+) khả tích trên một không gian X đối với một độ đo xác 
định trên một ø-đại số Z trong X. Ứng với mỗi tập Á € Z có thể xác 
định số 


À(4) = / ƒdu. (6) 


Như thế ta có một hàm tập À(.4). Hàm tập này cũng gọi là (ích phân 
bất định ƒ (+). 
Định lý 6. Hàm tập À(A) là ơ-cộng tính, nghĩa là nếu: A = 
U?® . Án, các Áa € Ở, rời nhau và nếu có ÍI (chẳng hạn nếu ƒ > 0) 
A 


XI, (?) 


thì 
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Ngược lại nếu có các tích phân Ã ƒ và nếu » Hi, |ƒ| < œ thì 
Sẽ có (7). 


Chứng minh. Giả sử ƒ > 0, và đặt „ = Uÿ_;.4, thì theo cộng tính, 
ta có, với mọi 


kh! bi! 


k=l 


Mặt khác vì Bị CB; C --- C A và U?:Bạ = A, nên 0 < 
X5, ƒ ⁄” ƒ(n —> œ) trên A và theo Định lý 3 


cà = J1 


Do đó suy ra (7). 
Đối với một hàm ƒ có dấu bất kỳ thì theo trên 


km XIỂu Ƒr¬ HC 


n=l n1 


và nếu J ƒ có nghĩa thì vế trái của một trong hai đẳng thức này phải 
Á 
hữu hạn do đó vế phải của nó cũng hữu hạn, cho nên ta có thể viết: 


ki pmrjr=S Ƒ t«r=Š [+ 


Ngược lại giả sử các tích phân J ƒ đều có nghĩa và ® / |/l< 
Án n= Án. 
oo. Khi ấy theo trên (vì |/| > 0). 


/ 11=3 Ƒ tI<œ¿ 


chứng tỏ rằng | ƒ| khả tích. Vậy ƒ cũng khả tích, nói riêng J ƒ có nghĩa 
A 
và do đó theo trên ta phải có (7). 1 


Chương 4. Tích phân I5I 


Định lý này cho thấy rằng nếu ƒ là một hàm khả tích, không âm thì 
hàm tập À(.4) xác định theo (6) là một đó đo trên ø-đại số 7. Rõ ràng 
nếu /(A) = 0 thì À(4) = 0. 


Một hàm tập triệt tiêu trên mọi tập có độ đo ¿ bằng 0 thường gọi là 
tuyệt đổi liên tục đối với độ đo u. Vậy hàm tập À(.4) là tuyệt đối liên 
tục đối với độ đo ú. 


Định lý 7. Nếi: ƒ khả tích trên A thì 
(Ve) (3ð > 0) (VE c A) [u(E) < ô ~Í |/|< e]- 
E 


- Chứng minh. Chỉ cần xét trường hợp ƒ > 0. Cho ƒ„ là dãy hàm 
đơn giản sao cho 0 < ƒ„ „ ƒ, và có thể giả thiết 0< ƒfạ < n. Vì 


fa => | ƒ nên 
A A 
(Ve > 0) Go) (Vn > nọ) Í (Ƒ— #2) <§. 


Ta hãy chọn ổ = n Khi ấy nếu £ C A, (E) < ð thì ta sẽ có 


jf Ư-.)* | 14 
[Ư-k)+ | ®é 


€ 5 € 
Si —=+==c. L] 
2 +nou(E)< 2+? € 


IA 


^ 


4. TÍCH ĐỘ ĐO VÀ TÍCH PHÂN LẶP 
Trong lý thuyết tích phân Riemann có những định lý cho phép qui 


một tích phân bội về một tích phân lặp. Chẳng hạn tích phân kép của 
một hàm liên tục ƒ(z, ) qui về hai tích phân đơn theo công thức 


ƒ Ƒ /œwsay= [` { Ƒ ƒ(z,y)dy } de 
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Sau đây ta sẽ tìm cách xác lập công thức tương tự cho tích phân 
Lebesgue. 


4.1. ĐỘ ĐO TRONG KHÔNG GIANTÍCH. Ta gọi (ích frực tiếp (hay 
tích Descartes) của hai tập X, Y là tập tất cả các cặp có thứ tự (z, 9) 
trong đó z € X,  € Y. Tổng quát hơn, tích trực tiếp của k tập 
Xi,X¿,.... X¿ là tập tất cả các dãy có thứ tự (Z,Za,..., Z¿), trong 
đó z¡ € X; (¡ = 1,2,..., k). 


Ký hiệu: Xị x X; x ‹-- x X¿ hay []Ê_¡ Xi. 


Ví dụ: không gian tọa độ k chiều IR* là tích trực tiếp của k đường 
thẳng số ïR, 


Có thể chứng minh dễ dàng các tính chất sau đây: 
l) (An x Bị)n (A4; x Bạ)= (4Á n4a) x (Eì 8 B›). 


2) Nếu AC X, BC Y thì (X x Y)\ (A x B) = [(X \ 4) xY]U 
[4 x (Y \ B)] và hai tập trong hợp ở vế phải này rời nhau. 


Thật vậy, để chứng minh tính chất I) chẳng hạn ta chú ý rằng nếu 
(z. v) thuộc tập (Ai x Øy) n1(4a x Öạ) thì (z,w) € A› x Bạ và (z, 9) € 
4¿ x B¿, tức là 


+€4Áy,€EP\, vàz€C 4¿, € Ðạ, 


hay z € Ái 4a,  € Bị Bạ. Vậy (z,) € (An 4a) x (Bị n B;). 


Bây giờ, cho một độ đo / xác định trên một ø-đại số #í trong một 
không gian X, và một độ đo xác định trên một øơ-đại số 3 trong một 
không gian Y. Ta sẽ luôn luôn giả thiết rằng ¿ và + là hữu hạn hoặc 
ơ-hữu hạn. 


Xét lớp tập 
Ê=MxN={AxB:AeM, Be1). 


Nói chung, £ không nhất thiết là một ø-đại số trong không gian tích 
X xY/; ø-đại số nhỏ nhất bao hàm Ê sẽ được ký hiệu : 3 x N. 

Vấn để quan trọng đặt ra ở đây là: xuất phát từ các độ đo ¿ và 
trên các ø-đại số %{ và N, xây dựng một độ đo trên ơ-đại số ?Mí xÑ. 
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Các tập có dạng A x B với A €1, B €é sẽ gọi là tập chữ nhật. 
Do I) và 2) ở trên ta thấy rằng: 


I*) Giao của hai tập chữ nhật là một tập chữ nhật . 
2*) Phần bù của một tập chữ nhật bằng hợp của hai tập chữ nhật rời 
nhau . 


Một lớp tập 2 được gọi là một iớp chính tắc nếu nó thỏa mãn hai 
điều kiện: 


8) 4; €2, A,n A4; = f (¡ # 7) > U5,A; € ®; 
b) A, €3. A; 5 A;,:(i = 1,2. .Ó => f%:4; ..5 
Bồ đề 5. M( x ^ là lớp chính tắc nhỏ nhất bao hàm Ê. 


Chứng minh. Cho ?® là lớp chính tắc nhỏ nhất bao hàm £. Vì một 


ơ-đại số đương nhiên cũng là một lớp chính tắc nên ® C xâN. Để 
chứng minh bao hàm thức ngược lại chỉ cần chứng tỏ rằng 7 là một 
ơ-đại số, và muốn thế chỉ cần chứng tỏ rằng ® có hai tính chất sau: 


œ) Qạ€c®=rn?,Qac€c*3; 
8) Qe®>@*°=(XxY)\Qe*. 


Khi ấy, do J2 Qa = (f2 ;Q£)° nên ® sẽ kín đối với phép hợp 
đếm được. 


% có tính chất œ. Cho ® = {Q e®%: (VE€£) QnEe*). 


Rõ ràng £ C 2¿ vì nếu Q € £, # € € thì theo nhận xét I*) Qf1\E € 
Ê C3, tức là Q € #®\. Vả lại, dễ thấy rằng 7®; là một lớp chính tắc, vì 
nếu Q„ € ®¡ và các Q„ rời nhau thì (J9 ,Q„) n E = U@®.(Qan#), 
trong đó các Q„ (1 £ rời nhau và Q„ f1 # € ® cho nên theo tính chất 
a) của lớp chính tác ®, J?° .(Q„ñ\) € 2, tức là (U£ ;Q„)n.E e ®, 
do đó J? ¡Q„ € ¡, chứng tỏ rằng #®¡ có tính chất a); và cũng bằng 
cách đó, có thể chứng minh rằng %® có tính chất b). Vậy #®; là một lớp 
chính tắc bao hàm €, và vì đĩ nhiên ®; C #®, mà Z lại là lớp chính tắc 
nhỏ nhất bao hàm £, nên ® = 3. 


Mặt khác cho ®¿ = {Q € ®: (VP e ®) QnPec?). 


Dựa vào đẳng thức ® = ?®¡ và định nghĩa của ?®; ta thấy ngay 
È C 3®¿. Hơn nữa, bằng phương pháp tương tự như trên, có thể chứng 


_———————-y-.———————.-- “~- =.- 


TT. 
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minh rằng %®; là một lớp chính tắc. Từ đó, cũng như trên ta đi đến kết 
luận 2# = %¿, nghĩa là lớp #8 kín đối với phép giao hai tập hợp, và bằng 
qui nạp, ta suy ra nó cũng kín đối với phép giao một số hữu hạn tập 
hợp. 

Bây giờ cho Q, € Ø (¿ = 1,2,...). Đặt 4a = f12„¡Q; ta có 
A„ € #® (vừa chứng minh), A„ 2 4„;¡, cho nên theo tính chất b) của 
3. rệt (A„ € Z® và do đó r¡Q¡ = nẸ ¡4a € ®. Vậy 2 có tính chất 
œ). 


3 có tính chất 8). Cho ®a = {Q € ® : Q° € ®} trong đó Q° là 
phần bù của Q trong không gian X x Y. 


Nếu Q € € thì Q* € Ø® theo nhận xét 2*) và theo tính chất a) của Z. 
Vậy £ C #®¿. Vả lại 7s cũng là một lớp chính tắc, vì nếu các Q„ € ®a 
và rời nhau thì (UP? ,Q„)° = '%¡@$ € #® (theo tính chất œ)), do đó 
J2 ¡Q„ € 2; chứng tỏ 7® có tính chất a) và bằng cách tương tự ta 
cũng thấy rằng %®; có tính chất b). Vậy chỉ có thể # = #®¿, tức là ® có 


tính chất /). | 
Tóm lại, ® có cả hai tính chất œ) và đ). Do đó nó là một ø-đại số, 


và ?® = 1M x ÉN. n 
Bồ để 6. Cho một tập bất kỳ Q € X x N. Ta có 

(¡) (Vz e X) Q#) ={y:(z,y)cQ}eN, (8) 

(Vụ e Y) Q) = {z: (z,) e Q} €1. (9) 


(ii) „(Q(*)) là một hàm số theo z đo được đối với u; u(Q(9)) là một 
hàm số theo tụ đo được đối với u. : 
-_ đi) J (Qt#))du = lÍ u(Q%))du. _ (10) 
Lo, Y 


Chứng minh. (¡) Cho Z là lớp tất cả các tập Q trong X x Y thỏa 
mãn điều kiện (8). Có thể thấy ngay rằng £ C Z vì nếu Q € ể, tức là 
Q=AxB(Ac®í(, BeệN) th 


G-Í} TẠO mm 


cho nên Q(*) c ẤN, tức là Q € Z. Mặt khác Z là một ø-đại số, vì nếu 
Q=U®4@,, Q¡ € Z (¡ = 1,2,...) thì Q# = U°,Qf”” € N, tức là 
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. Q€Z, cho nên # kín đối với phép hợp đếm được, và bằng cách tương 
tự, cũng có thể thấy rằng Z kín đối với phép lấy phần bù. Vậy Z là một 


ơ-đại số bao hàm £, do đó Z 5 x 3, và điều này có nghĩa rằng mọi 


tập Q € XM x % đều thỏa mãn điều kiện (8). Cũng như thế, ta chứng 
minh rằng Q thỏa mãn điều kiện (9). 


(¡) và (iii). Trước hết, xét trường hợp các độ đo /, hữu hạn. 
Cho ® = {Q € M x N: Q có (ii) và có (iii)}. Ta chỉ cần chứng 
minh rằng ® Ð X x Ñ. 


Dễ thấy rằng £ C #8, vì nếu Q € £ tức là = AxB(A€1, Be€ 
N), thì theo (11), ⁄(Q)) = 0 nếu z # A, và = (B) nếu z € 4, cho 
nên ⁄(Q(#)) là hàm số đo được theo z, và tương tự như thế, (Q0) là 
hàm số đo được theo g; đồng thời 


lI v(Qf#))dụ = J w(B)ảu = v(B) - u(A) , 
x A 


lÍ u(Q19)dự J u(A)du = u(A) - v(B) , 
Yyv B 


cho nên Q nghiệm đúng đẳng thức (10). 
Mặt khác 2 là một lớp chính tắc. Thật _ 


e Nếu Q = ƯƒS;Q,, các Q; € 2® (¡ = 1,2,...) và rời nhau, thì 
Q) = U29.Q), trong đó các Q# rời nhau, “4 nên 


u(Q®)) = Š`z(Qf2) = lim xà u(Q‡°)), 


i=] 


do đó (Q(*)) là đo được theo z, vì mỗi hàm số % (Qt#))(n = 
i=] 


2,...) đều đo được. Vì lý do tương tự, /(Q)) cũng đo được theo g. 
Đồng thời vì Q¡ € 7® nên / v(Qf*)dụ = 1 u(Qf))du và chú ý rằng 


(9) = Š `⁄(†P), w(Q%) = Ÿ (G1) ta suy ra từ đó 


i=] ¿=] 


| z@9)du= / u(Q9))du, 
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nghĩa là Q có (ii) và (1i). Vậy 7® có tính chất a) của một lớp chính tắc. 


_® Nếu Q = fn#.Q¡, Q¡ € 8 và Q¡ 2 Q;¿\¡(¿ = 1,2,...) thì 
Q#) = n®,@f°), trong đó Q®) e ®, @f°) 5 Qf), độ đo w hữu hạn 
nên :- 


(g9 ) `Š (Q8) (¡ 3 œ), 


do đó ⁄(Q(#)) là đo được theo z, vì mỗi hàm số ⁄(Q†*)) đều đo được. 
Vì lý do tương tự (Q!%)) cũng đo được theo . Đồng thời, theo Định 
lý 3 về dãy hội tụ đơn điệu ta có 


lv sỉ... 
x Xx 
-| n9) 1. [ (Q9, 
Y Y 


cho nên đẳng thức (10) được nghiệm đúng, tức là @ có (ii) và (iii). 
Vậy Z có đủ hai tính chất a) và b) của một lớp chính tắc. Vì £ C #® 
nên suy ra 3 2 /u xẮÂN. 
Bây giờ giả sử các độ đo /¿ và là ø-hữu hạn: 
X = U22, X;, cácX; rời nhau, u(X;) < ©œ; 
Ÿ = UZ;Y,, các Y; rời nhau, (Y;) < œo. 
Khi ấy, mỗi tập Q € X( x 3 có thể viết dưới dạng Q = U,;Q;¿, 
trong đó Q;; = Qñ\(X; x X;) là những tập rời nhau, có các tính chất 


(ii) và (ii) (theo phần đã chứng minh), cho nên, bằng phương pháp 
giống như trên, ta suy ra Q cũng có các tính chất (ii) và (iii). 


Bồ đề đã được chứng minh. I8 
Từ bổ để này ta thấy nếu với mỗi tập A⁄ x Nta đặt 


A(@)= Í_ +(Q®)du= Í ø(Q9)áz 
P.4 : bú 
thì A(Q) là một độ đo trên ø-đại số \⁄ x N. Độ đo ấy là hữu hạn nếu 


cả /¿ và cũng hữu hạn, và là z-hữu hạn nếu một trong hai độ đo /¿, 
là z-hữu hạn. Ta gọi nó là ¿ích của hai độ đo u, v và ký hiệu: 


À =uxư. 
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Dĩ nhiên với Q = A x B (A € M. BcN)tacó 
À(Q) = (u x w)(Q) = u(4) x v(B). 


Chẳng hạn, nếu X = Y = R, M = N = 6Ì, và w = w = ø (độ đo. 


Lebesgue trên đường thẳng) thì tích ¿` x ` là một độ đo trên ø-đại số 
£! x £'! trong mặt phẳng. Có thể chứng minh rằng khi "bổ sung" độ 
đo này bằng cách thêm vào ø-đại số nói trên tất cả những bộ phận của 
những tập (thuộc ø-đại số ấy) có độ đo 0, thì ta sẽ được độ đo Lebesgue 
¿2 trong mặt phẳng. 


4.2. TÍCH PHÂN LẶP. Sau khi đã định nghĩa độ đo tích, ta có thể 
chứng minh định lý quan trọng sau đây: 


Định lý 8 (Fubini). Cho /u là một độ do ơ-hữu hạn trên một ơ-đại số 
X( trong không gian X, u là một độ đo ơ-hữu hạn trên một ơ-đại số 
trong không gian Y, ƒ(z, 9) là một hàm đo được theo độ đo À = ậu x U. 
Nếu ƒ(+,) không âm hoặc khả tích trên tập A x B € 1M x ÑN thì ta 


có 
Mộ cai xuân Ị ( lÌ ƒ(+,)du)d = k ( Ẳ xuớ” 


và khi ƒ(z, ụ) khả tích trên A x B thì, với hầu hết mọi ụ € B, hàm số 
ƒ(+. u) xem như hàm số theo một biến + là khả tích trên A; đồng thời, 
với hâu hết mọi z € A, hàm số ƒ (+, 9), xem như hàm số theo một biến 
, là khả tích trên B. 


Ý nghĩa của định lý này là nó cho phép, trong những điều kiện đã 
nêu, thay một tích phân bội bằng một tích phân lặp hoặc thay đổi thứ 
tự lấy tích phân trong một tích phân lặp. 

Chứng minh. Bằng cách đặt ƒ(z.) = 0 khi z ế A, hay z £ B, có 
thể giả thiết rằng A :z X, Ö = Y. Vả lại chỉ cần chứng minh đẳng 
thức thứ nhất trong (12) vì đẳng thức thứ hai cũng chứng minh tương 
tự. 

Giả sử ƒ = Ä@, trong đó Q đo được đối với À = u x z (tức là 
Q €X x1). Dĩ nhiên 


J %qdÀ = À(Q), 
XxY 


—————————ễ__—_——_— 
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và theo định nghĩa độ đo tích : 
A(@)= [ w(Q9)= _ »(9®)4„ 
Y X 
Nhưng với mỗi cố định: 


u(Q%) = J Äa(z, y)dụ 
x 
vì rõ ràng: 


(u) 
Äq(z, 0) = § : si 


Vy  [ 4azvMdA= | LÍ Xa(z.v)dwdr, 
xxY Yy.Jx 
nghĩa là công thức (12) đúng cho các hàm đặc trưng của những tập đo 
n 
được. Dò đó nó cũng phải đúng cho các hàm đơn giản ƒ = 3 a;ÄQ,, 


= 
và cho cả các hàm ƒ > 0, vì nếu gọi ƒ„ là dãy hàm đơn giản sao cho 
0<ƒf/a„”/thì 


ñdA= [(| hả), 
xxY y Jx 
và áp dụng định lý về hội tụ đơn điệu để qua giới hạn ta suy ra . 


Fñ „J4 = / ( / ƒdụ) du. 


Nếu ƒ > 0 và khả tích theo độ đo À thì 
Lụ ƒ(z. )du)du = J ƒ(+.)dÀ < œ. 
Yy Jx XxY 
chứng tỏ rằng hàm số 
G(w) = J ƒ(+.w)dụu 


khả tích, do đó phải hữu hạn hầu khắp nơi, nghĩa là ƒ(z, ) khả tích 
theo / với hầu hết mọi . 
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Trường hợp tổng quát suy ra từ trên bằng cách phân tích ƒ = ƒ* - 
.. n 
Chú ý rằng nếu những điều kiện nêu trong định lý Fubini không 
được thỏa mãn thì có thể xảy ra trường hợp có tích phân lặp trong (12) 
nhưng không có tích phân bội, hoặc có các tích phân lặp, nhưng chúng 
không bằng nhau . 3 


/ 


5. TÍCH PHÂN VÀ ĐẠO HÀM TRONG 


Ở trên đã trình bày lý thuyết tích phân một cách tổng quát. Bây giờ 
ta hãy đi sâu vào trường hợp thường gặp của tích phân trong và xét 
vấn đề liên hệ giữa hai phép toán tích phân và đạo hàm. 


Theo một định lý cơ bản trong giải tích cổ điển thì đó là hai phép 
toán ngược nhau, theo nghĩa : nếu hàm số ƒ(z) liên tục thì tại mỗi điểm 
+ tích phân bất định 


F() = J ˆ ƒ)a (13) 
có đạo hàm bằng 
F'tš) = ƒ). (14) 


Ngược lại, nếu hàm số Ƒ'(z) có đạo hàm liên tục F”(z) = ƒ(z) thì từ 
đạo hàm này có thể tìm lại (2z) theo công thức 


F(z) = F(a) + J ˆ f)ảt. (15) 


Ở đây, tích phân hiểu theo nghĩa Riemann, và giả thiết về liên tục rất 
hệ trọng. Nếu chuyển sang tích phân Lebesgue thì liệu có thể bỏ được 
giả thiết ấy và thay bằng một giả thiết nhẹ hơn không? (ví dụ: chỉ đòi 
hỏi ƒ(z) khả tích). Như thế, có hai vấn đẻ: 


1. Nếu ƒ(z) chỉ khả tích (L), chứ không nhất thiết liên tục, thì đẳng 
thức (14) còn đúng nữa không? 

II. Với những điều kiện nào thì F(z) có đạo hàm ƒ(z) khả tích (L) 
và có thể khôi phục lại được #(z) từ ƒ(z) theo công thức (15) ? 


*Xem chẳng hạn I.P. Natanson "Lý thuyết hàm số biến số thực”, Matxcơva, 
1957 (tiếng Nga) 


_n 
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Vì sự thay đổi giá trị của ƒ(z) trên một tập có độ đo 0 không ảnh 
hưởng gì đến giá trị của tích phân (13) nên trong vấn đề I ta không đòi 
hỏi đẳng thức (14) phải đúng tại từng điểm, mà chỉ cần nó đúng hầu 
khắp nơi là được. 


Sau đây sẽ lần lượt giải quyết hai vấn đề ấy. 


5.1. ĐẠO HÀM CỦA MỘT HÀM SỐ ĐƠN ĐIỆU. Trước khi bàn tới 
đẳng thức (14), cân xét xem đạo hàm Ƒ*(z) của tích phân (13) có nhất 
thiết tồn tại không. 

Ta để ý rằng tích phân bất định của một hàm số ƒ(z) khả tích bao 
giờ cũng là hiệu của hai hàm số đơn điệu không giảm. Thật vậy, ta có 
Ƒƒ=ƒ*-ƒ và 


/ ˆ Ƒ(t)ảt = / ˆ Ƒ*(t)dt - Í ˆ “(tìm 


trong đó các hàm số 


Gự) = [ f*. Hạ) = [ 7" 


không giảm vì ƒ† > 0, ƒ~ > 0. Thành thử vấn đề tồn tại đạo hàm 
của một tích phân bất định được đưa về vấn đề tồn tại đạo hàm của các 
hàm số đơn điệu nói chung. 


Ta hãy chứng minh vài bổ đề. 


Bồ đề 7. Cho A là một tập bất kỳ nằm trong khoảng (a,b) , 3 là 
một lớp khoảng, sao cho mỗi điểm + € A đều là mút trái của ít nhất 
một khoảng A = (z,+ + h;) € ä. Khi ấy có tồn tại một số hữu hạn 
khoảng rời nhau A+, À¿,...,„ € ã phú lên một tập con A' của A, 
với độ đo ngoài u*(A') > w°(A) — e, và £ là một số dương tùy ý cho 
trước. 

Thật vậy, cho Á„ là tập các điểm z € 4 mà có ít nhất một khoảng 
(z,z + h„) € ã, với h„ > 1/n. Rõ ràng 

A=U?®2; Áa, Áa C Áa+i (n =1,2,...). 


Theo định nghĩa độ đo ngoài của 4„, ta có thể tìm được một tập mở 
Œ„ sao cho G„ Ð A„ và u(G„) < 0*(Aa) + +, trong đó rj là một số 
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dương tùy ý. Ta hãy đặt E„ = f22„G;,  = U¡n. Đương nhiên 
các tập #2„ và do đó tập # là đo được, và #ạ C #-¿¡ nên (E) 
lim #( Ea). Vả lại, vì Aa C Ea C Ga nên °(Áa) < /°(Ea) 
H(En) < (Ga) < HÈ(Aa) + tị và chú ý rằng r > 0 nhỏ tùy ý ta 
suy ra, khi n — oœo : lim *(Áa) = lim (Ea) = u(E). Nhưng do 
Hì -+OO 
E25 A (vì mỗi Eạ Đ 4a) nên u(E) > (4). Vậy chọn n đủ lớn, 
ta sẽ có /“(Áa) > *(A) —- e/2. Bây giờ cho a; và bị là các cận đưới 
đúng và cận trên đúng của 4„, và ! = b¡ — ay. Đặt ô = 2m +T) ta 


hãy lấy trong Á„ một điểm z¡ với a < z¡ < aø¡ + ổ, và một khoảng 
(Z\,#¡ + hị) € 4 có độ đài hị > 1/n (khoảng này tồn tại theo định 
nghĩa của A„). Nếu bên phải điểm z; + hạ còn có những điểm của Á„ 
thì ta xét cận đưới đúng a¿ của tập các điểm ấy. Cho z; là một điểm của 
Áa với a¿ < z¿ < a¿ + ỗ và (z¿, z¿ + hạ) là một khoảng trong lớp 3 có 
độ dài hạ > 1/n. Cứ thế tiếp tục mãi, nhất định ta sẽ đạt tới b¡ sau một 
số s bước với s < r4! + 1, vì rằng độ đài đoạn [aạ, b;] là mà mỗi bước 
nhích ta gần lại điểm b, một khoảng lớn hơn 1/n. Cho A¡, Aa,..., A, 
là các khoảng đã chọn được theo cách đó, và 4 = 4a 1Uÿ_;ôÂ;. Rõ 
ràng các khoảng này phủ lên A', và vì An) A? CUƒ_;Íz¡ — ỗ, z¡] nên 
ứˆ®(Aa\A') < sô < ( CD ĐI 7y mg = bỆ do đó u*(Áa) < u°(A')+ 
H(A\ 4) < g*(A!) + 5, hay #Ẻ(A') > HẺ(An) — 2 3 wÈ(4) —e. 0 


Bồ đề 8. Giả thiết thêm rằng với mọi số rị > 0 nhỏ tùy ý, tại mỗi 
điểm + € A đều có ít nhất một khoảng (+, z + h„) € 3 với h„ < rị. Khi 
ấy, cho trước một tập mở bất kỳ GŒ Đ A, ta có thể chọn những khoảng 
Ai.4¿....., A, trong Bổ để 7 sao cho chúng đều nằm trọn trong tập 
G. 


Thật vậy, cho đ¡ là tập các khoảng của lớp 4 nằm trọn trong Œ. Vì 
G là tập mở nên mỗi điểm z € G phải nằm trong một khoảng nào đó 
(z —ị, z +) C G. Theo giả thiết bổ sung z là mút trái của ít nhất 
một khoảng thuộc lớp ã với độ dài nhỏ hơn +, tức là của một khoảng 
thuộc lớp đ›. Áp dụng Bổ để 7 cho ẩ; ta sẽ suy ra kết qui. 


Định lý 9. Một hàm số F(+) đơn điệu trên một đoạn |a, b} thì có 
đạo hàm hầu khắp nơi trên đoạn ấy. 


| 
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Chứng minh. Ta đặt 
—~ễ 
D,(z) = lim Tu nh, 
h«+0y 
_— F(z + h) = P{œ 
D*() = lìma -o, Tư, ã 
h) - F 
D-(z) = lim ng nh 
h—0. 
man mà 
Drtr) = Ra, TẾ, 


Đương nhiên D,(z) < D*(z), D.(z) < D”(z) và điều kiện cần và 
đủ để có đạo hàm #*(z) tại z là cả bốn số trên bằng nhau. Ta chứng 
mình trước hết rằng tập 4 = {z: Ð„(z) < D*(z)} có độ đo 0. 
Giả sử Ƒ'(z) đơn điệu không giảm. Cho p, ¿ là hai số hữu tỉ (p < 4) 
và 
Aø„ = {z: D.(z) <p<q< D*(z)}. 


Vì 4 = U„„4„„ (hợp một số điểm được tập hợp) nên chỉ cần chứng 
mỉnh rằng mỗi A;„ có độ đo bằng 0. 

Giả sử trái lại rằng có một tập 4„„ với *(4;„) = a > 0. Ta hãy 
lấy một tập G 2 4„„ sao cho (G) < œ+£. Mỗi điểm z € 4; 
là mút trái của những khoảng nhỏ tùy ý (z.z + h) với F(z + h) = 
F(z) < hp. Vậy theo Bổ để 8, có một số hữu hạn khoảng rời nhau 
(Z¡.#¿ + hị) (¿ = 1,2,...,r) nằm trọn trong G, và phủ lê một tập 
AC Aạ¿ với u*(A!) > œ — e. Dĩ nhiên 


Š—h, < u(G) <+€, 


i=] 


r " 
Š {F(i + hì) — F(i)} < pồ „hị < p(a +). 
¡=l £=l 
Nhưng mỗi điểm z € A!/ lại là mút trái của những khoảng nhỏ tùy ý 
(z, z + h) với 
F(+ + h) - F{(z) > kq, 
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nên cũng theo Bổ đề 8, có một số hữu hạn khoảng rời nhau (y/¡, ; + 
k;) (7 = 1,2...., 9) nằm trọn trong tập mở Lƒ_ ¡(Z;, z; + h,) và phủ lên 
một tập con của 4“ có độ đo ngoài lớn hơn /*(Á) — £ > œ — 2. Ta có 


3 `{F(w + ky) - Fu)] >+3>k > q(œ — 2£) , 
J#l 


j=l 


và vì '(z) đơn điệu không giảm mà U; (1, ¿ + k;) € O/(#¡, #¡ + hị) 
nên 


3 `{FƑ(w + ký) = F(w)} < Ÿ{F( + hị) — F(a)). 
ở 5 ỉ 


Vậy q(œ = 2£) < p(œ + £), điều này không thể xảy ra nếu e đủ nhỏ. 

Thành thử (A) = 0, tức là 2,(z) = D†(z) hầu khắp nơi. Bằng 
cách tương tự ta cũng chứng minh rằng 2 _(z) = D“ (z) hầu khắp nơi. 
Mặt khác, trong lập luận trên có thể thay 2*(z) bằng D~(z) : mỗi 
điểm z € 4/ sẽ là mút phải của những khoảng nhỏ tùy ý (z — k,+}) 
với F(z) — F{z — k) > kạ, và cũng theo cách trên, ta đi tới kết quả 
D,(z) > D-~(z) hầu khắp nơi. Tương tự như thế D_(z) > D*(z). 
Tóm lại D_(z) = D”(z) = D.(z) = D*(z), tức là #”(z) tồn tại hầu 
khắp nơi trên đoạn [a, b}. Định lý đã được chứng minh . I8) 

Dĩ nhiên hiệu của hai hàm số đơn điệu cũng có đạo hàm hầu 
khắp nơi. Nói riêng nếu ƒ(z) khả tích thì tích phân bất định F(z) = 
là ƒ(f)dt có đạo hàm hầu khắp nơi. Vấn đề còn lại là Ƒ”(z) liên hệ 
với ƒ(z) như thế nào. 

5.2. ĐẠO HÀM CỦA TÍCH PHÂN BẤT ĐỊNH. 

Bồ đề 9. Nếu F(+z) không giảm (trên |a, bÌ) thì FY &) khả tích và 


ị F*(z)dz< F(b) — F(a). 


Vì [FƑ'(+ + h) — F(z)]/h > 0 (F{z) không giảm) và khi h — 0 tỉ 
số ấy dân tới F”(z) hầu khắp nơi nên theo Bổ đề Fatou : 


/ "P'(z)dz < lim / 'F@+h) TP (16) 


h 
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Ta hãy đặt F'(+) = F) với z > b. Vì Ƒ(z) khả tích (R) nên tích 
phân ở vế phải của (16) có thể hiểu theo nghĩa Riemann. Đổi biến số, 
ta có thể viết tích phân ấy dưới dạng 


1 /+h 1 /? 


Bồ để 10. Nếu g(+) khả tích và với mọi + trong đoạn |a, bÌ ta đều có 
J g()dt = 0 thì g(z) = 0 h.k.n. 

Thật vậy, nếu trái lại, ø(z) # 0 trên một tập có độ đo dương thì một 
trong hai tập Á = {z : g(z) > 0}, B = {z: ø(z) < 0} phải có độ 
đo dương, ví dụ (4) > 0, và do đó u{{œ, b|) \ A) < b — a. Ta hãy lấy 


một tập mở # bao hàm Ía, b} \ A và có dạng # = U;A; trong đó A; là 
những khoảng rời nhau, với $. |A;| < b — a. Ta có 


J,9œ)=3 [ sứ). 


nhưng dựa theo giả thiết dễ thấy rằng tích phân trên mọi khoảng đều 
bằng 0 cho nên Lae =0, và do đó 


8 | : 
Í kẻ J = J = Ô. | (17) 
[a,b]\E [a,ð E 


Mặt khác, vì 5”.|A;| < b— a nên ¿((a,b|) \ E) > 0 và vì rõ ràng 
la, b]\ E C A nên ø(z) > 0 trên tập [a, b] \ E2. Điều này mâu thuẫn với 
(17) vì nếu ø(z) > 0 trên [a, b]\ E thì đẳng thức (17) kéo theo g(z) = 0 
h.k.n. trên |a, b] \ E. Vậy ø(z) = 0 h.k.n. n 


Định lý 10. Đạo hàm của tích phân bất định 


F@) = Ï ˆƒ0)d, 
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của một hàm số khả tích ƒ(+) bằng F"(+) = ƒ(+) hầu khắp nơi. 
Như vậy vấn đề I được giải quyết trọn vẹn. 


Chứng minh. Trước hết, chú ý rằng #'{z) là một hàm số liên tục 
vì theo Định lý 7, (Ve > 0)(3ô > 0)(Vh < ô) |F(z +h) - F)| < 


œ+h 


Lƒ(#)|dt < e. 
” Mặt khác, chỉ cần chứng minh rằng 


(vz) / ˆ F'tĐ)dt = F() — F(a) , (18) 
vì khi ấy | 
(Yz) / ˆ P'(t)dt = / ` Ƒ(Ð)dt hay / “tF'@) — ƒ0)|dt = 
và do đó theo Bỏ để 10, F"(z) = ƒ(z) hk-n. 


Ta xét hai trường hợp: 
I) ƒ(z) bị chặn : ” < K. Khi ấy 
cu. I~ ƑẸ _/(04| <K 
Theo Định lý 9, 


ng Tế — Ƒ'{z) hkn.. 


cho nên áp dụng định lý về hội tụ chặn, ta có : 


Na —.nk F0) 


Nhưng cũng như trong chứng minh Bổ đề 9, dễ thấy rằng 


z . z+h a+h 
/ Tnhh. R / F()4t — + / F(t)dt 


và vì (z) liên tục nên hiệu số này dần tới F'(z) — F'(a). Do đó 


II ˆ P'(t)ät = F(z) — Fta). 


.. —— t¬—————————=-mmm se 
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2) ƒ(z) bất kỳ. Bằng cách phân tích ƒ = ƒ* — ƒ~ có thể qui về 
trường hợp ƒ > 0. Đặt ƒ„(z) = min {n, ƒ(z)} ta có ƒ — ƒ„ > 0, nên 


hàm số ' 
[ ưt)- 0.(0)a 


không giảm và do đó đạo hàm của nó không âm, tức là 


[ƒư ~/,)| >0 hay [/ 7] > [Ƒ s]hka. 


Nhưng vế trái của bất đẳng thức này chính là F*(z), còn vế phải thì 
bằng ƒ„(z) theo phần chứng minh ở trên, vì ƒ„(+) bị chặn. Thành thử 
F*(z) > ƒa(z) h. k.n. và cho m‹ —> co, ta có 


F(z) > ƒ(z) hk.n. 
Vậy 
Ỉ F'(t)ảt > II ƒ(t)dt = F(z) — Fa) , 


từ đó suy ra (18) vì theo Bổ để 9 bất đẳng thức ngược lại cũng đúng. 
Định lý đã được chứng minh. D 


5.3. HÀM SỐ CÓ BIẾN PHÂN BỊ CHẶN VÀ HÀM SỐ TUYỆT ĐỐI 
LIÊN TỤC. Cho một hàm số #'(z) xác định trên đoạn [a, b}. Ta gọi biến 


phân của Ƒ'{z) trên đoạn ấy và ký hiệu V*(F) là cận trên đúng của các 
SỐ 


n—1 
3)|F(¿a)—F()|  - (19) 
¡=0 
lấy theo tất cả các cách chia đoạn [a, b} bởi những điểm a = zọ < z¡ < 
..+ < #a = Ùb. (n là số tự nhiên tùy ý). Hàm số Ƒ(z) gọi là có biến 
phán bị chặn (giới nội) nếu V°(F`) < œ. 
Một hàm số đơn điệu không giảm Ƒ'{z) thì bao giờ cũng có biến 


phân bị chặn, vì tổng (19) đối với nó luôn luôn Bằng F(b) — F(a), bất 
kể chia đoạn |a, b] như thế nào. 


Dĩ nhiên V⁄2(F'+@) < V‡(F) + V‡(G), cho nên tổng hay hiệu của 
hai hàm số có biến phân bị chặn thì cũng có biến phân bị chặn . Nói 
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riêng, hiệu của hai hàm số đơn điệu không giảm thì có biến phân bị 
chặn . Ngược lại cũng đúng, nghĩa là: - 
Một hàm số F`(+) có biến phân bị chặn khi và chỉ khi nó là hiệu 
của hai hàm số đơn điệu không giảm. 
Thật vậy, giả sử Ƒ'(z) có biến phân bị chặn. Cho V(z) = V¿+(F) 
và F1(z) = ‡|V(z) + F(z)Ì. Fa(z) = 3[V(z) — F(z)). Nếu a < 
zˆ < z7 < Ò thì rõ ràng với mọi cách chia đoạn Ía, z/] bởi những điểm 
a = đọ < T¡ <... < + =7, ta có 
p—l 
2 _„|F(i+a) — F(ei)| + |Ƒ@") — F(g)| < V(") 
i=0 
cho nên V(z') + |FƑ(z”) - F(z)| < V{(z"), hay V{(z") - V{z') > 
|f'(z”)— (2')|, và do đó ta suy ra các hàm số Ƒ) (z). Fa(z) đều là đơn 
điệu không giảm. Đương nhiên 


F(z) = F\(z) - Fz(z) (20) 
đó chính là cách biểu diễn đòi hỏi. 


Kết hợp với Định lý 9 ta thấy rằng: một hàm số có biến phân bị 
chặn thì có đạo hàm h.k.n. 


Một hàm số ?*(z) được gọi là tuyệt đối liên tục trên đoạn Ía, ð} nếu 
với mọi e£ > 0 cho trước đều có ô > 0 để cho với mọi hệ khoảng 
(ai, Ðy)..... (đa, bạ) rời nhau: 


2 „(b — &) < 6= 3 ”|F(b,) — F(a,)| < e. 


‡=] te] 

Rõ ràng một hàm số tuyệt đối liên tục thì càng phải liên tục theo 
nghĩa thường, vì trên đây có thể lấy r› = 1. Vả lại một hàm số tuyệt đối 
liên tục thì phải có biến phân bị chặn vì theo điều kiện trên, biến phân 
của nó trong một khoảng bất kỳ có độ dài ổ sẽ không vượt quá £, cho 
nên biến phân của nó trong toàn đoạn [a, b} không vượt quá L-hai. -4 
Do đó một hàm số tuyệt đối liên tục cũng có đạo hàm h.k.n. 


Tổng hay hiệu của hai hàm số tuyệt đối liên tục đĩ nhiên cũng tuyệt 
đối liên tục. 
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Ở trên ta đã thấy rằng tích phân bất định của một hàm số khả tích 
bằng hiệu của hai hàm số không giảm, cho nên có biến phân bị chặn. 
Hơn nữa: Tích phân bất định của một hàm số khả tích là tuyệt đối liên 
tục. 


Thật vậy, theo Định lý 7, nếu ƒ khả tích trên [a, b] thì 


(V: > 0)(3ð > 0)(VE C |a,B]) [„(E) < => J I/|< ð]. 


"n 
Lấy E = U?_;(a;, b;), ta thấy rằng nếu 3 `(b¡ — a¡) < ô thì 


te] 
< -_N... n nhi 
3/0) =7@)I=I3> [ /I<3" Ƒ:I= | lI<« 


5.4. VẤN ĐỀ TÌM LẠI NGUYÊN HÀM. Bây giờ ta chuyển sang vấn 
đề II đã nêu ra: với những điều kiện nào thì có thể khôi phục một hàm 
số Ƒ*(z) từ đạo hàm Ƒ*(z) của nó bằng công thức 


F(r+) = F(a) + lR F(t)dt.  - (21) 


Theo những kết quả trên, #'(z) phải tuyệt đối liên tục, vì là một tích 
phân bất định. Dưới đây sẽ chứng minh rằng điều kiện ấy không những 
cần mà cũng đủ. 


Bồ đề II. Nếu một hàm số F{z) tuyệt đối liên tục có đạo hàm 
t "(z) = 0 h.k.n. thì F(œ) phải là một hằng số.. 


Thật vậy, cho A4 là tập các điểm z tại đó Ƒ*”(z) = 0. Mỗi điểm 
z thuộc A là mút trái của những khoảng (z,z + h) nhỏ tùy ý, với 
|fƑ'z + h) — F(z)| < ch (e > 0 cho trước). Theo Bổ để 7, có thể 
tìm được một số hữu hạn khoảng (+, z + h) rời nhau, phủ lên một tập 
A'C A với u*(A!) > w(A) — Š = (b—a) —õ (ổ > 0) cho trước bất kỳ. 

Gọi zạ, z¿,..., z„ là các điểm mút của những khoảng đã chọn, 3>, 
là tổng lấy theo các khoảng này, 3, là tổng lấy theo các khoảng bù 
(tức là các khoảng còn lại trên đoạn |a, b} sau khi rút đi khỏi đoạn này 
các khoảng đã chọn). Ta có 


LF@) — F(4)| < 3 }|FƑ(œ+ì) — F(0)| + 3 2 ÍF(i+i — F(,). 
1 2 
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Nhưng 
3” |FƑ(ga) — ƒ(| < £ (ái — #¡) < e(bT 4), 


còn tổng 53„ |F(#¡+¡) — F(z¡)| thì đần tới 0 khi ổ => oo do giả thiết 
về tuyệt đối liên tục, vì )2;(Z¡+¡ — #¡) < ổ. Vậy cho ô — Ö ta có: 


[F(ð) — F(a)| < e(b— 4), 


và vì e£ > 0 nhỏ tùy ý ta suy ra Ƒ{b) = Ƒ(a). Thay b trong lập luận 
trên bằng một điểm z bất kỳ trong đoạn [a, b| ta có f*(z) = #(a) với 
mọi z. D 


Định lý 11. Nếu F(+) là một hàm số tuyệt đối liên tục thì đạo hàm 
F"(z) của nó khả tích và ta có 


F(z) = F(a) + J : F'(t)dit. 


Chứng minh. F(z) là tuyệt đối liên tục thì phải có biến phân bị 
chặn và có thể biểu diễn dưới dạng 


f() = Gữ) — H(z) , 


trong đó G(z), H(z) là những hàm số đơn điệu không giảm. Theo 
Bổ đề 9 các hàm số này có đạo hàm Œ'(z), H“(z) khả tích, cho nên 
đạo hàm Ƒ"(z) = G!(z) — H'(z) cũng khả tích, và tích phân bất định 


li F"”(t)dt là một hàm số tuyệt đối liên tục. Do đó hiệu số L(z) = 


tư) ~ Ỉ F“(†)dt cũng tuyệt đối liên tục, và vì 1⁄(+z) = 0 h.k.n., nên 
theo bổ để trên L(œ) = L(a) = F(a) tức là 


F{(z) — lÍ ˆ PˆĐ)dt = Fta). = 


Như vậy: một hàm số F(+) là tuyệt đối liên tục khi và chỉ khi nó 
có thể biểu diễn thành tích phân bất định của một hàm số khả tích. 


Với Định lý 11, vấn đề II có thể coi là giải quyết xong, nếu ta chỉ 
quan tâm đến điều kiện về nguyên hàm Ƒ'(z). Nhưng nếu ta quan tâm 
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đến điều kiện về đạo hàm #*(z) thì vấn đề sẽ phức tạp hơn, và đòi hỏi 
phải vận dụng khái niệm tích phân Denjoy (rộng hơn khái niệm tích 
phân Lebesgue) thì mới giải quyết triệt để được: có thể chứng minh 
rằng nếu Ƒ'(z) có đạo hàm #"(z) hữu hạn tại mọi điểm thì công thức 
(21) đúng, nhưng trong đó tích phân phải hiểu theo nghĩa Denjoy. 


Đối với tích phân Lebesgue ta có kết quả sau đây: 
Công thức (2l) đúng, nếu đạo hàm F“(z) có tại mọi điểm và bị 
chặn . 


Thật vậy, nếu |#”(z)| < K thì |F(++h)— F(z)| = |F"(z+0h).h| < 
W*h, cho nên 


2> |F(bi) — F(a)| < K Ö )0, — ã), 

1=] i=] 
do đó suy ra ngay Ƒ'(z) tuyệt đối liên tục, và vì thế công thức (21) 
đúng. 


6. TÍCH PHÂN STIELJÈS 


6.1. ĐỘ ĐO VÀ TÍCHPHÂNL.S. Trong l8, độ đo Lebesgue đã được 
xây dựng bằng cách xuất phát từ độ dài thông thường và khuếch thành 
độ đo trên một ø-đại số bao gồm các gian. Độ dài là một ''hàm số 
gian”, theo nghĩa: ứng với mỗi gian A có một số |A| gọi là độ dài của 
nó. Dưới đây ta sẽ xuất phát từ một '*'hàm số gian" tổng quát hơn độ 
dài và bằng cách tương tự sẽ xây dựng một độ đo tổng quát hơn độ đo 
Lebesgue trong R, gọi là độ đo Lebesgue-Stieljès (L.S.). 


Ta hãy lấy một hàm số đơn điệu không giảm ø(z) (bất kỳ) và xác 
định một hàm số Œ như sau trên các gian: 
Gfa.b} = g(b+0) — g(a— 0); G[a,b) = g(b — 0) — g(a — 0); 
G(a,b} = g(b+0) — g(œ+0); G(a,b) = g(b — 0) — g(a + 0). 
Sau đó, trêr đại số € tạo nên do các tập có thể biểu diễn thành hợp của 
một số hữu hạn gian rời nhau, ta xác định cho mỗi tập P = Ư?_;A; € 
€ (A; là những gian rời nhau) : 


mạ(P) = 3 ` G(A,). (22) 


=1 


éc,. (25 - 24a xi 


VY TC =.^“ 26 2-^Z:a dan 2x sá£t 22006 <6.” Ai 
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Bằng cách hoàn toàn tương tự như đối với độ đo (L) trên đường 
thắng t (Chương 3, tiết 3), có thể chứng minh rằng rm„ là một độ đo 
trên đại số € và là độ đo duy nhất thỏa mãn điều kiện : rn,(A) = G(A) 
cho mọi gian. 


Cách chứng minh dựa vào tính chất sau đây của Œ: cho trước một 
gian À và một số £ > 0 tùy ý, bao giờ cũng tồn tại một khoảng (mở) 
Ar5 A sao cho G(A') < G(A) + e. Thật vậy, nếu AÁ = [a, b) chẳng 
hạn thì G(A) = ø(b — 0) — g(a — 0), và ta phải tìm được một điểm 
a“ < a sao cho 0 < gía — 0) — g(z) < £ với mọi z € (a/,a) và 
do đó 0 < gía = 0) — g(a' +0) < £e; khi ấy A' = (œ',b) 5 A và 
G(A”) = g(b — 0) — g(œ'+0) < G(A) +. 


Theo Định lý 7, độ đo rn„ trên € có thể khuếch thành một độ đo /„ 
trên một ø-đại số ©„ Đ Z(€) = 2Ð (ơ-đại số Borel). Độ đo này gọi là 
độ do Lebesgue-Stieljès (L.S.) cảm sinh bởi hàm số g. 


Dễ thấy rằng nếu hai hàm số ø;(z) và ø;(z) (không giảm) có giá trị 
bằng nhau tại mọi điểm, chỉ trừ tại những điểm gián đoạn, thì „, = /„,, 
vì theo các công thức xác định G(A) thì giá trị của hàm số ø{(z) tại 
những điểm gián đoạn không quan trọng. Do đó khi xác định độ đo 
L.§. cảm sinh bởi một hàm số ø(z) bao giờ cũng có thể coi như ø(z) 
liên tục bên phải (hoặc liên tục bên trái). 

Ví dụ. 1. ø(z) = z. Khi ấy G(A) = A : độ đo cảm sinh chính là 
độ đo Lebesgue trên đường thẳng. 


2. øg(z) là một hàm bậc thang tăng dần. Ta có „(A) = 0 nếu A 
không chứa điểm nhảy nào, „[a] > 0 đối với mỗi điểm nhảy a. 


Độ đo L.S. thường gặp trong nhiều vấn để thực tế. Chẳng hạn, nếu 
vật chất được phân bố trên đường thẳng và ø(z) biểu thị khối lượng tập 
trung trên nửa đường thẳng (—oo, z] thì độ đo „(4) là khối lượng tập 
trung trên tập 4; hoặc, nếu một đại lượng ngẫu nhiên £ có thể lấy mọi 
giá trị thực, và ø(z) biểu thị xác suất để —oo < € < z, thì độ đo „(4) 
là xác suất để £ € A. 


Cho /:„ là độ đo L.S. cảm sinh bởi một hàm số không giảm ø(z), ƒ(z) 

là một hàm số /¡;-đo được trên một tập 4. Nếu tích phân J ƒ(z)duy 
Ạ 

tồn tại thì nó cũng được gọi là tích phản Lebesgue-Stieljès (L.S.) của 


3 
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Hình 15 


ƒ(z) theo g(z) trên A và cũng được ký hiệu: 
` d ệ 
LS) / /4)4 
Chú ý rằng nếu /„(aÌ > 0 thì 
ị 16)44) = /(6).mjl] > 0: 
cho nên các tích phân L.S. ồ Í ồ Ề : không nhất thiết 
(ab) J[a®b) /[ab} (a4) 
bằng nhau. Để tiện, ta qui ước 
b : 
(L.S.) J ƒ(+z)dø(z) = / +ƒ(b)[ø(b)—ø(b—0)]+ ƒ (a)|ø(a+0)—ø(a)]. 
a (a,b) 


Trong trường hợp ø(z) là một hàm số có biến phân bị chặn trên đoạn 
[a, b] thì theo kết quả ở mục 3, 


9(z) = 0(#) — Ø(2) , 
trong đó ø;(z), ga(z) đơn điệu không giảm và 
a(z) = sIV(z) + s(2)|, ø(z) = sÍVÉ) - ø3)), 


với WV(z) = V£(ø). Bằng cách cho ø(z) = 0 nếu z < a hoặc z > b có 
thể coi như ø(z), g¡(z), øa(z) được xác định trên toàn đường thẳng. Các 
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hàm số không giảm g; (+), gz(z) cảm sinh những độ đo /ạ,, /„„ trên các 
ø-đại số ©„,.£©„„ Đ ® (ơ-đại số Borel). Khi ấy với mỗi A € £¿, f£„„ 
(chẳng hạn 4 € “ “B) ta định nghĩa tích phân (L.S.) của ƒ(z) theo z(x) 
trên 4 là 


/ ƒ(z)dg(z) = / ƒ(z)d0(z) - / ƒ(z)dga(z) , 
(nếu hiệu số này có nghĩa). 


6.2. TÍCH PHÂN R.S. Cho hai hàm số ƒ(z), g(z), xác định trên 
đoạn [a, bÌ. Ta hãy chia đoạn Ía, b} bởi các điểm 


a = Tọ < #\ <... < ?ạ = ÈÒ 


và thành lập tổng 

n—l 

s= 3` ƒ()|ø(z:+:) — 0()} , 

¡=0 
trong đó £; là một điểm bất kỳ của đoạn [z;, z;;¡]. Nếu khi max(z;+¡ — 
+¡) => 0, tổng 9 dần tới một giới hạn hữu hạn không phụ thuộc cách 
chia, và cách chọn các điểm £;, thì giới hạn ấy gọi là tích phân Riemann- 
Šieljès (R.S.) của ƒ(+) theo ø(z) và được ký hiệu 


b 
(R.S) " ƒ(z)dạ(z). 


Định lý 12. Nếu ƒ(z) liên tục và g(+) có biển phân bị chặn và liên 
tục bên phải trên |a, b} thì các tích phân (L.S.) và (R.S.) tổn tại và bằng 
nhau: h R 

Œ§) [ ƒ(z)dg(z) = ®) [` ƒ#)4g@) 


Chứng minh. Cho {ø„,} là một dãy những cách chia đoạn [a, b} bởi 
các điểm 
0 T»an € Tài €G.:C xay BÔ 


sao cho rnaX(Z„¡+¡ — #mš) => 0 (mm —> o©). Tà hãy lấy trong mỗi đoạn 
Ù 

[Z,„¡, Zm¡+(Ì một điểm €„,¡ và xác định các hàm bậc thang ƒ„(+) như 

sau: 


Ím(+) = f(Énä)#ma VỚI na € # < #Zmš+ï(£ = Ú, 1,..., Thụ — 1). 


Ï 
k 
l§ 
[: 
§ 
! 
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Rõ ràng /+¿(›n ¡. #mi+1] = 0(#m„+\) — Ø(#m,¡) Về 


n=l 
Sm = 3 >ƒ(€m4)Í0(Ema+ì) = Ø9(#m,)] r 
¡=0 


= 5 Í gím(e)4e02): 


Vì ƒ(z) liên tục nên nó bị chặn : |ƒ(z)| < K, và f„(z) < K với mọi 
m. Vả lại ƒ„(z) => ƒ(z) (m —> oo). Vậy theo Định lý 5 (hệ quả 1) 


5S) ƒ „ 116) ~> E8) 'll ƒ(z)dg(z) 


hay 
8„— 5) ý ƒ(z)dg(z). 
(a,b} 


Thành thử 
b 
(R.S.) / ƒ(z)dg(z) = (L.S.) / KỈ (z)dø(z) 
=(5) [ + /(Ð)|ø(b) — ø(b — 0)} 
(a,b) 


| b 
=(L.S,) J ƒ(z)da(z).. 


vì g(œ + 0) — ø(a) = 0 theo sự liên tục bên phải của ø(Z). n 


Định lý 13. Nếu ƒ(z) liên tục và g(z) tuyệt đối liên tục trên [a, b 
thì. 
b b : 
(R.S) j /(z)dạ(z) = Œ) l ƒ(z)g(z)dz. 


Chứng minh. Ta xét hiệu số 


n—l b 
H=Š) ƒ(&)Iae«a) = ø(ø)]~ Œ) [` ƒ)v(6)4 


¡=0 
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Vì ø(z) tuyệt đối liên tục nên g(z¡+¡) — 9(Z¡) = J ` Vtaydg, và ta 
CÓ : š 
"=Ï “#(¿| : 
H=Š` [` Ư(&)~@)|ø(z)dz 
i=0 “#‹ 
Dựa trên tính liên tục đều của ƒ(z), ta chọn ổ đủ nhỏ để maX(Z¡+¡ = 
#¡) < ổ kéo theo maX;,<z<z.„, |ƒ(€) — f(z)| < £ với mọi ¿. Khi ấy 


n=Ì #g(‡y b 
II=e3) [ `” lv@)@z=e [ lự@)las, 
: ¡=0 ý Tí x 
và vì £ > Ú nhỏ tùy ý ta phải có /# —› 0. I8 


BÀI TẬP 


Tích phân Lebesgue 


1. Cho ƒ là một hàm khả tích trên tập .A theo độ đo / và cho Áa = {Zz € 
A:|ƒ(z)| > r‹}. Chứng minh n(Á„) — 0. 
2. Nếu / là một hàm khả tích không âm thì tích phân bất định của nó là 


một độ đo hữu hạn trên lớp các tập đo được. 
3. Nếu ƒ khả tích trên A thì với mọi số e > 0 


u{z € A: |ƒ(z)| > e} < œ. 


4. Cho A là một tập đo được có độ đo ¿ hữu hạn và cho ƒ là một hàm số 
đo được trên 4. Tổng 


S(ƒ,e) = Ð ` ne.u(Án) , 
n=l 


trong đó £ > 0, Áa = {Z : ne < ƒ(z) < (n + 1)£}, thường gọi là một tổng 
Lebeseue của ƒ. Nếu ƒ khả tích trên A thì với mọi e > 0 chuỗi S(ƒ, e) hội tụ 


tuyệt đối và lim S(/,£) = l_ 


Ngược lại, nếu chuỗi (ƒ,) hội tụ tuyệt đối với một £ > 0 thì ƒ khả tích 
trên A. 


(Chú ý: | / Jdụ — ne(Aa)| < eu(Án)). 
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5. Nếu ƒ là hàm đo được, ø là hàm khả tích, và œ, Ø là hai số thực sao 
cho œ < ƒ(z) < Ø h.k.n. thì có một số thực +,œ < + < ổ sao cho 


J f|g|du = +. J Ig|dự. 


(định lý giá trị trung bình) 


Ì Chỉ dẫn: œ J |øld < J ƒ\g|du < 8 J |ø|dua. 


6. Cho r: tập con đo được 4, 4a... Án của một tập đo được X có (X) < 
œ. Nếu mỗi z € X thuộc ít nhất ạ trong số các tập 4y, 4a, ...., Áa thì ít nhất 


một trong các tập này có độ đo > “u(X). 


Chỉ dẫn: Xét hàm ƒ(z) = số các tập Á\, 4a, ..., Án chứa z. 

7. Cho một hàm đo được ƒ(#) > 0 trên A, và cho ƒw(z) là hàm bằng 
ƒ(z) khi ƒ(z) < N, và bằng 0 khi ƒ(z) > (hàm chặt cụt ở Ý của ƒ(z)). 
Nếu ƒ(+) hữu hạn h.k.n. thì 


dm / ƒN(z)dụ = ịị ƒ(z)dụ. 


Điều kiện ƒ(z) hữu hạn h.k.n. không thể bỏ qua được. 


—_————e.~.“ 


BS Hs... 
\ + - * 
kc Ca: át4 La Ý te“ F 


{.. 
li Chỉ dẫn: Dùng Định lý 4. 
k: : 8. Nếu ƒa > 0(n = 1,2,...) và [ Jndu —› 0 thì ƒ„ => 0 theo độ đo 
F: (trên 4). 5 
9, Hệ thức hi hi 1+” —› () tương đương với : ƒa “3 0. 
ì L+iểni 
llÑ Chỉ dẫn: Xem bài tập 8. 
$ 10. Nếu 3ˆ (lalau < œ thì 3` Í ndụ= [3 nan: | 
n=] n=] Án=I | 
11. Nếu { ƒ„} là một dãy hàm đo được trên A, và |ƒa| < ø với ø khả tích 
trên 4, thì 


J Tm/„dụ > / f„du > Wm lj ƒadụ > J lim /adụ 
A A A A 


Tích độ đo và tích phân lặp. 


12. Cho Œ C A x Ö là một tập có độ đo 0 và 4? C 4 là tập các điểm 
z€ A sao cho tập {y € Ö: (z,y) € Œ} có độ đo 0. Chứng minh rằng Á” có 
độ đo 0 (độ đo trên A là ø, trên Ö là ⁄, trên A x Ö là À := ú x 1). 


_— 
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Chỉ dẫn: Tính *œ 
AxB 


Nếu Z, Ƒ' là hai tập con của X x Y sao cho ⁄(E;) = (F+) với hầu hết 
mọi z trong X thì À(E) = À(F'). 


14. Nếu ƒ, ø là hàm khả tích trên X,Y (tương ứng) thì hàm h xác định 
bởi h(z, ) = ƒ(z) - g(u) khả tích trên X x Y và 


[ hat xv)= | fdu-sár 


Tích phân và đạo hàm trong R, 
I5. Nếu ƒ(z) hữu hạn tại z và. 


z+h 
lim 7 / |/(t) — ƒ(z)|dt = 0 


h=+0 


thì điểm z gọi là điểm Lebesgue của hàm ƒ . Chứng minh rằng tại mỗi điểm 
Lebesgue z của ham ƒ, tích phân (z) = J ƒ(t)dt có đạo hàm bằng ƒ(z). 
a 


Chỉ dẫn: Chứng minh rằng 


“ ++h 
th) F(z) _ /0) + / [/(t) — ƒ(z)|dt. 


l6. Mọi điểm liên tục của một hàm khả tích đều là điểm Lebesgue của 
nó. 

17. Nếu ƒ khả tích trên Ía, b] thì hầu hết mọi điểm trên [a, b] đều là điểm 
Lebesgue của ƒ. 


Chỉ dẫn: cho r là một số hữu tỉ. Chứng minh rằng với mọi z trên một tập 
E;y nào đó có độ đo bằng b — a, ta có: 


1 ++h 
Jmx Í_  @)-rl#=Œ)-rl 
(dùng Định lý 10). Khi ấy tập E = f\yE; cũng có độ b — a, và mọi zọ € E 
tại đó ƒ(zo) hữu hạn đều là điểm Lebesgue của ƒ. 
I8. Một điểm z được gọi là điểm mát độ của một tập đo được 4 nếu 
—bie kSS = 1, trong đó A là một khoảng chứa z. Chứng minh rằng 


lAI¬o_ |Ạ| 
hầu hết mọi điểm của một tập đo được 4 là điểm mật độ của nó. 
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Chỉ dẫn: Xét tích phân Ẳ “XA(t)dt (A C |a,b], Ä⁄4 là hàm đặc trưng của 
AI). , 

19. Tích của hai hàm có biến phân bị chặn cũng là hàm số có biến phân 
bị chặn. Nếu Ƒ{z) > œ > 0 là hàm có biến phân bị chặn thì Fữ) cũng là 
hàm có biến phân bị chặn . 


20. Một hàm ƒ(z) thỏa mãn điều kiện Lipschitz nếu có một hằng số 
sao cho |ƒ(2“) — ƒ(z)| < K|z" - z!| với mọi z',z”. Nếu một hàm ƒ thỏa 
I mãn điều kiện Lipschitz thì nó phải tuyệt đối liên tục và đạo hàm của nó tồn 
tại và bị chặn hầu khắp nơi. Ngược lại có đúng không? 
21. Nếu ƒ(z) tuyệt đối liên tục thì với p > 1 hàm | ƒ(z)|? cũng tuyệt đối 
liên tục. 


Chương 5 


KHÔNG GIAN TUYẾN TÍNH 
ĐỊNH CHUẦN 


1. KHÔNG GIAN TUYẾN TÍNH ĐỊNH CHUẨN 


1.1. QUAN ĐIỂM KHÔNG GIAN TRỪU TƯỢNG VÀ TOÁN TỬ 
TRONG TOÁN HỌC. Trong toán học ta gặp rất nhiều vấn đề liên quan 
đến việc giải các phương trình : phương trình đại số, phương trình vi 
phân thường, phương trình đạo hàm riêng với điều kiện biên, phương 
trình tích phân, phương trình vi tích phân v.v... Trong đó các phương 
trình tuyến tính chiếm một vị trí đặc biệt quan trọng. 


Mỗi bài toán về phương trình có những đặc điểm và cách giải riêng. ' 
Tuy nhiên người ta đã nhận thấy rằng trong cách xử lý tất cả các bài 
toán đó có những phương pháp cơ bản giống hệt nhau và có những vấn 
đề tuy hình thức khác nhau nhưng thực chất chỉ là một. Mặt khác, người 
ta thường không chỉ quan tâm đến một phương trình đơn độc, mà phải 
chú ý cả một lớp phương trình (chẳng hạn, khi nghiên cứu sự phụ thuộc 
của nghiệm một bài toán biên đối với vế phải của phương trình, hay đối 
với các điều kiện biên). Do đó, cần phải khái quát nhiều tình huống cụ 
thể thành một lý thuyết trừu tượng, để có một cách nhìn mới bao quát 
được, theo một quan điểm nhất quán, nhiều sự kiện riêng lẻ, đồng thời 
xây dựng những công cụ chung, có khả năng xử lý cùng một lúc hàng 
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loạt bài toán liên quan đến các lớp phương trình trong những lĩnh vực 
khác nhau. 


Đi sâu vào một bài toán về phương trình ta gặp: l) mội cấu trúc 
không gian trừu tượng, tức là một tập trong đó có cho những quan hệ 
giữa các phần-tử và những qui tắc tổ hợp các phần tử; 2) một phép biến 
đổi (ánh xạ, toán tử) trong không gian ấy, hoặc tổng quát hơn, từ không 
gian ấy vào một không gian khác. Chẳng hạn, xét phương trình vi phân 
cấp k, với hệ số hằng số: 


az(£) + ay#'(t) + :: : + aez®9(£) = bỆ). (1) 


Nghiệm mà ta cần tìm là phần tử của tập X' các hàm số có đạo hàm 
liên tục đến cấp k; trong tập này, có thể thực hiện các phép toán tuyến 
tính (cộng hai phần tử, nhân một phần tử với một số) và, nếu xét những 
nghiệm xấp xỉ, thì phải hiểu, theo một nghĩa nào đó, thế nào là hai phần 
tử " gần nhau". Phương trình có thể viết lại đưới dạng cô đặc 4z = ở, 
trong đó A là toán tử biến mỗi phần tử z(£) của tập nói trên thành vế 
trái của (1). Như vậy phương trình (1) gắn liền với không gian X (đà 
không gian tuyến tính định chuẩn như sau sẽ thấy), và toán tử 4 (toán 
tử tuyến tính vì nó bảo toàn các phép toán tuyến tính). 


Tóm lại, đằng sau mỗi bài toán có một cấu trúc không gian trừu 
tượng và một toán tử. Do đó xây dựng lý thuyết các không gian trừu 
tượng và các toán tử trong các không gian đó sẽ giúp ta có công cụ để 
xử lý dễ dàng hơn các bài toán về phương trình. 


Sau đây chúng ta sẽ nghiên cứu một lớp không gian trừu tượng 
thường gặp là không gian tuyến tính định chuẩn,,và lớp toán tử quan 
trọng nhất là toán tử tuyến tính (bao gồm cả phiếm hàm tuyến tính). 
Những vấn đề này xuất phát từ lý thuyết phương trình nhưng sau đó đã 
được áp dụng trong rất nhiều lĩnh vực toán học khác nhau: tính biến 
phân, lý thuyết xấp xỉ, phương pháp tính, lý thuyết xác suất v.v... 


1.2. KHÁI NIỆM KHÔNG GIAN TUYẾN TÍNH. Trong các không 
gian metric (Chương 2) chúng ta đã nghiên cứu những vấn đề liên quan 
tới khoảng cách như sự hội tụ (phép tiến qua giới hạn) và tính liên tục. 
Nhưng trong giải tích còn nhiều vấn đề khác liên quan tới các phép toán 
tuyến tính: cộng hai phần tử với nhau và nhân một phần tử với một số. 
Để nghiên cứu các vấn đẻ này, chúng ta đưa vào khái niệm không gian 
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tuyến tính. 


Đại thể một không gian tuyến tính là một tập trong đó có xác định 
phép cộng hai phần tử với nhau và phép nhân một phần tử với một số, 
phép cộng và phép nhân này có các tính chất thông thường của phép 
cộng vectơ hình học và phép nhân vectơ hình học với số. 


Chính xác hơn, một tập X (mà các phần tử có thể là những đối 
tượng bất kỳ) được gọi là một không gian tuyến tính hay (không gian 
vec(Ø), nếu: _ 

a) Ưng với mỗi cặp phần tử z, y của X ta có, theo một qui tắc nào 
đó, một phần tử của X, gọi là rổng của z với , và được ký hiệu z + ÿ; 
ứng với mỗi phần tử z của X và mỗi số thực œ ta có, theo một qui tắc 
nào đó, một phần tử của X gọi là :íc cửa z với œ và được ký hiệu az. 

b) Các qui tắc nói trên thỏa mãn 8 điều kiện (tiên để) sau đây: 


Bốn tiên để đầu mô tả các tính chất của phép cộng (phép lấy tổng 
của hai phần tử). 

l)z + =1 +z (tính giao hoán của phép cộng). 

2) (z+)+z=z+(w+z) (tính kết hợp của phép cộng). 

3) Tồn tại một phần tử 0 sao cho z + 0 = z với mọi z € X (phần 
tử này gọi là phần tử không)". 

4) Ứng với mỗi phần tử z € X ta có một phần tử —z € X sao cho 
z+(—z) = 0 (phần tử —z gọi là phần tử đối của z). 

Ta thấy ngay rằng các phần tử 0 và —z, mà các tiên đề 3, 4 đòi hỏi 
phải có, được xác định một cách duy nhất. Thật vậy nếu có hai phần tử 
không: 0 và 0' thì một mặt ta có 0 + 0' = 0, mặt khác Œ+0= nên 
theo tiên để 1 ta suy ra 0 = 0; nếu có hai phần tử đối của z : —z và 1, 
thì ta có  = +0 = y+z+(—z) = (w+z)+(—z) = (z++)+(—z) = 
0+ (—z) = (—z) +0 = ~-z. 

Như đã biết trong đại số, các tiên đề 1-4 xác định trong X một cấu 
trúc nhóm giao hoán (đối với phép cộng). 


'Đúng ra phải dùng ký hiệu khác để chỉ phần tử không, vì ký hiệu "0" đã 
được dùng để chỉ số không. Nhưng để tránh bớt cổng kểnh, ở đây dùng cùng 
một ký hiệu "0" cho cả hai khái niệm. Độc giả có thể phân biệt dễ đàng khi 
nào "0" chỉ số không, khi nào nó chỉ phần tử không. 
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Bốn tiên để sau mô tả liên hệ giữa phép cộng phần tử và phép nhân 
phần tử với số. 


5)1.+=z. 

6) œ(6z) = (œ8)+z (œ, Ø là những số bất kỳ). 
7?) (a + 8)+ = œz + Ôz. 

8) œ(z + 1) = œ#z + dụ. 


Từ đây ta suy ra rằng phần tử đối của z là (—1)z, và 0z = 0 (°0" 
ở vế trái chỉ số không, ”0” ở vế phải chỉ phần tử không). Thật vậy, 
#+(—1)z = (1+(—1))z = 0z = 0z+(z+(—#z)) = (0z+#)+(—z) = 
(0 + 1)z + (—z) = z + (—z) = 0. 


Xuất phát từ phép cộng, ta định nghĩa phép trừ, bằng cách gọi hiệu 
của z, là phần tử z —  = # + (—y). Các tính chất sau đây có thể 
chứng minh dễ dàng: 


l)+z=z€©z=+1-—ự. 

Thật vậy + z = z lần lượt tương đương với: 
+z=z+(-0) +9, z=++(—w), z=+~—0. 
2) (œ— 8) = œ+ — Öz. 

Vì (x—8)z = (œ+(—1)8)z = az+(—1)8+z = az+(—+z) = az—Ô¿. 
3) œ(Z — 1) = œz — dụ. 

Vì a(z—) = a(+z+(—0)) = œz+a(—1)y = az+(—aœ) = œ+z—~ dụ. 
4) Nếu a # 0 thì œ+z = œụ ©® + = ÿ. 

Vì œz = œy lần lượt tương đương với —(az) = “(a)) + =ựụ. 


5) Nếu a # Ø thì œz = đz $> z = 0. 

Vì œz = Øz lần lượt tương đương với œz— Ø+ = 0; (œ—)+ = Ú; z = 
0. 

Trên đây là định nghĩa không gian tuyến tính hc. Nếu trong định 
nghĩa ấy ta thay các số thực bằng số phức thì ta có không gian tuyến 
tính phức. 

Không gian tuyến tính cũng thường gọi là không gian vectơ, và các 
phần tử của nó cũng gọi là các vectơ. 


Chương 5. Không gian tuyến tính định chuẩn 183 


Các không gian metric mà ta đã gặp trước đây (xem Chương 2) 
R*, Ca) Cú „¡ đếu là không gian tuyến tính. Trong R*, tổng của 
hai Vectơ ø = (€:,Éa, .. .Êk), . (Th,Th. - .. +Tk) là vectơ z + .. 
(\ + Thì, Ệ¿ + Tịa,.... Ếy + r);); tích của vectơ z = (€:,É2,....Éy) với 
số œ là vectơ œz = (œ€¡, adÉạ,..., œÉz). 


Trong Ca) (hoặc Cứ; ø) tổng của hai phần tử z = z(f),  = y(f) 
là z +  = z(£) + y(£); tích của phần tử z = z(£) với số œ là phần tử 
œz = œz(t). 


Hai không gian tuyến tính X, X° gọi là đẳng cấu, nếu có một ánh 
xạ l-l 7 từ X lên X“ bảo toàn các phép cộng và phép nhân với số, 
nghĩa là sao cho (+ + ) = (Z) + (9) và m(œz) = œm(+). 


1.3. VECTƠ ĐỘC LẬP TUYẾN TÍNH, KHÔNG GIAN CON. Một (đ 
hợp tuyến tính của các vectơ z,z;,...,z„ € X là một tổng có dạng 
œ7) + daZ¿ + - - + œy+e. Các vectơ 7, za,.... z¿ gọi là độc lập tuyến 
tính nếu bất cứ tổ hợp tuyến tính nào của các vectơ ấy mà đã bằng không 
thì phải có mọi hệ $ố bằng không, nghĩa là : œ¡z +œ2Z¿+- - -+a¿Z¿ = 
0 nhất thiết kéo theo œ; = œ¿ =.... = œ¿ = ÔÖ. Các veCtƠ #¡, +a,..... +¿ 
gọi là phụ thuộc tuyến tính, nếu chúng không độc lập tuyến tính, tức 
là tồn tại những số œ, œ;,..., œ¿ trong đó có ít nhất một số khác 0, 
sao cho œ¡#¡ + œ¿#¿ + :-: + œyz¿ = 0. Chẳng hạn, hai vectơ z và 
—z là phụ thuộc tuyến tính vì 1.z + 1.(—z) = 0. Nếu trong các vectơ 
Tt,#¿,...,, có một cái bằng 0, thì rõ ràng chúng là phụ thuộc tuyến 
tính. 


Một không gian tuyến tính X được gọi là không gian k chiều (thứ 
nguyên È) nếu trong X có k vectơ độc lập tuyến tính và không có &k + 1 
vectơ độc lập tuyến tính. Trong trường hợp này một tập & vectơ độc 
lập tuyến tính của X gọi là một cơ sở của nó. Các không gian & chiều, 
với k là một số nguyên bất kỳ > 0 gọi là khóng gian hữu hạn chiều. 
Một không gian không hữu hạn chiều, tức là sao cho với mọi k đều tìm 
được k vectơ độc lập tuyến tính của nó, gọi là không gian vô số chiều. 


Chẳng hạn không gian R* là & chiều, với cơ sở là z¡ = (1,0,..., 0), 
Z¿ = (0,1,0,...,0),..., z¿ = (0,...,0,1). Không gian gồm một 
phần tử duy nhất là phần tử không (0) là O chiều, (vì sao?). Không gian 
C„„ị là vô số chiều vì dù & lớn bao nhiêu cũng có & phần tử của nó 


Ị 
Ị 
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độc lập tuyến tính, đó là z¡(£) = t, za(t) = †?,..., zx(f) = £* (rõ ràng 
G‡ + œạ‡2 + - - - + aytÈ =>, =0; = --- =œy =0). 


Nếu X là không gian k chiều và #\, +ạ,.... , z¿ là một cơ sở của nó 
thì mọi z € X đều được biểu diễn một cách duy nhất dưới dạng: 


# = §¡#\ + Ế¿Z¿ + -- ` + Ếk?7k, (2) 


Thật vậy, vì X là k chiều nên các vectơ z, z, za,.... z„ phải phụ 
thuộc tuyến tính, tức là tồn tại các số œ, œ, œ¿,..., œ¿ không cùng 
bằng 0 tất cả, sao cho œ# + œ#\ + @aZ + - : : + œyz¿ = 0. Ta phải có 
œ # Ô vì nếu œ = 0 thì sẽ có œZ¡ + đ¿Z¿ + -:: + œ¿#¿ = Ũ và các 
VectƠ Z¡,#¿,..., z„ sẽ phụ thuộc tuyến tính, trái với giả thiết đó là một 
cơ sở của X. 

Vậy z = —  *z — “Ãz; — --- — -*z„ nghĩa là ta có (2), với 

œ œ œ 


É¡ = —. Nếu ta cũng có 


z= €1 +Ệ¿Za + --- + €kTk, 


thì trừ từng vế đẳng thức này vào (2) ta được 0 = (&i — €1)Z: + (É¿ — 
€ÿ)Z¿ + --: + (€ — €£)Zx, từ đó, do sự độc lập tuyến tính của các 
4,22,..., #k, SUY râ Ế —€ =0, €a —€ = 0,....Ê — = 0, tức là 
€; = €ƒ (¡ = 1,2,..., k), chứng tỏ cách biểu diễn (2), là duy nhất. 


Các số €ạ,É›,...,É, gọi là các ọa độ của vectơ z đối với cơ sở 
{Z\,Za,...,#¿}. Nếu ta làm phép ánh xạ 1 — 1 : z © (€\,€¿,:...Ếk)› 
thì rõ ràng đó là một phép đẳng cấu giữa X và JR* (không gian Euclide 
k chiều). Như vậy một không gian tuyến tính k chiêu bao giờ cũng đẳng ' 
cấu với không gian IR*. Chính vì lý do ấy mà người ta đã mở rộng ra, 
gọi chung các không gian tuyến tính (dù là hữu hạn chiều hay vố số 
chiều) là không gian vectơ và gọi các phần tử của chúng là vectơ. 


Một tập con không rỗng Mí của một không gian tuyến tính X gọi 
là một không gian con, nếu nó kín đối với phép cộng phần tử và phép. 
nhân phần tử với số, nghĩa là : l) z € Mí,  € M >z+ụ€ M; 
2)+z € M => œz € M (œ là số bất kỳ). Rõ ràng bản thân Mí cũng 
là không gian tuyến tính, nếu giữ các phép cộng vectơ và nhân vectơ 
với số như trong X. Chẳng hạn, tập các hàm z(f) € C¡¿„) triệt tiêu tại 
một điểm cố định fạ € [ø, b} làm thành một không gian con của Ca „). 
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Dĩ nhiên không gian con nhỏ nhất của một không gian tuyến tính X là 
{0}, còn không gian con lớn nhất là chính X. 


Bây giờ cho A là một tập con bất kỳ, không rỗng của X. Dĩ nhiên 
bao giờ cũng có ít nhất một không gian con bao hàm A4, đó chính là 
X. Vậy họ các không gian con bao hàm 4 là không rỗng . Giao của 
họ ấy rõ ràng cũng là một không gian con, và là không gian con nhỏ 
nhất bao hàm A. Ta gọi nó là không gian con sinh bởi tập A (hay là 
bao tuyến tính của tập A). Dễ thấy rằng: 


Không gian con sinh bởi tập A chẳng qua là tập tất cả các tổ hợp 
tuyển tính hữu hạn: œ7 + œ¿¿ + - + - + œgz„ của những phần tử của 
A. 


Thật vậy, tập tất cả các tổ hợp đó đúng là một không gian con chứa 
A, vì tổng của hai tổ hợp cũng là một tổ hợp, tích của một tổ hợp với 
một số bất kỳ cũng là một tổ hợp, và mỗi phần tử z € A có thể coi là 
một tổ hợp. Mặt khác bất kỳ không gian con nào chứa A thì phải chứa 
tất cả các tổ hợp đó, cho nên tập tất cả các tổ hợp đó chính là không 
gian con nhỏ nhất chứa A. 


1.4. KHÁI NIỆM KHÔNG GIAN ĐỊNH CHUẨN. Các không gian 
tuyến tính đơn thuần là đối tượng nghiên cứu của đại số tuyến tính. 
Còn trong giải tích hàm ta chú ý những không gian tuyến tính nào 
đồng thời cũng là không gian metric, bởi vì ta không chỉ quan tâm 
đến các phép toán đại số, mà còn chú ý các phép toán giải tích (như 
tiến qua giới hạn) là những phép toán có nghĩa trong các không gian 
metric . Tuy nhiên, nếu giữa các phép toán đại số và metric của không 
gian không có sự liên hệ gì cả, thì việc nghiên cứu không gian đó sẽ 
không đưa lại điều gì mới, vì các tính chất của nó sẽ suy ra một cách 
độc lập từ lý thuyết các không gian tuyến tính và lý thuyết các không 
gian metric. Vì vậy, để có một lý thuyết phong phú mà các sự kiện kết 
hợp chặt chẽ các khái niệm đại số với các khái niệm metric , người ta 
đưa vào một lớp không gian vừa metric , vừa tuyến tính, nhưng trong 
đó metric không tách rời với các phép toán đại số, mà được xác định 
tương hợp với các phép toán này. 


Hãy xét không gian IR* chẳng hạn. Đó là một không gian tuyến tính, 


đồng thời nó có metric là ø(z,) = 4/5 2‡_;(€: — r)?. Dễ thấy rằng 
metric này liên hệ như sau với các phép toán cộng vectơ và nhân vectơ 


—_—————— 
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với số: a) Ø(2 + z, + z) = ø(z, ), với mọi z, , z, nghĩa là khoảng 
cách giữa z, không thay đổi khi ta tịnh tiến z,/ cùng một vectơ z ; 
b) ø(œz, œ) = |a|ø(z, ) với mọi z, và mọi số œ, nghĩa là: khoảng 
cách giữa z, được nhân lên với |œ| khi ta nhân cả hai vectơ z, với 
cùng một số œ. Tính chất a) nói lên tính bất biến của metric trong tịnh 
tiến, tính chất b) nói lên tính (huần nhất của nó trong vị tự. Người ta 
đã nhận thấy rằng chính sự tương hợp đó giữa metric với các phép toán 
tuyến tính đẻ ra nhiều tính chất quan trọng mới cần được nghiên cứu. 
Từ đó, khái quát lên, người ta đi đến khái niệm không gian tuyến tính 
định chuẩn sau đây. 


Một không gian tuyến tính định chuẩn (hoặc vắn tắt : không gian 
định chuẩn) là một tập X vừa là không gian tuyến tính, vừa là không 
gian metric, trong đó metric ø(z, 9) liên hệ với các phép toán tuyến tính 


.,. bởi các điều kiện: 


a) Bất biến (trong tịnh tiến), 
0(z + z,  +z) = p(z, 0) với mọi z, ,z € X. 
b) Thuần nhất (trong vị tự): 
0(œz, œ) = |œ|p(+, ) với mọi z,  € X, và mọi số ø. 


Do điều kiện a) ta thấy rằng ø(Z, ) = Ø(—, U—1) = (z~%. 0), 
tức là: khoảng cách giữa hai điểm z, bằng khoảng cách từ hiệu z — 
của chúng đến điểm không. Vì vậy, chỉ cần biết khoảng cách từ điểm 
không tới các điểm khác là suy ra được khoảng cách giữa hai điểm bất 
kỳ. Khoảng cách ø(z, 0) từ điểm không tới z gọi là chuẩn (hay độ dài) 
của z, và được ký hiệu ||z||. Từ các tiên đề về metric và các điều kiện 
a) và b) ta suy ra dễ dàng các tính chất sau đây của chuẩn: 

1. ||z|| > 0 nếu z # 0; ||z|| = 0 nếu z = 0, 

2. |laz|| = |alllzl| (tính thuần nhất của chuẩn) , 

3. ||z + || < llz|| + llw|| (bất đẳng thức tam giác). 

Ngược lại, nếu trong một không gian tuyến tính X ta xác định một 
chuẩn, nghĩa là cho ứng với mỗi phần tử z một số ||z|| > 0 thỏa mãn 
ba điều kiện trên, thì ta biến nó thành một không gian định chuẩn, với 
metric : 

Ø(z.9) = Ì|z ~ ị|: (3) 
(Rõ ràng các điều kiện a) và b) được thỏa mãn). Vì vậy người ta cũng 
định nghĩa: 
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Một không gian định chuẩn là một không gian tuyến tính X, trong 
đó ứng với mỗi phần tử + € X, ta có một số ||z||, gọi là chuẩn của nó, 
sao cho các điều kiện 1,2,3 được thỏa mãn, với mọi +, € X, và mọi 
số œ. 

Định nghĩa này không qua khái niệm metric, và là định nghĩa thường 
dùng nhất, vì trong nhiều trường hợp cụ thể khái niệm chuẩn đi trước 
khái niệm metric . 

Các không gian tuyến tính (và metric ) đã xét ở tiết 1: R*, Cứ „ 
đều là không gian định chuẩn, với các chuẩn như sau: 


: k 
R* : |lzl|= |2 
=] 


Cú : Íz|| = max |z(9)|, 
b 

CE„ : lzl= J lz(t)|dt. 
a 


Không gian DỊ, „, gồm tất cả các hàm z(£) xác định trên đoạn [a, b] 
và có đạo hàm liên tục cho đến cấp k, cũng là không gian định chuẩn: 
các phép toán tuyến tính như trong Ca „, còn chuẩn được xác định bởi: 


llzl| = max {|z(9|. lz (9)|..... |zf9()|} 


a<St<b 


(z(2(£)) là đạo hàm cấp ¿ của z(0). 


Không gian VỊ „ị gồm tất cả các hàm có biến phân bị chặn trên 
đoạn {[a, b|, với các phép toán tuyến tính thông thường, cũng là không 
gian định chuẩn, với chuẩn là ||z|| = W/°(z) (biến phân của z trên đoạn 
[a, ð]). 


Ngoài ra trong tiết 2 ta sẽ nghiên cứu một lớp không gian định chuẩn. 
quan trọng nữa là các không gian ï”. 


Để ý rằng cùng một không gian tuyến tính, hoặc nói rộng hơn, hai 
không gian tuyến tính đẳng cấu, có thể có cách định chuẩn khác nhau, 
chẳng hạn C¡„„¡ và C/. „. Nếu hai không gian định chuẩn mà vừa đẳng 
cấu về phương diện không gian tuyến tính, vừa đẳng cự về phương diện 
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không gian metric, thì ta nói chúng là ;uyến tính đẳng cự (hoặc đôi khi 
cũng nói là đẳng cấu). Chẳng hạn Co, và Co¿j là tuyến tính đẳng cự 
(cho mỗi z(t) € Cụ, ứng với +(20) € Cịo 2). 


1.5. SỰ HỘI TỤ TRONG KHÔNG GIAN ĐỊNH CHUẨN. Vì không 
gian định chuẩn là trường hợp riêng của không gian metric nên tất cả 
các sự kiện đã chứng minh cho không gian metric đều đúng cho không 
gian định chuẩn. Nhưng vì tầm quan trọng của không gian định chuẩn 
nên cần nhắc lại một số sự kiện ấy, và phát biểu theo chuẩn (thay cho 
metric). 


1) #„ => zọ (dãy z„ hội tụ tới zo) có nghĩa là ||z„ — Zo|| => 0. vì 
Ø(#n. #ạ) ở đây là ||z„ — zo|| (theo (3). 

2) Nếu z„ — zo thì ||z„|| —> l|zol|, nói khác đi, chuẩn ||z|| là một 
hàm liên tục của +. 


Để chứng minh điều này, trước hết ta để ý rằng với mọi z, 1/: 
|Ilzll — llvll| < llz - »ll - (4) 


Thật vậy theo bất đẳng thức tam giác ||z|| < ||w|| + l|z — ||. hay 
IIzl|— llw|| < llz — wl|, và đổi vai trò của z và g ta lại có ||y|| — llz|Ì < 
||xz — ||, từ đó suy ra (4) . 


Ap dụng công thức (4) ta có: 


lllzal| - llzell| < llz» - zoll: 


Vậy nếu ||z„ — zo|| => 0 thì càng phải có |||za || — Ìlzo||| => 0, chính 
là điều đã khẳng định. 


3) Mọi dãy hội tụ đều bị chặn, tức là : nếu z„ hội tụ thì (3#) 
(Vn) ||za|| < K. 


“Thật vậy, giả sử z„ => zoø. Theo trên ||za|| => |Ìzoll|, cho nên 
(3ne) (Vn > nọ) ||za|| < llzol| + 1. Đặt K là số lớn nhất trong các số: 
Izil.......llzal, lzo|| + 1, thì rõ ràng (Vn) l|za|| < E. 

4) Nếu z„ — Zọ, na — to thÌ 7a + a —> Zo + 1o. Nếu zạ => 
Zụ, œạ —> @œọ, thÌ d„#n —Ỳ ŒgZọ. Nói khác đi, các phép toán + + 1 và 
œ+ là liên tục. 
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Thật vậy, ||(Za + a) — (zo + #o)|| < |Í*a ~ Zol| + lựa — 9ol| — 0. 
và |Ìa„#„ — œoZo|| = ||(đn#a ~ œn#o) + (%a#o — aoZo)|| < |aa|.||#na — 
Zol| + lan = a|.||#o|| — 0. 

5) Một đấy cơ bản trong không gian định chuẩn X là một dãy 
x„Ẳ€ X saocho lim ||za = #m|| = 0. Nếu trong không gian định - 

n,n=+»oo 


chuẩn X mọi dãy cơ bản đều hội tụ, tức là : ||za = zm|| => 0 kéo theo 
sự tồn tại một zạ € X sao cho z„ => zo, thì không gian ấy được gọi 
là đử (theo định nghĩa trước đây về không gian metric đủ). Vì người 
đầu tiên xây dựng lý thuyết không gian định chuẩn là Banach (nhà toán 
học Ba Lan) đã chú trọng nhiều nhất các không gian đủ, nên người ta 
thường gọi các không gian định chuẩn đủ là không gian Banach. 


Một không gian định chuẩn X không đủ bao giờ cũng có thể bố 
sung (thêm những phần tử mới) thành một không gian Banach. Muốn 
như thế người ta xem nó là một không gian metric không đủ để bổ sung 
nó thành không gian metric đủ X (chương II, tiết 3), sau đó các phép 
toán đại số và chuẩn được mở rộng cho các phần tử mới để biến X 
thành không gian định chuẩn đủ. Ta không đi sâu vào vấn đề này. 


6) Một điều mới trong không gian định chuẩn so với các không gian 
metric và các không gian tuyến tính, là trong không gian định chuẩn ta 
có thể xét các chuổi vô tận: 


T¡ + Z¿ +14 + - -- (5) 


Chuỗi này gọi là hội ¿ nếu các tổng bộ phận s„ = Z¡ +Za¿+: - :+#n 
của nó lập thành một dãy hội tụ. Trong trường hợp đó giới hạn của s„ 
sẽ gọi là tổng của chuỗi (5). 

Chuỗi (5) gọi là hội tự tuyệt đối nếu chuỗi số ||zy || + ||za|| + l|zs l| + 
.:+ hội tụ. Đáng chú ý là: 

Trong không gian Banach, mọi chuỗi hội tụ tuyệt đối đều hội tụ và 


ta có ước lượng: 
°o eo 
Ì » < - ll+z||. 
k=l k=l 


Thật vậy, với r‹ > rn : ||s„ — SmÍ| = ÌÌ#a+a +. - - + #mÍ| < Í|#a+: || + 
..« + ||#„„ ||, cho nên nếu chuỗi ||z¿ || + l|za|| + ||za|| +... hội tụ thì đấy 


L 


SH... 
“ốp A” 
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s„ là cơ bản, và vì không gian đủ, nên s„ phải có giới hạn, nghĩa là 
chuỗi (5) hội tụ. Ta có, với mọi m, 


llsal| = Ì 3z < < ` l\zz Ì| 
k=l 


từ đó, tiến qua giới hạn khi m: => oo ta được ước lượng nói trên. 


2. KHÔNG GIAN CÁC HÀM CÓ LŨY THỪA 
BẬC p KHẢ TÍCH 


Trong các không gian định chuẩn có một lớp không gian Banach 
đặc biệt quan trọng là các không gian L? mà dưới đây ta sẽ khảo sát. 


2.1. HAI BẤT ĐẲNG THỨC VỀ TÍCH PHÂN. Trước hết để chuẩn bị 
ta chứng minh hai bất đẳng thức cơ bản. 


Bất đẳng thức Hölder. Cho một không gian # và một độ đo / trên 
một ø-đại số Z các tập con của . Nếu ƒ(z), ø(z) là những hàm số 
đo được xác định trên #, và p, q là hai số thực sao cho 1 < p < ©o và 


~+^ =1 thì 
Pp q 


ae < ( [UP4)° ( [ w “(8 


Cách chứng minh dựa vào bổ đề sau: 
Bồ đề: Nếu a, b không âm, và p, q là những số như trên thì ta có: 


p 
j Sớc, (7) 
Pp q 
Thật vạy xét ¿() = ý + ‡ — #⁄ (¿ > 0), ta thấy g(1) = 0 và 
#(t)=¿ ~ 4=! đương với † > 1, âm với  < 1, chứng tỏ rằng ¿(£) 


đạt cực tiểu tại £ = 1. Do đó với mọi £ > 0 ta có ‡ t+i— t⁄® > 0. Nói 
riêng với  = aPb~ + > 0 (có thể giả thiết ð > 0 vì nếu b = 0 thì (7) hiển 
nhiên) ta có #*#ˆ“ + ‡ — a/⁄+ > 0 hay $ + “ — ab > 0, đó chính là 


bất đẳng thức (7). 
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Áp dụng bất đẳng thức này cho a = —= b= — 
(lu)”  (jJlm) 


ta được: 
=s..5.. 11 


(/ue) (Í)` \ z(m) s(Ja) 


Lấy tích phân hai vế ta có:, 


— JƯA — Jư. cÍmh 
(Ñm) (Je)' ` “([®) s([m) 7 


từ đó suy ra bất đẳng thức Hölder. Trong suy luận vừa rồi đã mặc 
nhiên giả thiết rằng các tích phân ở vế trái của (6) là hữu hạn và dương. 
Nhưng nếu một trong các tích phân ấy bằng vô cực thì bất đẳng thức 

(6) hiển nhiên. Còn nếu một trong các tích phân bằng 0, chẳng hạn 


[ƒ|7 = 0 thì ta biết rằng ƒ(z) = 0 hầu khấp nơi trên E (Hệ quả 2 


của tính chất bảo toàn thứ tự của tích phân ở Chương 4, mục 2.3), cho 
nên ƒ(+).g(z) = 0 hầu khắp nơi và bất đẳng thức (6) cũng hiển nhiên. 
Vậy bất đẳng thức Hölder luôn luôn đúng. 


Khi p = q = 2 ta có bất đẳng thức sau đây gọi là bất đẳng thức 
Schwarz-Buniakowski: 


Jua<([u®)`( [im 


Bất đẳng thức Minkowski. Nếu ƒ(z), g(z) là hai hàm số đo được 
trên #, và 1 < p < cœo thì 


(/ L/ + du)” <(/ I/Pau)” +(/ lolfdu)”. -_ @) 


Với p = 1 bất đẳng thức rõ ràng đúng nên chỉ cần xét 1 < ø < œ. 


_ 


.-ị 


— ` ẺŸ—tl côn S12 «Z53/2¿ va, 


| 
| 
| 
| 


.-“%£ 
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Chọn q sao cho ` + : = 1 và dựa vào bất đẳng thức (6) ta có 
p 


[ư+e < [(UI+l)+a^= 
s Ju g+sfr1+ Mu |ƒ+ø|P"'< 
< (Ju?) vếi I/+sIØ^)` + 
+ (f0). *(Ju+ae)`= 


|(/uw) I/I)” °+ [u) lø|)” }(J lh +aP)” 
(f0+e)”"<(fu)+([e) | 


và để ý rằng 1 n- = : ta được (3). 


từ đó 


Bây giờ ta định nghĩa không gian l. 


2.2. KHÔNG GIAN L7. Cho một không gian # và một độ đo / trên 
một ø-đại số # các tập con của . Họ tất cả các hàm số ƒ(+) có lũy 
thừa bậc ø (1< ø < œo) của mođun khả tích trên Z, tức là sao cho 


J tPau<« 


gọi là kiếng gian L/(E, n). 


Khi E là một tập đo được Lebesgue trong JR, và / là àđộ đo Lebesgue, 
ì ta viết LP(E). Nếu E = [a,b] C R!, và ¿ là độ đo Lebesgue thì ta 
viết LP(a, b) hoặc LJ,„ và nếu È = |0, 1] thì ta viết đơn giản 17. 


“Ta có sự kiện sau ra Tập hợp I(E, u), trong đó ta không phân 
biệt các hàm tương đương nhau (nghĩa là bằng nhau hầu khắp nơi), là 
một không gian tuyến tính định chuẩn, với các phép toán thông thường 
về cộng hàm số và nhân hàm số với số, và với chuẩn: 


lớI= ( Í tán)” 
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Thật vậy, giả sử ƒ, g € LP(E, „). Ta có |ƒ + g| < 2 max {|/I. |ø|} 
từ đó |ƒ + gỊ? < 2?(max {|/|. |ø|}) < 2P(|ƒ|? + |ø|), bất đẳng thức 
này chứng tỏ rằng, do | ƒ|?, |g|? khả tích nên | ƒ + ø|? cũng khả tích, 
nghĩa là ƒ + ø € /(E, w). 

Mặt khác, nếu ƒ € l(E,u), œ là một số bất kỳ thì đi nhiên 
œƒ € (E,u). Như thế L(E, u) kín đối với các phép cộng hàm số 
và phép nhân hàm số với số, và vì các phép toán này rõ ràng thỏa mãn 
các tiên đề về không gian tuyến tính, nên L(Z, ) đúng là một không 


gian tuyến tính. 
Theo những định lý đã biết về tích phân (Chương 4, tiết 2) ta có: 


ll/ll=0  ƒ=0 hkn. 


chứng tỏ rằng tiên để 1 về chuẩn được thỏa mãn, vì ta không phân biệt 
hai hàm bằng nhau h.k.n. Điều kiện thuần nhất của chuẩn cũng rõ ràng: 


-llœfl[ = la|.||/ 
và cuối cùng bất đẳng thức tam giác: 


l/ + øll < IIZII + lløl 


được nghiệm đúng do bất đẳng thức Minkowski. Vậy quả L(#, u) là 
không gian tuyến tính định chuẩn. 

Hơn nữa, ta có: 

- Định lý 1. L(E, u) là một không gian tuyến tính định chuẩn đủ 
(không gian Banach). 

Chứng minh. Cho { ƒ„} là một dãy cơ bản trong L(#, /¿) tức là sao 
cho l|ƒ„ — „|| —> 0 (n,m —> oo). Bao giờ ta cũng có thể tìm được n; 
đủ lớn để cho ||ƒ„ — /„al| < 1/2 với mọi n,rn > mn¡ ; sau đó có thể tìm 
được n„ > n¡ để cho || ƒ„ — ƒ„|| < 1/2? với mọi m,rn > nạ, v.v... Như 
vậy ta có thể chọn một dấy nạ < nạ < ... < n¿ < ... để cho với mọi 


k ta CÓ: 
(Vn,mn > nạ) |[fa — ƒa|| < 1/2. 


Nói riêng: 1% 
l/a„., — /„ÍÌ< 1/2". 


| 

Ỷ 
Ị 
h 
Ị 

[ 
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Ap dụng bổ để Fatou (Chương 4, tiết 3) cho dãy hàm không âm: - 


9(2) = |/m()| + À2 [fay¿¡(£) — fa,(2)| € LP(E, w) 


kel 


_ và chú ý rằng với mỗi z cố định g,(+) không giảm theo s nên tồn tại 


lim. 9;(z) (hữu hạn hay vô hạn) ta có: 


| t2) 4u < tụ, [ (0(2)ƒdu = lim |lø|” 


Nhưng |9. || < llƒayl|+2¿=aÌÍƒn»«› — fn.lÍ < lÌƒna lÍ+32-: 1/2 < 
lLƒa, || + 1, nên lim,_.„«||ø,||? < oo, do đó 


J lim (ø(z)J4u < œ. (9) 
E s..oo 


Điều này chứng tỏ (theo Hệ quả 1 của tính bảo toàn thứ tự của 
tích phân, Chương 4, tiết 2) rằng Jàm |ø„(z)|P hữu hạn h.k.n., tức là 


Jm g;(z) tồn tại và hữu hạn h.k.n. Vậy chuỗi 


fa(#) + 3 2 fay,,(£) — fs„(2)) 
k=] 


hội tụ tuyệt đối h.k.n., đo đó hội tụ h.k.n., tức là khi s => œo thì hầu 
khắp nơi sẽ tồn tại giới hạn hữu hạn của hàm 


fhu.\() = fa(£) + S..¡(£) ~ #a(2)). 
k=l : 


Ta hãy gọi giới hạn này là /o(z) : ƒfa,,,(z) => ƒfo(z) h.k.n. Vì 
[/a...(Z)| < lim ø,(z) € L(E, u) (theo (2)) nên theo định lý hội tụ 


chặn (Chương 4, tiết 3). 


[ Li(e)Pdu = lim, Í s...(e)Pd, 


4. e2. K XeS> à đà je(.lá47. 
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tức là ƒo € U(E, uu). Lại áp dụng bổ đề Fatou lần nữa ta có 
lứ— f4ÁP = Í Em U.u(2) — fa(2)Pdụ 


< lim, Í Hfu..(2) — fa (8) Pd = lm lWs.. — JalP 


Jim || 5 “u = #».)Ì!P < lim 3 ” llƒa... s“ ta, ll 
t=k t=k 


b ¬1 Kchl 

. t=k t=k 

Từ đó, suy ra lim ||o — #s„|| = 0: Cuối cùng, vì {ƒ„} là dãy cơ bản 
=+œo 


nên với r:,n„ đủ lớn (chẳng hạn, n,m¿ > nọ) ta sẽ có ||ƒa„ — fa|| < £; 
và khi ấy ta chọn & đủ lớn để vừa có m¿ > nọ và ||ƒo — /a„|| < e thì sẽ 


có với mọi m > nọ : lÌƒo “— /n| < |Lƒo = /a„ÏÌ + lÌƒa„ mm fal <Se+e, 
chứng tỏ dãy ƒ„ hội tụ tới ƒọ. ñ 


Qua chứng minh trên ta còn thấy rằng: 


Hệ quả: Nếu một dãy ƒ„(z) hội tụ trong (E, u) thì nó chứa một 
dãy con ƒa, (+) hội tụ hầu khắp nơi. 


Thật vậy nếu { ƒ„} hội tụ thì nó là dãy cơ bản, và theo trên có thể 
trích ra dãy con { ƒa,} hội tụ h.k.n. 


Sự hội tụ trong Ï(, u) cũng gọi là sự hội tự trung bình cấp p, và 
người ta cũng dùng ký hiệu ƒ„(z) ® ƒ(z) để chỉ sự hội tụ đó. 
Với mọi số r > 0, đặt 8 = {z : |fa(z) — ƒ(z)| > "}, ta có 


| a&)— f@)P > [ lứs— P > [ # =0), 


(A 


điều này cho thấy rằng (Ö) —> 0 khi  —› co, nếu ƒ„ ) ƒ. Vậy 


Một dãy hội tụ trung bình thì cũng hội tụ theo độ đo. Thành thử 
giữa các kiểu hội tụ có liên hệ như sau: 


hội tụ I5 khắp nơi < hội tụ trung bình 
hội tụ theo độ đo 
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(T† chỉ rằng có thể trích ra một dãy con hội tụ; | chỉ rằng phải có giả 
thiết u(X) < œ) 


Định lý 2. Nếu (E) < œo, và l1 < p < << ©, thì 


I/ll;< I/lly.u()?”? - 10) 


và L (E, w) C LP(E,u) C L\(E, u). Nói riêng, với l1<p<py<œ 
ta có L C LP C LÌ, 

(|Lƒ lÌ„ biểu thị chuẩn của ƒ trong LP(E, u)). 

Chứng minh. Thật vậy, bất đẳng thức Hölder có thể viết 


lƒølli < IL/II›-llølls- 


Lấy g = 1, và thay ƒ bởi |ƒ|?, thay p và 4 bởi  /p và g'/(p' — p) ta 
được: 


^ 


IƯPh < I1/Ply(6)”, 


(l/l," < (l/l»)(E)””, 
từ đó suy ra (10) và phần sau của định lý. Chú ý rằng định lý không 
còn đúng nếu ¿() = oo. J 
2.3. TÍNH TÁCH ĐƯỢC CỦA L7 


Sau đây È là một tập đo được Lebesgue trong R* và ¿ là độ đo 
Lebesgue thu hẹp trên #. 


Định lý 3. Mỗi họ hàm sau đây là trà mật trong L( F): 
1) Các hàm đơn giản, tức là các hàm có dạng 


3 `a¡#4,(2), | (11) 
¡=l 
trong đó các tập Á, đo được và rời nhau. 
2) Các hàm liên tục. 


Chứng minh. Như đã định nghĩa trước đây, một họ hàm được gọi 
là trù mật trong (2) nếu với mọi ƒ € L⁄“(E) và mọi e > 0, đều tồn 
tại một hàm ø thuộc họ đó sao cho ||ƒ — g|| < e. Rõ ràng nếu một họ 


^ 
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A⁄ trù mật trong L(#), và một họ trù mật trong Ä⁄, thì họ Ý cũng 
trù mật trong L(). Vì vậy ta chỉ cần chứng minh rằng họ I) trù mật 
trong LP() và họ 2) trù mật trong họ 1). | 

Xét một hàm bất kỳ ƒ € LP(E). Ta có ƒ = ƒ*— ƒ~, với ƒ†, ƒ" > 0. 
Theo Định lý 13, Chương 3, tồn tại một dãy hàm đơn giản không âm 
7? ⁄ ƒ*. Vì (ƒ* — ƒ‡) `, 0 nên theo Định lý 4, Chương 4, 


Jư*-#S [o=0 


nghĩa là || ƒ* — ƒ„ || —> 0. Vậy với m đủ lớn ta sẽ có ||ƒ* — ƒz || < e/2. 
và cũng tương tự như thế, với z đủ lớn ta sẽ có một hàm đơn giản ) (28 
với ||ƒ~ — ƒ; || < e/2. Khi ấy đặt g = f‡ — ƒz ta sẽ được ||ƒ — ø|| < 
lƒ* — /„ ll+ |” — /#zl| < e. Hàm ạ là hiệu của hai hàm đơn giản thì 
cũng đơn giản, vậy họ 1) trù mật trong [7(#'). 

Bây giờ ta chứng minh họ 2) trù mật trong họ 1). Muốn thế, trước 
tiên xét một hàm số có dạng Ä4(z)(A đo được). Theo Định lý 10, 
Chương 3 (đúng với R*, k > 1), với mọi e > 0 tồn tại một tập mở ŒG 
A và một tập đóng ` C A sao cho (G\ 4) < e?/2, u(A\ #) < e?/2, 
tức là (Œ \  #') < e?. Ta hãy lấy, 

_ — Ø(#R^\ G) 
— #)= TERK\ G)+/(2.F) 
trong đó ø(z, Mf) = InỆ Í|z — || chỉ khoảng cách từ z đến tập M. Rõ 
w 


ràng hàm ø bằng 0O trên tập R“\_ G và bằng I trên tập #, và do các 
hàm ø(z, R*\ G), ø(z, F) đều liên tục? và có tổng khác 0 nên ø cũng 
liên tục. Hiệu #4(z) — ø(z) có trị gồm giữa 0 và I trên tập G\_ # và 
bằng 0 ngoài tập đó, cho nên 


l|a - ølÌ = ([(atz) - g(z))?)? < (u(G\_F))? <e. 


?Sự liên tục của hàm r(z) = ø(z, A4) (Ä là một tập tuỳ ý trong một không 
gian metric) có thể chứng mính đơn giản như sau. Cho zo một điểm bất kỳ, z 
một điểm sao cho ø(z, zo) < £/2. Theo định nghĩa hàm r(z), có thể tìm một 
điểm  € M sao cho ø(Z,w) < r(z) + e/2, và một điểm o € À4 sao cho 
Ø(Zo, o) < r(o) + e/2. Khi đó r(z) < Ø(z, wo) < ø(#, zo) + Ø(Zo. Wo) < 
r(Zo) + e và r(zo) < Ø(Zo,U) < Ø(Zo,#) + p(Z,) < r(z) + e. Do đó 
|r(+) — r(zo)| < e, có nghĩa là r(z) liên tục tại zo. 
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Thành thử mỗi hàm có dạng (z), với 4 đo được đều có thể xấp xỉ 
tùy ý bởi một hàm liên tục. Từ đó suy ra họ 2) trù mật trong họ 1), vì 
với mỗi hàm có dạng (11) chỉ việc chọn các hàm liên tục g;(z) sao cho 
l4, — -9iÌÌ < na ) thì sẽ được hàm liên tục g(z) = }” œ,g,(z), với 


II œ:#4, - ø|| < 3»dx, —g||<£. n 


Hệ quả. Không gian LP tách được (nghĩa là có chứa một tập con 
đếm được trù mật trong nó). 


Thật vậy, cho ƒ € L, £ > 0 tùy ý. Theo định lý trên tồn tại một 
hàm liên tục ø(z) trên đoạn [0, 1] sao cho ||ƒ — ø|| < e/2. Mặt khác 
theo Định lý Weierstrass I (Chương 2, tiết 6) tồn tại một đa thức P(z) 
với hệ số hữu tỉ sao cho jnax |ø(z) — P(z)| < e/2 hay 


ls-PI= (ƒ 'IsG)~ P(e)dz) <¡\ lÍ "(92 )} =e/a 


Vậy |ƒ — PÍ| < ll/ — øl| + llø — PÍ| < 5 + 5 = e. Nghĩa là họ các 
đa thức với hệ số hữu tỉ trù mật trong 1”. Vì họ này đếm được nên l 
tách được. 


Dĩ nhiên đối với LẺ, „ cũng có thể suy luận tương tự như trên, và sẽ 
thấy rằng LỄ. ;¡ cũng tách được. 


3. TOÁN TỬ TUYẾN TÍNH 


3.1. ĐỊNH NGHĨA. Cho hai không gian tuyến tính bất kỳ X và Y. 
Một ánh xạ A : X —› Y gọi là một ánh xạ tuyến tính hay toán tử tuyến 
tính nếu: 


l) A(z: + z¿) = Áz + Ar¿ với mọi z¡,z¿ € X. 
2) A(az) = œÁz với mọi z € X và mọisốa. ` 


Ở đây để cho gọn ta viết Az thay cho A(z) để chỉ 'phêo tử ứng với 
+ trong ánh xạ A. 


Dĩ nhiên hai điều kiện 1) và 2) tương đương với 


A(œi7ì +... + ayze) = ơi A7: +... + A1, 


BC A3 PS 1£x<Y 
P.1 s/%- Sà c7 4v 
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với mọi z,...,#„ € X và mọi sỐ ơy,..., œ. 
Nếu Y = X thì ta cũng nói 4 là một toán tử trong X. 
Ta ký hiệu ImA là miền trị (hay phạm vì) của toán tử A, tức là tập 
tất cả các  € Y sao cho  = Áz với một z € X nào đó. Rõ ràng nếu . 


1 € ImA, ¿ € ImA thì œ1, œz12 € ImA với mọi số œ, œ¿ nên ImA 
bao giờ cũng là một không gian con của Y.. 


Sau đây là một số ví dụ về toán tử tuyến tính. 
l) X= RẺ, C2 xà A(&......Éx) = (Thi. Tịa, - - - ‹ Tm) với 


k 
?› = 3 ` aụ€; (š = 1,2,....,m) (12) 
= 
trong đó a;; là những hằng số. Ma trận 
8g địa... Gđịk 
đạy  đd2ạ¿... . đạy 
WQï sổ: +x+ nổ 


gọi là ma trận của toán tử A. 


Dễ thấy rằng (12) là dạng tổng quát của mọi toán tử tuyến tính từ 
JR* vào R'", Thật vậy cho 4 là một toán tử tuyến tính bất kỳ từ R* vào 
R, Gọi eq,éa,...., 6e Và ƒ\, ƒs..... „a là các cơ sở của R* và R” sao 
cho với mọi z = (ế,.. -&) cR+ VÀ t = (Th,..., Tìm) € R" : 


1= S6 ' la Sơ, 


(chẳng, hạn lây e¡ = d, 0... ; 0), e; = Q@, l,..., Ö),.... e4 = (0,...,. 
0. 1) và lấy các f, f›,..., Ím cũng tương tự). Vi A là tuyên tính nên 
Ax= >..ố,(4e,). Vậy đặt Ax = (ni,..., 7jm), À€; = (8u, ..., Am), f4 
sẽ có (12). | : 

2)XxY = DẶ, P (không gian các hàm số có đạo hàm liên tục 
đến cấp ‡ trên đoạn [a, b]), Az(f) = ag(£) + ayZ/(t) + - -- + ayzf®(£), 
trong đó ao, a¡, ..., a¿ là những hằng số (hoặc những hàm số cho trước 
của £, thuộc ĐƑ: „). Toán tử này gọi là một toán tử vi phân. 


200 Hàm thực và Giải tích hàm 


b 
3)X=Y =Ca„¿, A+z(0) = / K(t,s)z(s)ds, trong đó K(t, s) là 


một hàm số liên tục của f và s trong hình vuông a < t, s < b. Toán tử 
này gọi là một toán tử tích phân với hạch là K(t, s). 


4) Dĩ nhiên toán tử biến mỗi phần tử z € X thành phần tử 0 (toán 
tử không) và toán tử biến mỗi phần tử z € X thành chính z (toán tử 
đồng nhất) cũng là toán tử tuyến tính. 


3.2. DIỀU KIỆN LIÊN TỤC. Giả sử X,Y là hai không gian định 
chuẩn. Theo định nghĩa chung vẻ ánh xạ liên tục (Chương 2, tiết 5), 
một toán tử A từ X vào Y gọi là điền tực nếu zạ => Zo luôn luôn kéo 
theo Áz„ => ÁZo. 


Một toán tử tuyến tính từ R* vào R” bao giờ cũng liên tục. Thật 
vậy, như trên đã thấy, một toán tử như thế có dạng (12). Nếu z„ = 
(c'"),...,€")) — zo = (€{”,...., €”) thì, do sự hội tụ trong RẺ là hội 
tụ theo tọa độ (Chương 2, tiết 1), ta có €'”) — £” (7 = 1,2,...,k), 
do đó rị”) = Ð au€t") + 3 au€ƒ”) = nị") tức là Az„ — so. 


Nhưng trong không gian định chuẩn bất kỳ thì toán tử tuyến tính 
không nhất thiết liên tục. Ở đây điều kiện liên tục tương đương với tính 
bị chặn định nghĩa như sau: 


Một toán tử A từ X vào Y gọi là bị chặn (giới nội) nếu có một hằng 
số K > 0 để cho c' _ 
(vzexX) I|Azl| < Kllz| (13) 


(để ý rằng chuẩn bên trái bất đẳng thức là chuẩn trong , còn chuẩn 
bên phải là chuẩn trong X'). | 


Định lý 4. Một toán tử tuyến tính A từ X vào Y' là liên tục khi và 
chỉ khi nó bị chặn. : 


Chứng minh. Giả sử toán tử A liên tục. Ta chứng minh trước hết 
rằng phải có một hằng số K để cho ||Az|| < K với mọi z có ||z|| = 1. 
Thật vậy, nếu trái lại, tức là (Vn) (3zn)l|znlÌ = 1, ||4za|| > n, thì lấy 
zj = Tan ta có z/ — 0 và ||Azall = l|Aza/n|| = lLAzal|/n > 1, 
trái với giả thiết A liên tục. Vậy phải có số K với tính chất trên. Với 
mọi z.# 0 ta có ||z/||z|||| = 1, cho nên ||4z||/|lz|| < X, do đó 
l|4zll < K.llzl. 


Lá xöi£kk)424c0ocasianzofxGc'u¿ v46734s= sang f 
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Ngược lại, giả sử có hằng số X với tính chất (4), và z„ -+ zọ. Ta 
sẽ có ||Az„ — 4zol| = Í|A(za = #o)l| < K||#a — zol| — 0: Vậy 4 liên 
tục tại Zọ. ' q 

Số  > 0 nhỏ nhất thỏa mãn điều kiện (13) gọi là chuẩn của toán 


tử A, và được ký hiệu ||.4||. Như vậy: 


I)(VzeX) - |l4zl|| < ||A||z. (14) 
2) Nếu (Vz e X)||Az|| < K|lz|| thì ||A|| < . (15) 
Định lý Š. Ta có 
A 
IAI = up l4“Ï ~ sụp JI4z|. (16) 
+#0 Izll lIzll=1 


Chứng minh. Số X > 0 nhỏ nhất thỏa mãn (13) đĩ nhiên cũng là số 
K > 0 nhỏ nhất thỏa mãn 


(Vz€ X, z#0) I4zl „ x, 
' |z || 
do đó 
II.4z|| + 
- ILAII = sup “—— = sup l|4(+—rÌlÍ= sup ll4vlL: ñ 
IAI= sp TT = sp I4(TS)I= ge9, 4l 


Hệ quả. Toán tử tuyến tính A bị chặn (liên tục) nếu tập các trị của 
nó trên một mặt cầu (tùy ý) bị chặn. (Mặt câu tâm zọ, bán kính a, ký 
hiệu (zọ, œ), là tập các z sao cho ||z — Zol| = a). 

Thật vậy, nếu chẳng hạn, ||Az|| < M với mọi z thuộc mặt cầu 
®$ = ®(zạ,e), thì với mọi z mà ||z|| = 1 ta sẽ có az + Zọ € % 
cho nên ||A(œz + zo)|| < ẤN, và do đó ||d4z + 4zol| < N, hay 
allAzl|< M + |I4zall, từ đó ||4z|| < (N + |4zo||)/œ. Vậy, theo (16). 
sup,„ell4zll/Ilzll = supyai~ll4z|| < K, với K = (N + |Í4zell/a): 


Trở lại ví dụ 3) về toán tử tuyến tính ở mục 3.1, ta có 


_ _ 
lAzl= max | j K(t,s)z(s)da| < llz|| max ƒ |K(t,s)|ds, 
cho nên đối với toán tử này: 


”.Ñ b 
IAI< mạx Í IK,3)Jás 


202 Hàm thực và Giải tích hàm 


Có thể chứng minh rằng ở đây có dấu = thật sự, nhưng điều đó 
không đơn giản. 


3.3. TOÁN TỬ NGHỊCH ĐẢO. Xét phương trình 
| A1 = 0, (17) 


trong đó 4 là toán tử tuyến tính từ X vào Y.. Hai vấn đề thường đặt ra 
là: 


L) Tổn tại: phương trình (17) có chăng một nghiệm với mọi  € 
Y? Nói cách khác phải chăng miền trị của toán tử A trùng với Y : 
ImA = Y? 


2) Duy nhất: Nếu phương trình (7) có nghiệm thì nghiệm đó có duy 
nhất không ? Nghĩa là phải chăng từ Az¡ = 1, AZz¿ = y bao giờ cũng 
suy ra được z¡ = z¿? Đặt z = z¡ — z; ta thấy rằng vấn để chung qui 
là: phải chăng Áz = 0 kéo theoz =0? - 


Tập các nghiệm của phương trình Áz = 0 thường được gọi là hạch 
(hạt nhân) của toán tử A và ký hiệu KerA (tiếng Anh Kernel nghĩa là 
hạt nhân). Dễ kiểm tra lại rằng do A là tuyến tính nên KerA là một 
không gian con của X. Nếu A lại liên tục thì Ker. là một không gian 
con đóng của X (vì rằng KerA chẳng qua là nghịch ảnh bởi A của tập 
đóng {0)). 


Như vậy, vấn đề "duy nhất" cũng là vấn đẻ: phải chăng KerA = {0)? 


Nếu điều kiện này được thỏa mãn thì với mỗi  € ImA ứng một z 
hoàn toàn xác định sao cho Áz = +. Khi ấy toán tử biến thành z theo 
cách đó gọi là toán tử nghịch đảo của A và được ký hiệu A~!. Thành 
thử : ¬ 

Toán tứ Á có nghịch đảo khi và chỉ khi KerA = {0}, tức là phương 
trình A+ = 0 chỉ có một nghiệm duy nhất + = 0. 


Dễ thấy rằng A~ là một toán tử tuyến tính từ ImA lên X và 
(WreX) A''lAr=z; (Vục Im4) AA"ly=g,. 


Ví dụ: Cho Œ là một tập mở, không rỗng , bị chặn, và liên thông 
trong mặt phẳng z,; #ï là tập các hàm thực 1(z, +) liên tục trên bao 
đóng G của G và điều hoà trong Œ, Œ là tập các hàm ƒ (z, y) liên tục 
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trên biên của Œ. Với các phép toán đại số thông thường, /ï và Œ là 
hai không gian tuyến tính. Gọi A là toán tử biến mỗi hàm u(z, ) € #ï 
thành hàm ƒ(z,) € Œ, bằng thu hẹp của (z, y) trên biên của Œ, thì 
4 là một toán tử tuyến tính từ ⁄ƒ vào Œ, và các vấn để tồn tại và duy 
nhất ở đây chẳng qua là nội dung lý thuyết thế vị: 


Vấn đề tồn tại: Im.A = Œ? chính là bài toán Dirichlet: với mỗi hàm 
ƒ € C cho trước, phải chăng có một hàm tu € Öƒ sao cho ƒ là thu 
hẹp của w trên biên Œ ? (Câu trả lời không phải lúc nào cũng là khẳng 
định). 


Vấn đề duy nhất: KerA = {0} ? có nghĩa là nếu một hàm +⁄(z, ) € 
H triệt tiêu trên biên của Œ thì phải chăng nó bằng 0 trên toàn Œ ? Câu 
trả lời, như đã biết, là khẳng định. Vậy ở đây A có nghịch đảo, 


Khi một toán tử tuyến tính liên tục có nghịch đảo thì nghịch đảo ấy 
không nhất thiết phải liên tục. Ta có 


Định lý 6. Nếu một toán tử tuyến tính liên tục A : X —> Y có 
nghịch đảo A~ liên tục thì 


(VrcX)... ||Az|| > mllz|| (18) 
với mọi số rn < T4 Ngược lại nếu có ra > 0 nghiệm đúng (18) thì 
A*` tồn tại , liên tục và có ||A~|| < _ 


Chứng minh. Nếu A~` tồn tại và liên tục thì nó có chuẩn ||.4~!|| và 
lI4”ˆy|| < ||.A”}|I-llv|| với mọi y € Im4, hay ||z|| < ||A~1|(.||4z|| với 
mọi z € X, cho nên ta có (18) với mọi mm < [TT Ngược lại, nếu có 
(18) với ra > 0 thì 4z = 0 kéo theo 0 > rn||z|| tức là z = 0, cho nên 
A”` tồn tại, và khi ấy (18) có thể viết (Vụ €Im4) |Ìy|| > ml||A-*w||, 


hay ||A~'y|| < —ltl\ chứng tỏ 4~1 bị chặn, do đó liên tục, đồng thời 

I4-'J< =. n 
rn 

Một toán tử tuyến tính liên tục A : X —-› Y sao cho ImA = Y và 

nghịch đảo 4~ tồn tại và liên tục, được gọi là một phép đẳng cấu từ 

X lên Y. Ký hiệu A € Isom (X, Y) (tiếng Anh Isomorphism có nghĩa 
là đẳng cấu). 
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Định lý 7. Cho X, Y' là hai không gian Banach. Nếu A : X —› Y 
là một đẳng cấu thì "” toán tử tuyến tính liên tục B : X —› Y sao 


cho ||A — B|[< ———- cũng là đẳng cấu. 


TT 'Í 

Chứng minh. Trước hết ta chứng minh rằng ImB = Ý. Muốn 
thế, cho  € Y bất kỳ. Ta xét ánh xạ 7 : X => X xác định bởi 
T(z) = A~'ụ+A~!(A— B)z. Ta có với mọi z, z“ € X : ||Tz—7+z|| = 
|4~!(4 — 8)(z = z)I < ÍL4~!II4 — BII.z — z'l= 6llz — z'l, mà 
theo giả thiết Ø = ||A~'||.||4 — B|| < 1 nên 7 là ánh xạ co. Vậy theo 
Định lý điểm bất động Banach phải có một z nghiệm đúng z = 7%, 
,.. làz = Arl+ A~*Ì(A - B)z = A"ly+z — A~'B¿, do đó 

A*'(ụ ~ Bz) = 0 và điều này .a theo  — Bz = 0. Thành thử với 
mọi  € Y tồn tại z sao cho Ðz = 

Mặt khác, với mọi z € X ta cơ l|Bzl| = ||Az —- (A - B)z|| > 


l|4zl| - ll(4 - B)z|| > Il!- 4A - Blllzll = ml: với 
Trì = LE- ||4 —- Bl| > 0. Vậy theo định lý trước, g tồn tại và 
liên tục. n 


3.4. KHÔNG GIAN CÁC TOÁN TỬ. Cho hai không gian định chuẩn 
X,Y. Ta ký hiệu L(X, Y) là tập tất cả các toán tử tuyến tính liên tục 
từ X vào Y, 


Trong L(X,Y) ta có thể định nghĩa các phép toán tuyến tính như 
sau: | 


Ta gọi tổng của hai toán tử A, là toán tử Á + Ð sao cho ` 
(VzeX) (A+B)z=Ar+Br, 
và tích của toán tử A với số œ là toán tử œ4 sao cho 
(V+€X)  (œA)+= aAz. | 


Rõ ràng các toán tử A + Ö và œA cũng tuyến tính và liên tục, tức 
là thuộc L(X,Y'), và với các phép toán kửu tính như trên, L(X, Y) 
trở thành một không gian tuyến tính. 


Hơn nữa, trong L(X, Y) ta đã định nghĩa chuấn l.|| của mỗi toán 
tử 4 theo công thức (16). Chuẩn ấy thỏa mãn đầy đủ các tiên đề về 
_chuẩn, cụ thể là: 


| 
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- 1) Nếu ||A|| = 0 thì đo (14) ta có 4z = 0 với mọi z, tức A = 0 
(toán tử không). Ngược lại nếu 4 = 0 thì đĩ nhiên |||| = 0. 
- 2) ||œ4l| = |e|.||.|| là do với mọi z: ||œ4z|| = |a|.||Az||. 
3) ||.4 + B|| < ||A|| + l|B|| là do với mọi z: ||(4 + B)z|| = ||Az + 
Bz|\ < ||Az|| + |\Bz|l | 


Như vậy L(X, Y) là một không gian định chuẩn 


Cũng như trong mọi không gian định chuẩn, trong ï.(X, Y) ta có 
thể nói đến sự hội tụ: một dãy toán tử 4„ € L(X,Y) hội tụ tới toán 
tử 4 € L(X,Y) nếu ||4a —- Al|| -› 0. Sự hội tụ này gọi là sự hội r 
theo chuẩn, để phân biệt với sự hội tự từng điểm, định nghĩa như sau: 
một dãy toán tử Á„ hội tự từng điểm đến A nếu (V+z € X) Áaz —› Áz 
(nghĩa là ||4az — 4z|| — 0). 


Rõ ràng sự hội tụ theo chuẩn kéo theo sự hội tụ từng điểm vì ||.A„z 
4z|| < l4» — All l|z||. Nhưng ngược lại không đúng. : 


Định lý 8. Nếu không gian Y đủ thì không gian L(X, Y') cũng đủ 
(tức là không gian Banach). 


Chứng minh. Giả sử dãy A„ là cơ bản trong L(X, Y'). Ta có: 
|4„z — Amzll = ll(4a = 4m)z|l < 4a - Amllllzl. — (19) 


cho nên với z € X cho trước, ||Aa# — Ámz|| => 0 (n,m —> œ). Vậy 
dãy A„z là cơ bản trong Y, mà theo giả thiết Y là không gian đủ, nên 
dãy đó phải dần tới một giới hạn. Ta hãy đặt 


Az = Am Aaz 
và hiến minh rằng 4 € L(X,Y'). Thật vậy 4 rõ ràng là tuyến tính. 
Vả lại với e > 0 cho trước, ta có thể chọn' N đủ lớn để ||Áa — A„|| < e 


với mọi n,rn > ¿. Khi ấy đựa theo (19) ta có ||4„# — A„z|| < z||z|\. 
và cho rn —> oo ta được 


(Vn>MN) l4az - 4z|| < e|lz|. 
chứng tỏ rằng. T 
Aa-A€cL(X,Y) 


và 
(Vn > N) l|Aa - A|| < s. 


.... - 
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Nhưng như thế thì A = A„— (A„ — A) € L(X, Y) và bất đẳng thức 
vừa rồi chứng tỏ ||A„ — A|| —› 0. Vậy dãy A„ có giới hạn A € L(X, Y) 
và định lý đã được chứng minh. n 


Bây giờ giả sử X = Y, nghĩa là ta xét không gian L(X, X) các 
toán tử tuyến tính liên tục ¿rong X. Khi ấy ta có thể định nghĩa phép 
nhân hai toán tử như sau: fích của hai toán tử A, B trong X là toán tử 
AB trong X sao cho 


(VreX) ABz = A(B:). 


Rõ ràng A4 cũng là toán tử tuyến tính. Vả lại vì ||ABz|| = 
l|4(8z)ll < IIA|.|IEzll < IIA|I-|LB|I-|lz|| nên 4 cũng bị chặn (tức 
là liên tục) và 

II4|\ < II4|I.LB|| (20) 

Như vậy trong L(X, X) có xác định phép cộng và phép nhân hai 
phần tử. Dễ kiểm tra lại rằng phép cộng và phép nhân này thỏa mãn 
các tiên đề của một vành. Thành thử L(X, X) là: 

l) Một vành ; 

2) Một không gian định chuẩn ; 

3) Thỏa mãn điều kiện (20) ; 

4) Có phần tử đơn vị la toán tử đồng nhất 7 với ||i|| = 1. 


Người ta nói L(X, X) là một vành định chuẩn. 


Trong vành L(X, X), đương nhiên có thể nói đến các lũy thừa của 
một toán tử. 


A°=]I, A^=A""'A ti, ..:). 
3.5. TOÁN TỬ TRÊN KHÔNG GIAN TÍCH. Cho hai không gian 


tuyến tính X, Y, nếu trên tích trực tiếp của hai tập X, Y ta xét các phép 
toán 


(Zi,ì) + (Z2, 92) (Z\ + Za, 1ì +92), 
o(+, 1) = (œz, œ1), 
thì ta có một không gian tuyến tính mới gọi là tích trực tiếp của hai 


không gian tuyến tính X và Y. Nếu ta lại đưa vào đó một chuẩn bằng 
cách qui định: 


ll(=.z)|l = llzll + IIsl| (21) 
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thì ta được một không gian định chuẩn, gọi là tích trực tiếp của hai 
không gian định chuẩn X và Y. Tích trực tiếp của hai không gian 
tuyến tính (định chuẩn) X và Y, cũng được ký hiệu X x Y. 


Mỗi cặp có dạng (z,0), với z € X, 0€ Y (“phần tử không" của 


Y), có thể đồng nhất với z € X, cho nên X có thể xem là một không. 


gian con của X x Y. Cũng tương tự, Y có thể xem là một không gian 
con của X x Y. Khi ấy, mỗi phần tử (z, ) của không gian tích được 
biểu điễn một cách duy nhất dưới dạng 


(z,) = (z,0) + (0,9). (22) 
`, Từ (21) ta suy ra 
(£„.a) —> (z,y) khi và chỉ khi z„ — Z, ta — g. 


Thật vậy: ||(za, a)— (, 9)|| = ÌÌ(£a—z. wa~)|| = llza—#zl|+ llua—vÏÌ- 


Hơn nữa: Nếu X,Y' đều là không gian Banach thì tích X x Y cũng 
là không gian Banach. 


Thật vậy, nếu {(za, „)} là một dãy cơ bản trong không gian tích 
thì, vì : 


llEm — #n|| < |Ì#m — #al| + lÌtm — tal| = |Ì(Em — #n› Vm — ta)lÌ 


cho nên {z„}, và, tương tự, {„}, cũng là dãy cơ bản. Vậy zạ —> z € 
X, ta —  € Y và do đó (Za, na) —> (z,w) € X x Y. 


Định lý 9. Cho hai không gian tuyến tính X,Y. Mỗi toán tử tuyến 
tính A từ X x Y vào một không gian tuyến tính Z, đều có thể biểu diễn 
một cách duy nhất dưới dạng 


A(z,) = Ai(z) + Aa(9), (23) 


trong đó A¡ (.4a) là một toán tử tuyến tính từ X (Y, tương ứng) vào Z. 
Nếu X,Y là không gian định chuẩn thì toán tử A liên tục khi và chỉ 
khi cả A\ và A¿ đều liên tục. 


Chứng minh. Do (22) và do A là tuyến tính ta có Á(z,1) = 
A(z, 0) + A(0, ), cho nên muốn có (23) ta chỉ cần định nghĩa 4; (z) = 
A(z,0), 4;(y) = A(0,y). Ngược lại, nếu ta có (23) thì phải có 
A(z,0) = 4;(z), A(0,) = 4a(w). Vậy cách biểu diễn là duy nhất. 
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Nếu X, Y là không gian định chuẩn và A liên tục (do đó bị chặn) 
thì ta có với mọi z € X: 


J4:()ll = lIA(=.0)|| < I4|I.ll(z.0)|I = I4II.llzll 


chứng tỏ 4; bị chặn, do đó liên tục. Cũng tương tự như thế, 4; liên tục. 
Ngược lại nếu cả 4, 4; đều liên tục thì ta có với mọi (z,)€ X xY: 


II4:(z) + 4a(w)l| < II4›1-llzll + II4all-llvll < 


lA(zw)l[ = 
< max (|4nll,lI4all) x ||(œ.9)ll 


cho nên 4 liên tục . n 


3.6. TOÁN TỬ SONG TUYẾN TÍNH. Cho X, Y, Z là ba không gian 
tuyến tính định chuẩn, A lầ một ánh xạ từ X x Y vào Z, biến mỗi cặp 
z€ X, € Y thành phần tử z = A(z,) € Z. Ta nói 4 là một toán tử 
song tuyến tính nếu với mỗi + cố định .4(z, y) là một toán tử tuyến tính 
từ X vào Z và với mỗi z cố định A(z, y) là một toán tử tuyến tính từ 
Y vào Z. Toán tử A gọi là liên rc nếu với mọi dãy #ạ — Z, 1a 3 
ta có Á(Za, va) => A(2,); gọi là bị chặn nếu có một hằng số # > 0 
để cho 

(vzeX)(dụeY) I|A(z,z)|| < K.|zll|leli (24) 

Cũng như đối với toán tử tuyến tính ta có sự kiện sau đây: 

Một toán tử song tuyến tính là liên tục khi và chỉ khi bị chặn. 


Cách chứng minh tương tự như đối với Định lý 4. Nếu A liên tục, 
thì phải có một số J{ > 0 sao cho l|A(z,)|| < K với mọi z € X,  € 
Y có ||z|| = llw|| = 1, vì nếu trái lại thì (Yn) (3(zn,ta) lÌzn|[ = 

1| Nhướớ. r:ì Ủn 2 Tì, ' ¬ '. = = 
llwsl| = 1, lA(ea.a)|| > m, và đặt za = TP: ta vn IẾ CC 
z/, —> 0, ty => 0, trong khi đó [|Á(z¿, 2) = ¬LÁ(za,a)l| > 1, tá 
với giả thiết A liên tục. Vậy tồn tại số  > 0 với tính chất đã nói và 
Áj/ :/kp2 | # 4 
với mọi z z# 0, 0 ta sẽ có lL4( —-,. —- |l| < K từ đó suy ra 
x !^( Tu)! : 
(24). 
Ngược lại nếu 4 bị chặn, nghĩa là tồn tại K > 0 với tính chất 
(24) thì với mọi z„ — z, „ > w ta có ||A(z„,a) — A(z,w)l| < 
|I4(za,wa)— A(za.9)|| + l|A(za; v) — A(2, 9)|| =.|LA(£a, ta — 9)|Ì + 
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ll4(za — z.)|| < K|lzall-llua — w|l + K||za - #||.||w||. Biểu thức này 
dần tới 0, vì dãy z„ bị chặn (do hội tụ). Vậy A liên tục. n 

Số K > 0 nhỏ nhất thỏa mãn điều kiện (24) gọi là chuẩn của A và 
được ký hiệu ||A||. Bằng suy luận tương tự như đối với toán tử tuyến 
tính ta có 


(Vz€e X) (WụcY)_ I||A(z,s)|| < l|4|l.|z||. lv 
lI4|| = sup {|LA(z.9)||: llzl| = 1, llv|| = 1). 

Một toán tử Ø, từ một không gian định chuẩn X vào một không 
gian định chuẩn Z được gọi là toán tử toàn phương nếu tồn tại một toán 
tử song tuyến tính 4 từ X x X vào Z sao cho với mọi z: 

— B(z) =A(z,z). (25) 

Trong định nghĩa này ta có thể giả thiết A đối xứng, nghĩa là 
TM ) = A(w,z), vì nếu cần ta có thể thay A(z, ) bởi 3L, 9)+ 

A(w, z)). 


Cho trước một toán tử toàn phương Ö từ X vào Z, bao giờ cũng 
tồn tại một toán tử song tuyến tính đối xứng duy nhất A thỏa mãn điều 
kiện (25), đó là toán tử xác định bởi công thức 


A(z.0) = gÍB(z + v) - B(z) - B(y)|, (26) 


vì rằng nếu 4 đối xứng thì A(z + ,z + ) = A(z,z) + A(w,v) + 
2A(z, 0), đo đó nếu A thỏa mãn điều kiện (25) thì ta phải có (26). 


Do trên một toán tử toàn phương ? là iiên tục khi và chỉ khi có một 
hằng số K > 0 để cho 


(zeX) ||Bz|| < K|lz|. 
Một ví dụ quan trọng về toán tử song tuyến tính là ích chập ƒ * g 
của hai hàm số ƒ(z), g(z), định nghĩa bởi: 
œ 
ƒ*s(ø) = [_ fœ~1)gt), (7) 
~Ẳ©œ k 


Ta nói tích chập tồn tại nếu tích phân bên phải tồn tại và hữu hạn 
với hầu hết mọi số thực z. 
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Định lý 10. Nếu ƒ,ø € L}_ „.. +e) thì tích chập ƒ * g tồn tại và 
ƒ*g€ LỊ(_ „«e) đồng thời 
I/*øli < ll/ll-lølu.  - (28) 
Nếu ƒ > 0, ạ > 0 thì trong bất đẳng thức trên ta có dấu =. 


Chứng minh. Trước hết, xét trường hợp ƒ > 0, g > 0. Định lý 
Fubini cho: 


J - J ƒ(z — t)g(t)dtdz = J ñ ( J z ƒ(z= !)g(t)dz) dt 
=Ƒ_ (ø  1œ-9)&= [ _ (00) Ƒ_ 7)4)& 


= (_ 7w)( ƑP s94) = lưl-lsh <œ 


(đẳng thức thứ ba là do phép đổi biến số  = z — £). Vậy cũng theo 
định lý Fubini, tích phân (27) tồn tại với hầu hết mọi z, nghĩa là ƒ + ø 
tồn tại. Vả lại các đẳng thức trên cũng cho thấy rằng 


|/ * øll: = L  ( ,— f ~ 9g(94)dz = |I/l.llalh 


Trong trường hợp tổng quát, nếu ƒ, g € LẬ_ s22) thì |/ƒ| + |ø| có, tức 
là |(ƒ(+ — £)ø(£)| khả tích với hầu hết mọi z, do đó ƒ(z — 9)s( cũng 
khả tích với hầu hết mọi z. Vậy ƒ + ø cũng tồn tại và 


l/ * ølli < lÍ 7| * lợi lh = II/lli.|lellh. | n 


Hệ quả. Tích chập của hai hàm số khả tích trên đường thẳng là một 
toán tử song tuyến tính liên tục, có chuẩn bằng l, từ Lao ø) X L¿ 
vào L} (66/4†ˆ 


Việc ƒ * ợ là song tuyến tính thì đã rõ ràng. Còn tính liên tục của 


nó là do (28). Đồng thời Định lý 10 cũng cho thấy rằng 1 là chuẩn của 
toán tử ấy. | I8Ì 


(~œo,oo) 


Dĩ nhiên bằng cách thay £ bởi z — £ ta cũng có 


f*s&)= ` Ƒ()g(z — Đá, . 
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và điểu này cho thấy rằng 


ƒ*qo=g*ƒ. 
Dựa vào định lý Fubini cũng có thể chứng minh: 


(*ø)x*h= ƒ*(gxh). 
Vậy tích chập có cả tính chất giao hoán và kết hợp. 


4. PHIẾM HÀM TUYẾN TÍNH 


4.1. ĐỊNH NGHĨA. Cho một không gian tuyến tính X. Một hàm 
số ƒ() xác định trên X và lấy trị là số (thực hay phức, tùy theo X là 
không gian thực hay phức) gọi là một phiếm hàm trên X. Phiếm hàm 
đó gọi là (wyến tính nếu 


l) ƒ(z\ + LỆ) =—= f(m) + ƒ(r:) với mọi z,z¿ € X. 
2) ƒ(aœz) = œƒ(z) với mọi z € X và mọi số œ. 


Như vậy một phiếm hàm tuyến tính trên X chẳng qua là một toán 
tử tuyến tính từ X vào l hay'C (tùy theo X là không gian thực hay 
phức). Do đó tất cả các khái niệm và sự kiện đã chứng minh cho toán tử 
tuyến tính đều áp dụng cho phiếm hàm tuyến tính. Giả sử X là không 
gian định chuẩn. Khi ấy, một phiếm hàm tuyến tính ƒ gọi là b¿ chặn 
nếu có một hằng số  > 0 để cho 


(VzcX) |ƒ(z)| < Kllz (29) 
Theo Định lý 4 một phiếm hàm tuyến tính bị chặn khi và chỉ khi nó 
liên tục, nghĩa là z„ —> zo luôn luôn kéo theo ƒ(za) ¬ ƒ(sa). 


Số K > 0 nhỏ nhất thỏa mãn (29) gọi là chuẩn của phiếm hàm và 
được ký hiệu || ƒ||. Ta có, theo Định lý 5: 


I/I= sp Œ)Í ~ sp J/(z)|, 


zz#oö l|Z|| lịz||=1 


Vả lại trong trường hợp X là không gian tuyến tính thực nếu các trị của 
một phiếm hàm tuyến tính ƒ trên một mặt cầu nào đó (tày ý) mà bị chặn 
trên (hoặc dưới) thì phiếm hàm ấy bị chặn, do đó liên tục. Thật vậy, 
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nếu chẳng hạn với mọi z thuộc một mặt cầu Š tâm zo ta có ƒ(z) < W 
thì với các z ấy ta cũng có ƒ(2zo — +) < N (vì 2zo — z cũng thuộc 
5, đo ||(2zo — #) — Ze)|| = ||z ~ zol|), nên 2ƒ(zo) — ƒ(z) < ý hay 
ƒ(z) > 2ƒ(zạ) — N. Vậy tập các trị của ƒ trên Š bị chặn. Do đó theo 
hệ quả Định lý 5, ƒ phải bị chặn. 


Trong nhiều vấn đề quan trọng, người ta thường xét không gian định 
chuẩn lập thành bởi tập các phiếm hàm tuyến tính liên tục trên X, gọi 
là không gian liên hợp (hay không gian đối ngẫu) của X và được ký 
hiệu X". Vì ïR (hay C) là không gian đủ nên theo Định lý 8, không gian 
liên hợp của bất cứ không gian định chuẩn nào cũng là không gian đủ 
(không gian Banach). Điều đó có nghĩa là bất cứ đãy cơ bản các phiếm 
hàm tuyến tính liên tục { ƒ;} nào trên X cũng có một giới hạn là một 
phiếm hàm tuyến tính liên tục trên X. 


4.2. VÍ DỤ. Sau đây ta xét các phiếm hàm tuyến tính liên tục trên 
một số không gian định chuẩn đã gặp. 


L) Phiếm hàm tuyến tính trên R*, Nếu a = (ơy,..., œ¿) là một 
vectơ bất kỳ của I*, thì tích vô hướng của a với z = (É:.... ,Ék): 


k 
(a,z) = » (30) 
i=1 
rõ ràng là một phiếm hàm tuyến tính liên tục trên IR*. Ngược lại như 
đã thấy trong ví dụ 1) ở mục 3.1, ứng với mỗi phiếm hàm tuyến tính 
ƒ(z) trên IR* (tức là một toán tử tuyến tính từ IR* vào R) đều có một 
k 


VeCtơ ø = (y,..., œ¿) sao cho ƒ(z) = ».- = (q,#). 
i=l1 
Như vậy (30) là đạng tổng quát của một phiếm hàm tuyến tính liên 
tục trên R*, Nếu ta cho mỗi phiếm hàm ƒ = (a,z) ứng với vectơ a, 
thì ta có một ánh xạ I-I từ (R*)* (không gian liên hợp của R#) lên RẺ. 
Ánh xạ đó rõ ràng bảo toàn các phép toán tuyến tính. Hơn nữa nó cũng 
bảo toàn chuẩn, cụ thể là: 


lƒll = llaÌÌ (31) 
Thật vậy theo bất đẳng thức Cauchy (Chương 2, tiết l) 
(Eai§;)? < (Ea?)(S€?) 
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tức là 

I(a,Z)| < llall.|lzÌÌ: 
Bất đẳng thức này trở thành đẳng thức khi a = z nên theo định nghĩa 
chuẩn của một phiếm hàm ta suy ra (31). 

Tóm lại ánh xạ nói trên là một phép đẳng cấu (tuyến tính đẳng cự), 
và (R#)* có thể coi là đồng nhất với R*. Trong ý nghĩa đó người ta nói 
rằng không gian IR* là tự liên hợp (không gian liên hợp của nó trùng 
với chính nó). Sau này ta sẽ thấy rằng đó là một trường hợp riêng của 
một sự kiện tổng quát về một lớp không gian định chuẩn gọi là không 
gian Hilbert (Chương 6). 

2) Phiếm hàm tuyến tính trên C\„„ị. Có thể thấy ngay rằng: 

2a). Cho fo là một điểm bất kỳ trong đoạn {a, b. Phiếm hàm ƒ(z) 
xác định trên C¡a„ị bởi ƒ(2) = z(a) là tuyến tính và liên tục. 


2b) Tích phân. ` 
ƒ(z) = j z(t)¿t 


cũng là một phiếm hàm tuyến tính liên tục trên C\a„). 
2c) Tích phân Stieljès (Chương 4, tiết 6) 


ƒ(z) = ỀỄ z(t)dø() (32) 


trong đó ø(£) là một hàm số cho trước có biến phân bị chặn trên [a, Ò], 
xác định một phiếm hàm tuyến tính liên tục trên Cụ. Thật vậy, đó 
rõ ràng là một phiếm hàm tuyến tính. Mặt khác, theo định nghĩa, tích 
phân (32) bằng giới hạn của tổng 


n—i 
$= 3 ,z(€)g(t:++) — ø(t,)|, 
¡=0 


khi max (f¡¿¡ — f) — 0. Ở đây fạ = a < tị <... < fạ = b là một 
cách chia đoạn [a, b] và €; là một điểm bất kỳ của đoạn [¿, f;+}. Ta có: 


n—l1 


IS|< max |z(| » lø(#+ì — ø(0)|< max |z()|-Wi'(9), 
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cho nên qua giới hạn ta sẽ được : 


[ƒ| < Vz(ø)llz|. 
chứng tỏ rằng ƒ bị chặn (do đó liên tục) và || ƒ|| < V(ø). 


Có thể chứng minh rằng ngược lại mọi phiếm hàm tuyến tính liên 
tục ƒ trên không gian C„„¡ đều có dạng (32) và hơn nữa có thể chọn 
ø(£) thích hợp để || ƒ|| = V2(g). Chẳng hạn, phiếm hàm trong ví dụ 2a) 
ứng với hàm g(‡) = 0 với 0 < £ < to và g(£) = 1 với tạ < ‡ < b; phiếm 
hàm trong ví dụ 2b) ứng với hàm g(£) = t. 


Như vậy có thể lập một ánh xạ 1-1 từ tập các phiếm hàm tuyến tính 
liên tục trên C„„) lên một tập con Vọ của không gian Wịa„ị (không gian 
lập thành bởi các hàm có biến phân bị chặn trên {a, ö]). Ánh xạ đó vừa 
bảo toàn các phép toán tuyến tính, vừa bảo toàn chuẩn. Do đó có thể 
đồng nhất Wọ với không gian liên hợp của Ca. 


3) Phiếm hàm trên L(E, u) (p > 0). Tích phân 


ƒ(z) = / z(t)e(t)du (33) 


trong đó (£) € L*(E, u) cho trước ( + : = 1), xác định một phiếm 


hàm tuyến tính liên tục trên LP(E, uỷ. 
Thật vậy theo bất đẳng thức Hölder, 


LỆ z)e(9dg| < Izlrlielk 


cho nên tích phân (33) hữu hạn với mọi z(£) € LƑ(E,u). Và lại bất 
đẳng thức vừa rồi cũng chứng tỏ 


ll/l| < llella. 
Nếu lấy zo(t) = |e()|* `sign ¿() thì ? 


| Í[zat)et)4,| = J1e0f*= ([ te an _ 


[ mm lÌ+o|lp.||z|Ìạ. 


*Hàm sign ¿ (đọc xic-num ¿) là hàm xác định như sau : sign @ = 1 nếu 
# > Ö, sign ¿ = —1 nếu ¿ < 0 và sign  = 0 nếu ¿ = 0. 


“=—::— mm —— ——————~———*1* `: mm: 


| 
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Do đó 
_l/II = lel 


Ngược lại có thể chứng minh rằng mọi phiếm hàm tuyến tính liên 
tục trên LZ(E, „) (p > 1) đều có dạng (33) với một ¿(¿) nào đó, thuộc. 
L*(E, u), hoàn toàn xác định. Như vậy phép tương ứng ƒ ©> ự cho ta 
một ánh xạ I-l từ không gian các phiếm hàm tuyến tính liên tục trên 
LP(E,u) lên L*(E. u). Ánh xạ đó vừa bảo toàn các phép toán tuyến 
tính vừa bảo toàn chuẩn. Do đó có thể coi không gian L*(, „) là đồng. 
nhất với không gian liên hợp của L(E, u). 


Trong trường hợp riêng p = ạ = 2 thì không gian liên hợp của 
L?(E, u) trùng với chính nó. Vậy Lˆ(E, u) là một không gian tự liên 


4) Phiếm hàm tuyến tính trên không gian tích. Nếu X,Y là bai 
không gian định chuẩn thì áp dụng Định lý 9 (với Z = R) ta thấy rằng 
mọi phiếm hàm tuyến tính trên X x Y đều có dạng 


ƒ(z.9) = ñ(z) + ƒfa() 


với ƒ\(z) = ƒ(z,0), fz(y) = ƒ(0,y), và ƒ là liên tục khi và chỉ khi 
ƒ›, ƒ› liên tục. 


4.3. PHIẾM HÀM SONG TUYẾN TÍNH. Cho một không gian định 
chuẩn X. Một hàm số ƒ(z, ) xác định trên X x X gọi là một phiếm 
hàm song tuyến tính, nếu với mỗi z cố định nó tuyến tính theo và với 
mỗi cố định nó tuyến tính theo z. Như vậy phiếm hàm song tuyến 
tính là một trường hợp riêng của toán tử song tuyến tính. 


Chẳng hạn trong R* tích vô hướng (z,) = ÿ2Ÿ_.€,n¡ là một phiếm 
hàm song tuyến tính. 


Theo những kết quả ở mục 3.6, một phiếm hàm song tuyến tính là 
liên tục khi và chỉ khi nó bj chặn, tức là có một số K > 0 để cho 


(Vz.weX) |/(z.w)| < Kllz|.|w| 


Khi ấy số /£ > 0 nhỏ nhất thỏa mãn điều kiện này (chuẩn của phiếm 
hàm) là số | 


|/ll = sup {|/(=,9)|: llzll = 1, llw|| = 1}. 


KT ni. na. can ốc anaaaaden sa 6saxnnaaaa 6n nan. ca 
x® 5s ‹*( và “xvxé8< F= — —.)Ỷ cac + 
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Một phiếm hàm g(z) gọi là đoàn phương nếu có một phiếm hàm 
song tuyến tính ƒ(z,1) sao cho g(z) = ƒ(z,w). Cũng như đối với 
toán tử toàn phương, ở đây có thể giả thiết ƒ (z, ) là đối xứng nghĩa là 
ƒ(z,9) = ƒ(w, z). Một phiếm hàm toàn phương ø là liên tục khi và chỉ 
khi tồn tại một số  > 0 để cho 


WzeX) |ø(z)| < K||z|Ẻ. 


5. ÁNH XẠ KHẢ VI 


5.1. VI PHÂN CỦA MỘT ÁNH XẠ. Cho ƒ(z¡,z;,...,zạ) : R" — 
R là một hàm số nø biến số. Trong giải tích sơ cấp, hàm số ƒ được gọi là 
khả vi tại z = (Zạ, Za,...., z„) nếu tồn tại những hằng số 4, 4;,..., Á„ 
sao cho 


ƒ(#\ + hị, Ta + hạ,..., Ta + hạ) — ƒ(#v,2,..., Ta) = 
= Áth + Ásh¿ +... + Aaha + e||h||, 


trong đó ||h||? = h + h +... + hệ và e — 0 khi ||h|| —> 0. Biểu thức 
Aiht + Ash¿ +... + Aaha gọi là vị phân (toàn phần) của hàm bề 


Ta nhận xét Á:h; + Aah¿ +... + Anh„ là một hàm tuyến tính của 
h = (hạ, hạ,..., hạ). Từ đó có thể mở rộng khái niệm trên như sau: 


Cho hai không gian định chuẩn X,Y bất kỳ. Ta nói một ánh xạ 
ƒ: X — Y là khả vi tại điểm z € Y nếu tồn tại một toán tử tuyến tính 
liên tục L: X —> Y sao cho 


ƒ(+h) — ƒ(z) = L(h) + r(h), 


trong đó r(h) = o(||h||), nghĩa là mì —> 0 khi ||h|| —> 0. Phần tử 


L(h) gọi là vi phân (hay biến phân) cấp một của ƒ tại z với gia lượng 
h, và được ký hiệu ð ƒ(z, h). Bản thân toán tử tuyến tính L gọi là đạo 
hàm cấp một (theo nghĩa Fréchet) của ƒ tại z và được ký hiệu Ƒ!z). 
Thành thử 


ôƒ(+,h) = ƒ(z).h 
(chú ý rằng ở đây ƒ”(z) là một toán tử, cho nên ký hiệu ở vế phải có 
nghĩa là: trị của toán tử ƒ“(z) tại h; đôi khi để khỏi nhầm lẫn ta cũng 
viết [/'(z))(h)) 


Tỷ ——_= 
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Đạo hàm của một ánh xạ, nếu có, là duy nhất. Thật vậy, nếu có hai 
toán tử tuyến tính liên tục Z¡, h¿ cùng là đạo hàm của ƒ tại z thì khi 


h => Ö: 
Lì(h) — Lạ(h) _ Ti(h) - rạ(h) 
|Ih|| llh|| 
Nhưng với mọi phần tử k € X và mọi £ > 0 ta có: 
L\(k) = La(k) _ La(£k) = Lạ(ek) 
lx|| l|z*|| 
Khi e —› 0 thì ek —› 0 nên vế phải sẽ dần tới 0, vậy vế trái phải bằng 
0, tức là L¡(k) = hạ(k), hay Lì = hà. 


Thực chất của tính khả vi là: nếu một ánh xạ ƒ khả vi tại z thì ở 
'địa phương" điểm z (trong một lân cận điểm +) ta có thể coi ƒ xấp xỉ 
như một ánh xạ tuyến tính (cụ thể là vị phân của /). 


Ví dụ: 1) Nếu ƒ là toán tử tuyến tính liên tục từ X vào Y thì 
ðƒ(z, h) tồn tại ở mọi điểm z và bằng ƒ(h), vì 


ƒ(z+ h) ~ ƒ(z) = ƒ(h). 
Chẳng hạn, phiếm hàm 


—> (, 


J(z) = / z(t)dt, z(t) Cla„) 


có vi phân ð.J(z,h) = J(h). 


2) Nếu ánh xạ ƒ : R" -› lR có đạo hàm riêng theo z\,.. ‹„#„ạ liên 
tục thì như đã biết trong giải tích: 


_#ð/ 
ðƒ(+,h) = 3 Lm 
: : ,ẮÒò _ (8ƒ 9ƒ 9ƒ 

và đạo hàm của ƒ tại z là Ƒa) = (sa----3©): Vậy đạo 
hàm của ƒ trong trường hợp này là gradien của ƒ. 

3) Nếu mỗi ánh xạ Ji(TiTa,....za) : Rh — R (i = 1,2,... mm) 
khả vi tại z = (Zi,Za,..., za) thì ánh Xạ ƒ = (lh,f›,.... f„) : R" — 
R”' khả vi tại z, và 


ôƒ(z. h) =<% (6ƒ (+, h), ồ ƒa(z, h), °..$ ồ fm(z, h)). 


b 
l 
P 
l} 


x1 ><‹> 
V2 d^Q/WG+ S7 - 
— tl CC mg 
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Thật vậy, gọi L(h) là vế thứ hai của đẳng thức này ta có: 


ƒ(z+h) — ƒ(z) = L(h) + (h(z+h) - h(z) ~ ôfh(œ, h), 
‹++š đa(# + h) — fa(#) — ỗƒa(z, h)) 


cho nên 
I/(z+h)~ƒ(z)~E(R)|l< Šˆ1/(z+h)~ f(z)~ðƒi(z,h)| = ø(lIhl) 
i=] 


chứng tỏ rằng L(h) chính là vi phân của ƒ. 

Đạo hàm của ƒ trong trường hợp này là một ma trận mm x n, với 
dòng thứ ¿ bằng ƒ/(z), nghĩa là ƒ'(z) = () (ma trận Jacobi của 
ánh xạ ƒ/). 


5.2. ĐẠO HÀM THEO PHƯƠNG. Trong giải tích sơ cấp, một hàm 
số khả vi thì có đạo hàm theo mọi phương. Sự kiện ấy được mở rộng 
như sau: 


Định lý 11. Nếu ánh xạ ƒ : X — Y khả vi tại z € X thì 


(Vh€X)_ ðƒ(œ,h) = lim nh (34) 


Chứng minh. Do giả thiết khả vi ƒ(z + th) — ƒ(+) = ðƒ(z. th) + 


_ ríth) = tỗƒ(z.h) + r(th) với r(th) = o(l|th|l) = o(f|) khi cố định 


h. Vậy khi t —› 0, 
TU + th) ~ ƒ(z)] = ðƒ(z,h) + sr(th) ¬ ðƒ(œ,h). —D 


Chú ý. Nếu với mọi h € X giới hạn bên phải (34) tồn tại thì không 
nhất thiết ƒ khả vi tại z. Tuy vậy khi ấy người ta vẫn ký hiệu giới hạn 
đó là ôƒ(z+, h) và gọi ánh xạ Lợ : h => ỗƒ(z, h) là vi phân Gateaux của 
ƒ tại z. Nói chung ánh xạ này có thể không tuyến tính liên tục; khi nó 
tuyến tính liên tục thì ta gọi nó là đạo hàm Gateaux của ƒ tại z và cũng 
nói ánh xạ ƒ khả vị Gateaux tại z. Như vậy, một ánh xạ khả vi Frechet 
(cũng gọi là khả vi theo nghĩa mạnh) thì cũng khả vi Gateaux (cũng gọi 
là khả vi yếu) -- và khi ấy hai vi phân (Fréchet, Gateaux) trùng nhau 
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-- nhưng ngược lại có thể không đúng. Dưới đây khi nói khả vi ta hiểu 
ngầm khả vi Fréchet. 


Đối với phiếm hàm, trong phần sau ta sẽ cần dùng tính chất tổng 
quát hơn: 


Nếu phiếm hàm ƒ : X => lÑ khả vi tại mọi z thì hàm số vít, s) = 
ƒ(+. th + sk) với +, h, k cố định, là khả vi tại mọi điểm (t, s) € R3, và 


~ = ỗƒ(£ + th + sk, h) (35) 


Thật vậy, do ƒ khả vi tại z = z + th + sk và do ||rh + øk|| < 
llrh|l + I|ơkll < (lh|l + ||k||)V7? + øŸ nên ¿(t +7, s + ø) — g(t, s) = 

ỗ Ƒ(zo, rh+øk)+o(||rh+øk||) = Tỗ ƒ(+o, h)+øô ƒ(zo, k)+o(vVT2 + ø), 
chứng tỏ rằng ¿(f, s) khả vi và ta có (35). 


5.3. VI PHÂN CỦA ÁNH XẠ PHÚC HỢP. Cho một ánh xạ ƒ : X — 
Y và một ánh xạ ø : Y -› Z. Tích của hai ánh xạ ƒ, g (hay phức hợp 
của hai ánh xạ ƒ, g) là ánh xạ go ƒ : X -› Z được xác định bởi 


(ø s ƒ)(z) = ø(ƒ()). 
Định lý 12. Nếu ƒ : X —›.Y khả vi tại z € X và g : Y — Z khả 
vỉ tại  = ƒ(+) € Y thì g o ƒ khả vi tại + và 
(øs /) (z) = #'() s ƒ'() (36) 


Chứng minh. Đặt L(h) = [ƒf(z)Ì(h), M(k) = |ø(v)Ì(k), œ = 
lEl| = l[/(z)ll. Ø = lLM|| = llø (w)||. Theo định nghĩa vi phân, với £ 
cho trước (0 < e < 1) tồn tại ô > 0 sao cho ||h|| < ổ kéo theo 


l|ƒ(z + h) - ƒ(z) — L)JI < ellh|| 
Š và tồn tại r > 0 sao cho ||k|| < r¡ kéo theo 
| llø(y + k) — ø(w) = M)|| < eÌÌ||- (37) 
š Do đó với ||h|| < ð. 

||/(z + h) — /()|| < lI1()|l + e|lhll < (œ + e)|lh|l < (œ + 1)|lh|| 
và đặt k = ƒ(z + h) — ƒ(z), ta thấy rằng (37) sẽ được thỏa mãn nếu 


llh|[ < min (“—ï): Lúc đó với ánh xạ phức hợp p = ø e ƒ ta có 


llp( + h) — p(z) = M(k)|| < z||k|| < e(œ + 1)|h|l 
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Nhưng vì ||k — L(h)|| < e||h|| nên ||M(k) — M|L(h)Ìl\ < 6|\h|| và 
rốt cục ||p( + h) ~ p(z) = M|L(h)Ì|| < l|p(+ + h) = p(z) = M(k)|| + 
ll(M(h) - M(L(h)))|| < e(œ + 8 + 1).||h||, có nghĩa là õp(z,h) = 
Mí(L(h)) và (36) là đúng. ñ 


Nếu đặt ð ƒ = ƒ'(z).ôz, ôø = Ø'(v).ðy thì ta có thể viết ô(g o ƒ) = 
[ø'() e ƒ“(z)].ôz = ø'().ðƒ. Thành thử vi phân của ø e ƒ có thể suy ra 
từ vi phân của ø bằng cách thay ôy bởi ðƒ = ƒ“(z).ôz. Đó là tính chất 
thường được diễn đạt bằng cách nói "vi phân là bất biến qua phép đổi 
biến”. 


Trong trường hợp ø là ánh xạ tuyến tính liên tục thì ø'(y) = ø, cho 
nên 


Hệ quả : Nếu ƒ : X -> Y khả vi tại z và g : Y —› Z là tuyến tính 
liên tục thì go ƒ khả vi tại z và có vì phân bằng 


9(8ƒ(z,h))... (38) 


Ví dụ: Xét phiếm hàm J() = Ỷ 1(z).V1 + 3z?d+. 


Phiếm hàm này có thể coi là tích của hai ánh xạ (dưới đây C = 
Cụ,n): 


1) Ánh xạ Ƒ`: C -› C, biến đổi phần tử y(z) € C thành F(w) = 
.V1+3z? e C. 


2) Ánh xạ g : C —› R, biến mỗi phần tử 1(z) € C thành số 
! 
su) = | u(+)d+. 
0 
Rõ ràng ø là tuyến tính liên tục, cho nên 


ðJ(y,h) = g(ðF(y,h)) = II ðF(y, h)dz. 


Như vậy muốn tính vi phân của J chỉ cần tìm vi phân của Ƒ : 
(2) ~> w(z)1 + 322. 


Tổng quát hơn, cho D là một không gian định chuẩn làm thành bởi 
một họ nào đó các hàm số +(z) liên tục trên một tập Q C R", và giả 
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sử chuẩn trong 2 nghiệm đúng ||w|| > max|y(Z)|. Khi ấy nếu ánh xạ 
F:w(z) € D => [F()Ì(z) € D khả vi thì phiếm hàm -: 


J6) = [IF()(e)dz 
cũng khả vi và 
ỗJ(, h) = | ru. h)d+. (39) 
Thật vậy, J là tích của ánh xạ #` và ánh xạ 
g:u(z) € D -> g(u) = | +)4s ceR, 
mà ø là tuyến tính liên tục, vì nếu |lu¿(+) — w(z)|| —› 0 thì 


lg(w) =s(9)|_< [ la(z) = v2)|dz < 


(6) x max |uy(+) — u{(z)| ~> 0. ` 


A) 


5.4. VI PHÂN CẤP HAI. Giả sử ánh xạ ƒ : X —› Y khả vi tại mọi 
điểm thuộc một tập mở  C X, tức là đạo hàm ƒ“(z) tồn tại với mọi 
+ € Q. Đạo hàm này, như đã định nghĩa ở trên, là một toán tử tuyến tính 
liên tục từ X' vào Y”, tức là một phần tử của không gian L(X, Y') (không 
gian các toán tử tuyến tính liên tục từ X vào Y'). Với mỗi z € © ứng 
một ƒ“(z) € L(X, Y), cho nên ta có một ánh xạ ƒ“ : Q — L(X,Y). 
Ta nói ánh xạ ƒ đã cho là hai lần khả vỉ tại z, nếu ánh xạ ƒ“ vừa 
xét khả tại z, nói khác đi, nếu tồn tại một ánh xạ tuyến tính liên tục 
Q:9 => L(X.Y) sao cho 


ƒ'{z +k) — ƒ'(z) = Q(k) + u(k) (40) 
. l|u(k)|| 
với TIRỊ- —› 0 khi ||k|| — 0. 
Ở đây u(k) € L(X, Y) cho nên ||u(k)|| biểu thị chuẩn của toán tử 


tuyến tính u : X -> Y, và điều kiện Ta -> 0 khi ||k|| —> 0 có 


—————————— 


 _X>23*“&Gt.,Ả«ươa 
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nghĩa: với mọi e > 0 cho trước, có thể tìm được ô > 0 sao cho hế 
l|&|| < ở thì tức khác ||u(k)|| < e||k||, tức là 


(Vh eX) l|u(#).h|| < ||k|| l|h||: 
Theo (40) ta có, với mọi h € X: 
ƒƑ'{+ + k).h — ƒ'(z).h = Q(k).h + u(k).h, 


hay là 
ỗƒ(z + k,h) — ðƒ(+, h) = Q(k).h + u(k).h. 


Đặt Q(k, h) = Q(k).h ta nhận thấy rằng Q là một toán tử biến mỗi cặp 
phần tử k, h của X thành phần tử Q(k).h của Y, và toán tử ấy là tuyến 
tính liên tục theo h khi cố định k, đồng thời là tuyến tính liên tục theo 
k khi cố định h. Vậy Q(k, h) là một toán tử song tuyến tính liên tục từ 
X x X vào Y và rốt cục có thể nói: ánh xạ ƒ : X —› Y hai lần khả vi 
tại z, nếu tồn tại một toán tử song tuyến tính liên tục Q(k, h) từ X x X 
vào Y' sao cho 


(Ve > 0) (3ð > 0) (Vk € X, ||k|| < ð) (Vh e X): 


llễƒ(z + k,h) ~ ñƒ(z, h) — Q(k,h)|| < z||R|l.llhl| (41) 


(ở đây chuẩn ở vế phải là chuẩn trong X, chuẩn ở vế trái là chuẩn trong 
Y). 

Toán tử Q gọi là đạo hàm cấp hai của ƒ tại z và được ký hiệu ƒ“(z), 
còn phần tử Q(k, h) € Y gọi là vị phân cấp hai của ánh xạ ƒ tại z, với 
các gia lượng &, h, và được ký hiệu ô?ƒ(z; k, h). Thành thử 


ð*ƒ(œ;k,h) = ƒ“(z).(k, h). 


Khi k = h ta cũng viết ô ƒ (+, h) thay cho ð?ƒ (+; k, h), và cũng thường 
gọi ô?ƒ(+,h) là vi phân cấp hai của ƒ tại + với gia lượng h. Đương 
nhiên ánh xạ biến h thành ô?ƒ(z, h) là một toán tử toàn phương liên 
tục từ X vào Ÿ, 


Ở trên đã thấy rằng nếu một phiếm hàm ƒ : X —› IR khả vi tại mọi 
+ thì hàm số (f) = ƒ(z + th) có đạo hàm (ft) = ỗ ƒ(z + th, h). Nay 
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có thể nói thêm: Nế( phiếm hàm ƒ hai lần khả vì tại mọi z thì hàm số 


¿(t) = ƒ(+ + th) có đạo hàm cấp hai . 
#"(t) = ð?ƒ(z + th, h). (42) 
Thật vậy, theo Định lý-12 áp dụng cho ánh xạ ƒ? : Q —› L(X, Y) ta có 


Q(k) = §m CC LÔ C0) 


cho nên, với mọi h € X, 
iạ ÝŒ +tÈ).h - ƒŒ)h 


Q(k).h = : 
do đó 1 

ỗ?ƒ(z,h) = lim HUẠC + th, h) — ôƒ(+œ, h)) 
và thay z bởi z + £ọh ta được 


ỗ? ƒ(+z +tạh, h) 


lim lô ƒÁœ + toh +th,h) — ðƒ(x +tạh,h)}. 


lim cl2'(b +£) — #(to)] = £”(). 


Thành thử nếu ánh xạ ƒ hai lần khả vi thì hàm số ¿(£) = ƒ(z + th) 
có đạo hàm cấp hai. Áp dụng cho hàm số đó công thức Taylor 


(9) =ø(0) + tZ(0)+ (0) +o(#) 
ta SUY ra : 
ƒ(x+th) = ƒ(=) +tôƒ(œ,h) + sốt ƒ(zh)+o(#). — (43) 


Ngoài ra ta chú ý tính chất sau đây: 


Nếu ƒ : X —› Y hai lần khả vi và g : Y —› Z tuyến tính liên tục thì 
ánh xạ phức hợp go ƒ cũng hai lần khả vi và có vi phân cấp hai bằng: 


9(8°ƒ(z, h)) 


| 
ị 
| 
| 
| 
| 
| 
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(nói cách khác (go ƒ)“ = go ƒ“) 
Thật vậy nếu có (40) thì sẽ có 


g9 Ƒ(x + k) — go ƒ(z) = ạs Q(k) + geu(R). 


Nhưng theo Định lý 12: go ƒ“ = (go ƒ)*. Mặt khác ø o Q(k) là một ánh 
xạ tuyến tính liên tục từ { vào L(X, Z) và đo ||ge(k)|| < l|øl|.||u(k)l 
nên 

lø s +{k)|| llu(*)|| 

““—=———<< -“rr— >0 (||k|| ¬ 0). 
Vậy go Q quả là vi phân cấp hai của gø e ƒ. 


6. CỰC TRỊ CỦA CÁC PHIẾM HÀM KHẢ VI 


Từ đây đến cuối chương, X là không gian tuyến tính thực. 


Cho một phiếm hàm khả vi ƒ : X —› lR, và một tập £ C X. Ta hãy 
áp dụng các khái niệm và kết quả ở tiết trước vào vấn đề tìm cực trị 
(cực đại hay cực tiểu) của phiếm hàm ƒ trên tập # tức là tìm một điểm 
#ọ € È sao cho 

(VzeE) ƒ(z) < ƒ(ro) 


nếu là bài toán cực đại, hoặc 


(Vze€E) ƒ() > ƒ(m) 
nếu là bài toán cực tiểu, 

Cực trị vừa nói là cực (r‡ tuyệt đối (toàn cục) trong toàn bộ Z. 
Nhiều khi người ta chỉ xét cực trị tương đối (hay cực trị địa phương) 
định nghĩa như sau: zọ € # là một điểm cực đại (cực tiểu) tương đối 
(hay địa phương) của ƒ(z) trên # nếu có một lân cận Š của zạ sao cho 
z là điểm cực đại (cực tiểu) của ƒ(z) trên tập 9n E. 

Sau đây khi nói cực trị ta hiểu ngầm cực trị tương đối. 

6.1. ĐIỀU KIỆN CÓ CỰC TRỊ. Trong các bài toán cực trị thường 


gập tập #° trên đó ta phải tìm cực trị của ƒ(z) là một đa tạp tuyến tính, 
nghĩa là một tập sao cho: hễ z, y thuộc # thì mọi điểm có dạng 


œz + (1 — œ)w (—oo < œ < +ooc) (44) 
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cũng thuộc È. 

Tập hợp các điểm có dạng (44) gọi là đường thẳng đi qua z, cho 
nên một đa tạp tuyến tính cũng có thể định nghĩa là một tập #2 sao cho: 
bất cứ đường thẳng nào đã đi qua hai điểm thuộc # thì hoàn toàn chứa 
trong Z. 

Để xét xem một điểm zọ có phải là điểm cực trị của ƒ(+) hay không, 
người ta so sánh ƒ(zo) với các trị ƒ(z) tại các điểm gần zọ, tức là các 
điểm có dạng z = z¿ + th, với h € X và là một số đương đủ nhỏ. Ta 
nói h là chấp nhận được (tại zạ) nếu zạ + h € E, và do đó zo +th € E 
với mọi f. _ 

“Trong giải tích sơ cấp, muốn tìm cực trị của một hàm số khả vi ta 
xét những điểm tại đấy vi phân của nó triệt tiêu. 

Định lý sau đây suy rộng trực tiếp sự kiện ấy. 

Định lý 13. Nếu zọ là điểm cực trị của phiếm hàm khả vì ƒ (+) trên 
đa tạp tuyến tính E thì với mọi h chấp nhận được: 

ỗ ƒ (To, h) = 0. 


Chứng minh. Giả sử chẳng hạn zọ là điểm cực đại. Với |¿| đủ nhỏ 
ta có ƒ(zo + th) — ƒ(z¿) < 0 nên chia cho £ > 0 và cho £ => 0+, suy 
ra (theo Định lý I1) ôƒ(zo, h) < 0, đồng thời, chia cho ¿ < 0 và cho 
t => 0—, ta lại được ổ ƒ(zạ, h) > 0. Vậy 


õƒ(z,h)=0. 
Một điểm zọ sao cho ổƒ(zạ, h) = 0 với mọi h chấp nhận được gọi 
là một điểm dừng của phiếm hàm ƒ trên tập Z. 


Định lý trên cho thấy rằng các điểm cực trị đều phải là điểm dừng. 
Nhưng ngược lại, một điểm dừng không nhất thiết là điểm cực trị. 


Muốn biết một điểm đừng nào đó có phải là cực trị không, và là 
điểm cực đại hay cực tiểu, cần phải dựa vào các vi phân cấp cao (tình 
hình cũng tương tự như trong giải tích sơ cấp). 


Định lý 14. (¡) Nếu zọ là điểm cực tiểu của ƒ(z) trên E thì 


ỗð?ƒ(zo, h) > 0 - 
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với mọi h chấp nhận được. 


( lì) Nếu zọ là điểm dừng của ƒ trên E và có một hằng số c > 0 để 
cho 


ðŸƒ(=a,h) > e||R|l 


với mọi h chấp nhận được, thì zạ là một điểm cực tiểu của ƒ (z) trên 
. 


Đối với cực đại cũng có mệnh đề tương tự (thay dấu > bởi <). 


Chứng mình. (¡) Nếu zọ là điểm cực tiểu thì nó là điểm đừng và với 
mọi h chấp nhận được ta có theo công thức (43): 


ƒ(Œa+th) ~ ƒ(xa) = S8*(sạ,h) +o(É). (48) 
Vả lại với ¿ > 0 đủ nhỏ ta phải có ƒ(zo + th) — ƒ(zo) > 0, tức là 
Số (eụ, h) + o(?) > 0. Do đó cho £ —› 0 ta được ỗô?ƒ(ze, h) > 0. 
(ii) Nếu zọ là điểm dừng ta có thể viết 
ỗƒ(zo+h, h) = |ỗƒ(zo + h, h) — ð ƒ(zo, h) — ð.ƒ (xạ, h)] + ð2ƒ(zạ, h).` 
Áp dụng công thức (41) với e < e/2 ta sẽ có khi |lh|| đủ nhỏ : 


lỗƒ(#o + h,h) — ðƒ(zo,h) — đ®ƒ(ze,h)| < 2IIM|P 


và theo giả thiết ô2ƒ(zo,h) > c|\h||2. Vậy với ||h|| đủ nhỏ (chẳng hạn 
llh|| < 2): 


ðƒ(zo + h,h) > cllh|? — 2I|h|?= zIIh||? > 0. 


Khi ấy với 0 < t < 1 ta vẫn có ||h|| < ổ nên öƒ(zo + th,h) > 0, do 
đó ¿(f) = ỗƒ(zo + th,h) > 0, và vì '(0) = ðƒ(zo, h) = 0, điều đó 
cho thấy hàm số ¿(£) đạt cực tiểu ở £ = 0, tức là ø(£) > ¿(0) với mọi 
0 <£<1.Do đó ƒ(zọ + h) > ƒ(zo) với mọi ||h|| < ô, và zo đúng là 
điểm cực tiểu. n 


Một trường hợp đặc biệt nhưng khá quan trọng, trong đó điều kiện 
dừng đử để có cực trị, hơn nữa, có cực trị tuyệt đối, là như sau. 


: 
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Ta nói một phiếm hàm ƒ(z) là !đi trên đa tạp tuyến tính Z nếu với 
mọi z, 1 € E và mọi số thực œ, 0 < œ < 1: 
ƒ(az + (1— a)y) < aƒ(z) + (1 — a)ƒ(w). 
Từ đó có thể suy ra ngay 


ƒ(#o + h) — ƒ(a) > ỗƒ(zạ, h)' (46) 
với mọi zọ € # và mọi h chấp nhận được. Thật vậy với 0 < £ < 1 ta 
CÓ Zọ -È th = t(Zo + h) + (1 — f)z nên 

ƒ(#o + th) < tƒ(#e + h) + (1 = t)ƒ(zo), 
do đó : | 
To + th) — ƒ(ze)] < <Š ƒ(zo + h) — ƒ(za), 


và cho £ —› 0 ta‹sẽ được (46) vì giới hạn của vế thứ nhất, theo Định lý 
11, chính là ô ƒ(zo, h). 


Vậy nếu zọ là điểm dừng, tức là ð ƒ(zo, h) = 0 với mọi h chấp nhận 
được thì ƒ(zo + h) — ƒ(zạ) > 0 với mọi h ấy. Do đó: 


Nếu ƒ(+) lôi trên E thì mọi điểm dừng của nó đều là điểm cực tiểu 
tuyệt đối. 


Dấu hiệu để nhận ra một hàm lồi là: 


Một phiếm hàm ƒ (+) hai lần khả vi tại mọi điểm mà có ð? ƒ(z,h) > 
0 với mọi z € E và mọi h chấp nhận được thì lồi trên E. 


Thật vậy, cho hai điểm bất kỳ z, € E và h =  — z. Như trên 
đã thấy, hàm số ¿(f) = ƒ(z + th) có ¿"(t) = ð?ƒ(z + th,h). Vậy 
#”() 3 0 với mọi ¿ và ¿'(£) là một hàm số đơn điệu tăng theo f, cho 
nên với Ö < œ < 1: 


1 
ở / [e'(t) - ø'(at)]dt > 0, 
do đó 


c6) „ #40) 
0 < a[z(1)~¿(0)- S%¿ + £C| 


a[ƒ( + h) — /(z)- — ƒ(œ + ah) + ƒ(z) 
(1~ a)ƒ(z) + aƒ(w) — ƒ((1 — aø)+ + œ), 


È* 
Ñ 
'- 
X 
l 
l§ 
HỆ 
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chứng tỏ ƒ(z) lồi. 
Thành thử: 


Nếu ð?ƒ(+,h) > 0 với mọi z € E và mọi h chấp nhận được thì mỗi 
điểm dừng của ƒ(+) trên E đều là điểm cực tiểu tuyệt đối trên E. 


Ta nói ƒ(z) lõm nếu — ƒ(z) lồi. Những kết quả trên cho thấy rằng: ` 
Nếu ð?ƒ(z,h) < 0 với mọi z € # và mọi h chấp nhận được thì mỗi 
điểm dừng của ƒ(z) trên E đều là điểm cực đại tuyệt đối trên E. 


6.2. CỰC TRỊ RÀNG BUỘC. Trong nhiều bài toán cụ thể, ngoài 
điều kiện z phải thuộc một đa tạp tuyến tính #, người ta còn đòi hỏi 
điều kiện phụ 

9(z) = 0 (47) 


trong đó ø(z) là một phiếm hàm cho trước. Khi ấy việc tìm cực trị của 
ƒ(z) trên tập các phần tử z € E nghiệm đúng phương trình (4) gọi là 
bài toán cực trị có điều kiện hay cực trị ràng buộc. Phương pháp giải 
quyết cũng giống như phương trình Lagrange trong giải tích sơ cấp, là 
dựa vào mệnh đề sau đây để đưa về một bài toán cực trị tự do (không 
ràng buộc). 

Định lý 15. Giả thiết phiếm hàm g(+) khả vi liên tục (nghĩa là có 
đạo hàm g'(z) liên tục theo +) trong một lân cận của điểm +ọ € E và 
>zo không phải là một điểm dừng của g(+) trên E. Nếu zọ là một điểm 
cực trị tương đối của ƒ(+) trên E, với ràng buộc (47), thì tần tại một 
số thực À để cho zọ là một điểm dừng của phiếm hàm ƒ + Àq, trên E, 
nghĩa là với mọi h chấp nhận được: 


ỗƒ(zo, h) + Àôg(za, h) = 0 
Chứng minh. Vì zo không phải là điểm dừng của ø nên có ít nhất 
một k chấp nhận được sao cho ôø(zo, &) # 0. Ta hãy xét một vectơ h 
bất kỳ chấp nhận được và đặt 
c(t,s) = ƒ(£o + th + sk), U(t,s) = g(#o + th + sk). 


Phương trình 
(t, s) = 0 
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nghiệm đúng với t = s = 0. Do giả thiết về ø(z) nên theo các kết quả 
ở mục 5.3, hàm số 1⁄(£, s) khả vi liên tục và 


ôj/ _ 5 
Miaˆ ôø(Zo + th + sk,k) LỘ = ðg(zo, k) # 0. 


Vậy theo định lý hàm ẩn, tồn tại một hàm s = s(£) xác định và khả vi 
trong một lân cận của  = 0 sao cho s(0) = 0, /(¿, s(£)) = 0 và 


ˆ ðý ôg(zọ, h) 
1= (- I„)/(G.„) “e9 


Mà ¿(¿, s) cũng khả vi nên hàm số ®(f) = ¿(£, s(£)) khả vi theo ¿. 
Đương nhiên #®(£) đạt cực trị tại  = 0, vậy 


3Ì.” Xa * ĐC g0 _y 


đt Ìt=o ôs di 
Chú ý rằng —— 2x _:l = ỗðƒ(zo, h), và đặt À = - TC ta Suy ra 
ñƒ(zo, h) + Aôg(zo,h) = 0. n 


Dựa vào định lý trên, muốn tìm cực trị của ƒ(z) với ràng buộc (47), 
người ta coi À là một tham số chưa biết để tìm một điểm dừng của 
phiếm hàm ƒ+Ag. Khi có điểm dừng này: zo = zo(A) thì phương 
trình 9(zo(A)) = 0 giúp ta xác định À và nhờ đó có thể suy ra một lời 
giải của bài toán. 


Trong phát biểu Định lý 15 nếu muốn bỏ giả thiết: "zạ không phải 
là điểm dừng của ø(z) trên # ", thì kết luận phải đổi lại là : "tồn tại hai 
số thực /, À với |¿{| + |À| > 0, để cho zọ là điểm dừng của phiếm hàm 


uƒ(z) + Àø(z) 


trên đa tạp #  ". 


Thật vậy, nếu z không phải là điểm dừng của ø(z) thì có thể cho 
u = 1, nếu zọ là điểm dừng của g(z) thì cho ¿ = 0. 
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Dưới dạng này định lý có thể mở rộng cho trường hợp ràng buộc có 

dạng 
g(z)=0  (¡=1,2,...,m) (48) 

nghĩa là trong đẳng thức (47) g(z) = (ø(), ga(#),..., đm(z)) là một 
ánh xạ từ X vào JR", 

Khi ấy : 

Nếu mỗi phiếm hàm g,(+) đều khả vì liên tục trong một lân cận của 
điểm +ọ € E và +ọ là một điểm cực trị tương đối của ƒ (z) trên E, với 
ràng buộc (48), thì tồn tại các số thực tu, Ày,.... À„ với |u| + 3 `|À¡| > 


0 sao cho zụ là điểm dừng trên E của phiếm hàm 


Hƒ(z) + À ` A:g(2). 


i=] 
Muốn chứng minh mệnh để này, trước hết ta để ý rằng: 


Cho G¡(h), Ga(h),..., G„(h) là mm. hàm số tùy ý xác định trên một 
tập H. Nếu với mọi kị, kạ,.... km € H định thức A(k\, kạ,.... km) 
của ma trận lập thành bởi các số G;(È;) (¡, j = 1,2,....m) đều bằng 
0 thì tồn tại những số À¡, Àa,..., À„ với |A;| > 0, sao cho 


(VheH) 3 `A;G(h) =0. 
t=l 

Thật vậy điều đó hiển nhiên với mm = 1. Giả sử nó đúng với mm = 
X - l ta hãy chứng minh cho mm = N. 

Gọi A'(k\, kạ...., kx~¡) là định thức của ma trận lập thành bởi các 
số G;(&;) (¿. 7 = 1,2,..., Ý—1). Nếu với mọi kạ, kạ,...,k„_¡ € H ta 
có A'(&, kạ..... k„_¡) = 0 thì theo giả thiết qui nạp phải tồn tại các số 

N~I 


Ài.Àz....,À~t với ĐỊA;| > 0 sao cho với mọi h € Hí :  ”A;G;(h) = 


t=] 


N 
0. Lúc đó đặt À„; = 0 ta sẽ có 3 `À;G;(h) = 0. Vậy có thể coi như tồn 


: t=l 
: tại những phần tử k, k;,...,&„_¡ sao cho 


| A'(k\, bạ... Ey—¡) # 0. (49) 


__ __.df 
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Cho Òh là một phần tử bất kỳ của #7. Ta hãy lấy À; bằng phần bù đại số 
của phần tử Œ,(h) (tức là phần tử ở giao của dòng ¿ với cột 6) trong 
định thức A(Ä\, kạ,...,k_¡,). Rõ ràng À, là hằng số (không phụ 
thuộc Ù) và ta có 


N tr: tụ 
À `A¡G(h) = A(n, kạ,. .. xkN~¡, R) - 


Vả lại do (49) nên À„ # 0: Vậy tính chất nêu trên là đúng với 
mn = Ñ, và do đó đúng với mọi mm. 


Bây giờ ta trở lại định lý đã phát biểu. Cho zọ là một điểm cực trị 
tương đối của ƒ (+) trên E với điều kiện v.+ Nếu với mọi k¡, kạ,.... ' 
chấp nhận được định thức A(y, k¿,... , k„) của ma trận lập thành bởi 
các số ðØ;(Zo. k;) (i, j = 1,2,...,m) đều bằng 0 thì theo trên sẽ tồn 
tại các số thực AAo x5 GẮN với 3}|À;| > 0, sao cho với mọi h: chấp 
nhận được: 


» À¡ôØ;(zo, h) = 0. 


Khi ấy lấy j ¿Ò = Ô ta sẽ — Lm SỐ ,Ày,...., À„ đồi hỏi. Vậy có 
thể cho rằng tồn tại k¡, kạ...., k„ chấp nhận được sao cho 


A(kt, k¿, ... + km) # 0. 
Cho một vectơ chấp nhận được h (bất kỳ). Ta hãy đặt . 
V(,®\.... › ®m) = ƒ(£o + th + Siể¡ +... + 8mm), 


W;(L®\.-.., Sm) = Ø¡(To + th + sik\ +... + smEm) (6= 1,2,.... rn). 
Hệ phương trình ;(f, sạ,.... s;„) = 0 (¿ = 1,2,:..,rn) nghiệm đúng 


VỚI Ì = 5 =.... = Sm = 0 và các hàm số ;(f, sạ,..., s„) khả vi liên 
tục, với đy 
1 — P . 
Ôs; - “Õ Ỷ° Š9:(Zo, k 3). 
#ị =.:.=#m =U 
Vì định thức A(k¡, kạ, ... , k„) của ma trận lập thành bởi các ằn k;) 


là khác O nên theo định lý hàm ẩn, tồn tại các hàm s; = s,(f), (¿ = 
1,2,...,mm), xác định và khả vi trong một lân cận của £ = 0 sao cho 
5¡(0) = 0, và J¡(f, s4(£)...., sm(‡)) = 0. Từ đó suy ra hàm số #(£) = 
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œ(t, s4(f),..., sm(£)) khả vi theo #, rồi do ¿ = 0 là điểm cực trị của nó, 
ta phải có ®“(0) = 0. Đến đây việc hoàn thành chứng minh tương tự 
như trong trường hợp rn = Ì. 


7. BÀI TOÁN BIẾN PHÂN CƠ BẢN 


7.1. NỘI DUNG BÀI TOÁN. Cho D} „ là không gian định chuẩn 


lập thành bởi tập các hàm số y(z) khả vi liên tục trên [a, b, với chuẩn 
xác định bởi: Ý 


llw(z)ll\ = max {|w(2)|, |lự(2)|}. 


a<z<b 


Nhiều vấn đề hình học, cơ học đưa đến bài toán cực trị sau đây: cho 
một hàm số ƒ(z, u,) có mọi đạo hàm riêng đến cấp 2 liên tục đối với 
toàn thể các đối số, hãy tìm cực trị của cờ: hàm _ 


J(y) = z, ƒ(=,,)dz (50) 


trên đa tạp tuyến tính E tạo nên bởi các hàm số (z) thỏa mãn các điều 
kiện biên 
vía) =aœ  w(b)= (51) 
(dễ nghiệm lại rằng tập các +(z) thỏa mãn các điều kiện này đúng là 
một đa tạp tuyến tính). 

Ví dụ: 1) Mặt tròn xoay có diện tích nhỏ nhất. Trong tất cả các 
đường cong  = (+) nối hai điểm (a, œ) và (b, đ) cho trước hãy tìm 
đường nào khi quay xung quanh trục Ôz sẽ gây ra mặt tròn xoay có 
diện tích nhỏ nhất. 


Theo công thức tính diện tích mặt tròn xoay: 


D 
J(u) = 2 [ 1+ ?dz, 


vậy vấn để là tìm cực tiểu của tích phân này trên tập các hàm số  = 
(z) thỏa mãn điều kiện: 


v(a) = œ, 0(b) = ổ. | 
NI 7” G272 0070 0g) xo S 
* Để tránh nhằm lẫn trong phần này ta dùng ký hiệu ||, để chỉ chuẩn 


trong D, »] và dành ký hiệu HH cho chuẩn trong C ah] 
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2) Đường đoản thời. Trong mặt phẳng thẳng đứng cho hai điểm 
A(0,0) và Ø(b, Ø) (b # 0), hãy tìm đường cong + = (z) nối hai điểm 
đó sao cho một chất điểm trượt theo đường cong ấy dưới tác dụng trọng 
lực sẽ đi từ A đến B trong khoảng thời gian ngắn nhất. 


Theo cơ học, tại điểm (z, y) vận tốc của chất điểm bằng 0 = x/20y 


cho nên 
“Tuy 
du) vV TÝ 


U V29w 
và thời gian đi từ A đến là 


" l1+w? 
J0) = ƒ đ+. 
(u) : \ m. 


Vậy vấn đề là tìm cực tiểu của tích phân này trên tập các hàm số +⁄(z) 
thỏa mãn điều kiện: (0) = 0, (b) = ổ. 


Bài toán này đã được J. Bernouilli nêu ra từ năm 1696. 


7.2. PHƯƠNG TRÌNH EULER. Để tìm cực trị của phiếm hàm (50) 
ta hãy xác định biến phân của nó. 

Cho Ƒ' : Dh„ —> Cla„ị là ánh xạ biến y = y(z) thành F{y) = 
ƒ(z, 9(z), v'(z)). Theo hệ quả Định lý 12 ta có 


Š(w,h) = j ðF(y,h)dz. 


Vậy ta hãy tính biến phân của ánh xạ Ƒ'. Ta có 
fw+h) — F(w) 
= ƒ(.(z) + h(z),w (+) + h(z)) — ƒ(œ. (+), (2)) 
= fh(z) + fyh (+), 
với ƒ„ = fy(+,(z) + 0h(z),'(z) + 0h'(z)), (0< Ø8 < 1) và ?„ cũng 


có ý nghĩa tương tự. Thay ƒ, và ƒ„ bởi ƒ„ và ƒ„ ta có thể viết 
Fw+h) — F(w) = Rh(s) + fyh'(z) + r(). 


- trong đó 


r(h) = (Ïý ~ f)h(e) + (ly ~ fy)W'(#). 
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Dễ thấy rằng r(h) = o(||h||¡).. 


Thật vậy, với ||h|\, < 1 thì ||y + h|| < K, lịw + h'l|< K (K = 
|Ì||¡ + 1). Nhưng trong miễn compac: a < z < b, |u| < K, |u| < K, 
các đạo hàm riêng của ƒ(z, u, 9) liên tục đều, cho nên với ||h||¡ đủ nhỏ, 
chẳng hạn, ||h|Ì¡ < ổ, ta có với mọi z trong đoạn [a, b]. 


l,~ §|< 5: ly f|< š- 


Khi ấy | 
lr(b)ll= max |r(h(z))| < e|lh|). 
chứng tỏ 
ôF(ụ,h) = fyh(z) + fyh'(z). 
do đó 


f b 
ôJ(y,h) = Í ƯyNz) + JyM'(s)Jdz (52) 


Ở đây gia lượng h(z) chấp nhận được khi và chỉ khi h(a) = 0, h(b) = 
Ú. Vậy điều kiện để  = (z) đạt cực trị của J(+) là 

b 
J [f,h(z) + ƒy'(z)]dz = 0 (53) 


với mọi h(z) € DỊ, „ sao cho h(a) = h(b) = 0. 


Để biến đổi biểu thức (53) ta dựa vào bổ để sau đây: 
Bổ đề 1 (Dubois-Raymond). Cho A(z), B(3) là hai hàm số liên tục 


trên |a, bÌ. Nếu với mọi h(z) € DỊ, nghiệm đúng h{(a) = h(b) = 0 ta 
luôn có 


b | 
J (A(z)h(z) + B(z)h'(z)]dz = 0 

thì B(+) có đạo hàm và B'(z) + A(z).Š 
Chứng minh. Đặt P(z) = [_ A(t)dt + C, trong đó Œ là một hằng 
số sẽ xác định sau. Vì P'(z) = A(z) nên lấy tich phân từng phần ta 


“Trường hợp riêng của bổ để này khi Ø(z) = 0 thường gọi là Bổ đề La- 
grange. 
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được 


lÍ 


b b 
Ƒ A(z)h(z)d+ P(z)h(z)|~ II P(z)h'(z)dz = 


II P(z)h'(z)dz. 


Do đó với mọi h € Dj,„¡ mà h(a) = h(b) = 0 ta có 
b b 
J (Ah + Bh')dz = J (B ~ P)h'dz = 0. (54) 


Lấy h(z) = II "IP( — P(£)Ìdt, thì rõ ràng h(a) = 0. Chọn hằng số Œ 
Sao cho F 
h(b) = ƒ ([B(t) — P(t)]dt = 0 


tức là 


/ ˆ B@)d() - / ( / A()4)dz -60-0sÐ 


Hiển nhiên h(z) có đạo hàm, và h'(z) = B(z) — P(z). Vậy theo (54) 
ta có 


Í IB6) - Pøjaz =o, 


từ đó suy ra B(z) = P(z) với mọi a < z < b, vì nếu B(œ) # P(ra), 
thì, do liên tục |(z) — P(z)| > e > 0 trong một đoạn [œ, đÌ bao gồm 
zọ và tích phân trên sẽ lớn hơn 


[ e& - P(z)Ì? > e?(8 — œ) > 0. 


Do đó Bf(z) — P/(z) = A(z), đúng như khẳng định trong bổ để. 
Ap dụng bổ để cho (53) với A = ƒ„„ 8 = Íy, ta Suy ra: 


Định lý 16. Với những giả thiết đã nêu (tức ƒ (+,u,u) có đạo hàm 
riêng cấp 2 liên tục đối với toàn thể đối số) mọi hàm  = (+) đạt cực 
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trị của J() đều phải thỏa mãn điều kiện sau đây, gọi là phương trình 
Euler 


d 
% = w = 0. (55) 
Một đường cong  = (z) nghiệm đúng phương trình Euler, dù có 


thực hiện được hay không cực trị của phiếm hàm đã cho, được gọi là 
một đường cực trị của phiếm hàm (50). 


Nếu  = g(z) là đường cực trị thì ƒ„ phải có đạo hàm théo z. Đạo 
hàm đó là giới hạn của tỉ số 


] ị 
^zlw( + Az,+ Au,v + A') — fy(z.v,v)] 


A 
“—= Ti +iy v. 


trong đó ngang trên biểu thị trị của biểu thức tương ứng ở một điểm 
trung gian nào đó giữa (z, 9, ) và (z + Az, + Ay, + A'). Khi 
Az => 0 thì hai hạng tử đầu dần tới ƒ„ + ƒy.', vậy nếu ƒ„„ # 0 thì 
ị Aw' TH _S x ì 

¬c phải dần tới một giới hạn xác định. Thành thử: 

| Nếu  = (+) là một đường cực trị thì (+) phải có đạo hàm cấp 
hai "(+) tại mọi điểm mà ở đấy f„„ # 0. 


_ Phương trình (55) có thể viết đưới dạng 
% =¬ ky & Jt _ Jụuy.ˆ = (), | (56) 


Đó là một phương trình vi phân tuyến tính cấp hai, cho nên nghiệm 
L tổng quát của nó phụ thuộc hai tham số: & và Ca và có ó dạng 1(z, Ơ, Œ). 
Ñ Dựa vào các điều kiện biên: 


v(a, €ì› Ca) =Q, u(b, €\, Œ:) vE 8 


| ta sẽ xác định được các hằng số C¡,C¿. Đương nhiên nếu không có 
: số C\, C; nào thỏa mãn hai phương trình trên thì bài toán cực trị đã 
| cho không có nghiệm (trong đó các hàm y(z) khả vi). Nhưng nếu 
h có những số Œ¡, C; thỏa mãn hai phương trình đó thì đường cực trị 
FÌ U = (+, C¡, Cạ) cũng chưa chắc đã thực hiện được cực trị của phiếm 
hàm /(¿), vì điều kiện. (55) chỉ là cần chứ chưa đủ. Muốn kết luận 
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dứt khoát cần phải kiểm tra lại trực tiếp hoặc dung những phương pháp 
phân tích tỉnh vi hơn vượt quá khuôn khổ giáo trình này. 


Để ý thêm rằng nhân hai vế của (55) với ' và cộng ƒ; vào hai vế 
ta được một dạng khác của phương trình Euler: 


_ 
TÚ ~VW/)=fs 7) 


7.3. ĐIỀU KIỆN LEGENDRE. Trong nhiều trường hợp , dùng biến 
phân cấp hai có thể được thêm thông tin về tình hình cực trị có đạt thực 
sự hay không. ' 


` Bằng phương pháp tương tự như đã làm đối với ¡ biến phân si: một, 
ta tính được biến phân cấp hai của #' là: 


ð?Ƒ(ụ,h) = fuh?(z) + 2f„wh(z)R'(z) + Jywh°(z). 
Thật vậy, theo kết quả đã cho 
ôƑ\(ụ,h) = fyh(z) + Wyh(œ), 
cho nên 
ỗƑ'{w,+-k,h) — ðF'(ụ,h) = h[fy(œ, + k,ự' + K') — fy(.v.] + 
+h'[fy(z, + k,' + È) — fy(z,,v)Ì = - 
= h[kfy + klư] +h[kfuy + K fuy]: 


trong đó ƒ„„ chẳng hạn có nghĩa là ƒy„(z. (z) + 8k(z), '(+) + 0k (+)) 
(0 < Ø < 1). Thay các ƒ„„,... bởi ƒ„y,..., ta được 


ŠF(w+k,h) —ðF(w,h) = hkfqy + (hÈ' + h!k) fyy + RứỈ fyy +u(k, h) 
với u(k, h) = h(ñụ — fy)+ (h'+h'k)(y~ Wy)+R'E(y —fwy): 
Do sự liên tục đều của các đạo hàm riêng cấp hai của ƒ(z, , 0) trong 


mỗi miền compac nên với ||k||¡ đủ nhỏ, chẳng hạn l\k|| < ổ, ta có, với 
mọi z '€ [a, bÌ: 


|» — faw| < £/4. Ly — fw| <£/4, [uy — fyy| < e/4. 
- Khi ấy ||u(k; h)|| = max |(u(k(z), h{z))| < e||k|\:.||h||:. Vậy - 


ð2Ƒ'(w+ k,h) = hkfqy + (hÈP + h!k) fyy + BỊ fyy, 
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từ đó suy ra biểu thức đã nêu cho ô?Ƒ'(y, k). Do đó biến phân cấp hai 
của /(ø) là 


b 
ØtJ(,h) = [ Ưyhê +3„yhM + f„yN®Jdz.— (68) 


Theo Định lý 14 nếu J(y) đạt cực tiểu tại y thì 
ổ?J(ụ,h) >0 


với mọi J chấp nhận được (tức là sao cho h(z) € Dj,„ và h(a) = 
h(b) = 0). Ta hãy biến đổi điều kiện này thành một dạng thuận tiện 
hơn. 


Lấy tích phân từng phần và chú ý rằng h(a) = h(b) = 0 ta được: 


/ ˆ2ƒ„hh'dz = / fyd(h?) = 4 / bóc: luy )dz. 


Thành thử š 
ð2J(y,h) = J (Nh? + Ph'?)dz, 
với F 
N = l„~ nh P= |yự. 
Đến đây ta chú ý : 
Bồ đề 2. Muốn cho phiếm hàm toàn phương 


4 Ề  (Nh? + Ph?)dz (N= Na), P= P(a)) 


không âm với mọi hàm h{(+) nghiệm đúng h(a) = h(b) = 0 thì cần phải 
có: 

P(:) > 0 (a < z < b). (59) 

Chứng minh. Giả sử (59) không đúng tức là có một điểm c với 


P(c) < 0. Ta sẽ chứng minh rằng với h(z) được chọn thích hợp phiếm 
hàm nói trên có trị âm. Cụ thể ta chọn h(z) sao cho tích phân của Vh? 
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không đáng kể so với tích phân của /'?, chẳng hạn: lấy một khoảng 
c—ø <+z<c+ø đủ nhỏ để trong khoảng ấy 


ING)| < P6), Pữ) < šP(0) 


rồi chọn h(z) € Dị,„ sao cho h(z) triệt tiêu ngoài khoảng e = ø < 
# <e+ø, |h(z)| < 1 với mọi z, và h“(z) > "âu mọi z trong một 
khoảng có độ dài > ø. Ta được 


b b 
, 1 1 1 
9= j M ?dxy < —P(c) - 2ø — = .—.‹gơ=0. 
Q j Nh +Í Pház < q„P(e):2ø~ 2P()-:ø =0. 
Bổ để này cho phép suy ra: 
Định lý 17 (Legendre). Muốn cho phiếm hàm 
J() = [ Tư.v.vie 
đạt cực tiểu tại đường cực trị Uo(+) điều kiện cần là 
fyy(z.to(2).w(z)) >0,  (œ<z<}). 
7.4. VÍ DỤ: 1) Tìm cực tiểu của phiếm hàm 


Ỷ !2 
Jụ)= Í X T& 


với các điều kiện biên (1) = 0, (2) = 1. 


^ / 4) 
Hàm dưới tích phân ƒ(z,v,) = v— không chứa y nên 
phương trình Euler (6) có dạng 
d 
su nẦ 
tức là . 
Lễ 


J„= =C (hàng số) 


s zvV1\+y? 


~—~ 


F ..-.ằ..a.a.a.. 


.... 


240 Hàm thực và Giải tích hàm 


do đó 24 —#?C”) = —á. nghĩa là  = TT 
Lấy tích phân ta được 
1 
U= SVT— RE + Ơ hay (y — Ơ\)° + #2 = ca, 


Vậy đường cực trị là đường tròn có tâm trên trục +. Theo các điều 


kiện biên: CŨ + 1 = Z5, (1~C¡)?+4= ca, tà suy rà Ci = 9, C= 


1 
—=., cho nên đường ta tìm là: 
v§ x 


(ụ—2)?+z? =5. 


h? 
Ở đã ;h?= cho nên theo công thức (58) ta có với 
mọi + và h 


2 h2 
ð?.J(y,h) = II —= EU 
ì z(1+2)Ÿ 
chứng tỏ rằng J(+) lồi và ta có đúng cực tiểu tuyệt đối. 
2) Trên mặt cầu. 


,# = c0s/C0SỔ,  = Sỉn @cosØ, z = sinổ 


hãy tìm đường cong ¿ = ¿() ngắn nhất nối hai điểm A, Ø cho trước. 
Như đã biết, ta có ds? = d? + cos?Ødự? nên độ dài đường cong 
ÿ = ¿(6) nối A và B bằng 


b 
J(ọ) = ỉ V1 + cos28./'2d0 


trong đó 7 là đạo hàm của ự đối với Ø. Vậy vấn đề là tìm cực tiểu của 
J(e). 

Hàm dưới tích phân ƒ(6, ¿, y') không chứa ¿ nên cũng như trong 
ví dụ trước, phương. trình Euler có tích phân đầu 


cos? 6.7 


—— — lên 
V1 + cos26.2 


f£ = 
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hay 
dụ C 
độ — cos đ4⁄cos? 0 — Œ2 
Đặt tgØ = † ta tìm được tích phân tổng quát của phương trình này 
là sin(¿ + Cạ) = Citg0 (C : = _= 


qcos cos Ø trong đó p, là những hằng số mới. Trở lại các tọa độ 
+, 1, z ta CÓ 


Đ, ) hay sin Ø = psìn ý cos ổ + 


Z = P7 + q0, 


tức là đường cong ta tìm là giao của mặt cầu với một mặt phẳng đi qua 
gốc, nói cách khác là một vòng ch lớn của mật cầu. 


Ở đây 
cos2 6.j\'2 
J vu? = “qrcøøzni° 
1 + cos? Ø./'2) 
nên theo công thức (58): 


È b 2 !2 
ð?J(¿,h) = b_— cos 6h" 0 >0. 
a (1+oos26./'2)Ÿ 
Vậy J(¿) lồi và do đó, đường cực trị đúng là đường ngắn nhất. 


3) Xét bài toán mặt tròn xoay có diện tích nhỏ nhất nêu ra ở mục 
1. Bài toán này đưa về tìm cực tiểu của phiếm hàm 


J(w) = ww +1?d+ 


trên đa tạp tuyến tính tạo „ bởi các (z) € DỊ, „ thỏa mãn các điều 
kiện biên 1(a) = œ, (b) = | 

Hàm dưới tích phân '"h vu cờ +, cho nên E =0và „mm 
trình Euler (57) có dạng 


—Ư —vƒy)=0. 
Thành thử một tích phân đầu của phương trình Euler là: 
ƒ-wfạ,=C (hằng số), (60) 
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hay 
vVìi+ C 
KT: -_—= 
tức là' - 
ụ=CV1l+ự2, 
do đó 
! 12 —€? 
.. C? b 
Tách biến ta được 
... đr, 
và- G 
nghĩa là : 
#z + = Cln( + v2 — C*), 
do đó C 
=Cch —, (61) 


Œ 

Như vậy đường cực trị là một đường dây xích, và mặt tròn XOaây có 
diện tích nhỏ nhất phải là một mặt catênôit (mặt sinh bởi một đường 
dây xích quay xung quanh đường chuẩn của nó). Hai hằng số Œ,C) 
được xác định bởi các điều kiện biên y(a) = œ, w(b).= 6. Có thể 
chứng minh rằng tùy theo vị trí của các điểm (a, œ) và (b, đ) mà có thể 
xảy ra ba trường hợp. 


- Qua hai điểm (a, a) và (b, Ø) có một đường duy nhất có dạng (61): 
đó sẽ là lời giải bài toán. 

- Qua hai điểm nói trên có hai đường có dạng (61): một trong hai 
đường sẽ là lời giải (thực hiện cực tiểu của diện tích mặt tròn XOAY), 
còn đường kia không phải là lời giải. 

- Không có đường nào có dạng (61). Qua hai điểm nói trên: bài 
toán sẽ không có lời giải (trong lớp các hàm (z) € Dh„) 


4) Xét bài toán đường đoản thời nêu ra ở Ví dụ 2), mục 7.1. Bài 
toán này đưa về tìm cực tiểu của phiếm hàm 
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trên đa tạp tuyến tính tạo thành bởi các hàm số +/(+) thỏa mãn điều kiện 


(0) =0. (b) = ổ. 


Vì hàm dưới tích phân không phụ thuộc z nên cũng như ở Ví dụ 2) 
trên đây, một tích phân đầu của phương trình Euler là 


ƒ-wfy=C 


hay 
TH —xẽ 

v2gw V2øwv1+yw? 

do đó e ' 
: sạ _ Cị—/, " 
/%=^—Ẻ - (G= an). (62) 
Đật 
U= sa — COS tr), 

ta Suy ra 


, C\ 8š 
= —-tLu SìntU, 
2 


và đem thay vào (62) rồi rút gọn ta được : 
su — cost)du = +dz, 
và do đó 
+= +4 —sinu) +Ca; + = su — COS 1). 


Thành thử các đường cực trị là những đường xyclôit. Dựa vào các 
điều kiện (0) = 0, (b) = đ, ta xác định được hai hằng số Œ) và C¿. 

7.5. BÀI TOÁN ĐẲNG CHU. Người ta quen gọi "bài toán đẳng chu" 
là bài toán tìm cực trị của phiếm hàm 


b 
II ƒ(z,, v')d+ (63) 


b 
j 9(z,,V)dz = L (64) 
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_ Sở dĩ gọi.như vậy là vì trong nhiều trường hợp tích phân (64) biểu 
diễn độ dài (chu vi) của đường cong  = #(z), và nội dung vấn đề là 
tìm trong tất cả các đường cong co chu vi lăn nhau đường nào đạt cực 
trị của tích phân (63). 


Điển hình của loại bài toán này là "bài toán Didon" sau đây: trong 
tất cả các đường cong có độ dài ! nối hai điểm 4, B cho trước, hãy 
tìm đường nào hạn định với đoạn 4 một diện tích lớn nhất. Giả thiết 
A, B ở trên trục z, với hoành độ a, b, và đường cong phải tìm chỉ cất 
mỗi đường song song với trục tung ở nhiều nhất là một điểm, ta có thể 
phát biểu: tìm cực đại của phiếm hàm 


[ v#s (65) 


với điều kiện biên y(ø) = (b) = 0 và „ buộc 


lì V1 + 2dz = I. (66). 


Rõ ràng tích phân (66) đạt trị dừng trên những đường thẳng, mà 
đường thẳng chỉ có thể là lời giải cho bài toán trong trường hợp tầm 
thường ỉ bằng đúng độ dài đoạn AB. Vậy ta chỉ cần tìm lời giải trong 
tập các đường +/ = (+) không đạt trị dừng của tích phân (66). Muốn 
thế theo Định lý 15 về cực trị rằng buộc ta tìm các điểm dừng của phiếm 


hàm 
= Ỉ (y+ÀVw1+ U?)dz. 


Hàm dưới tích phân không phụ thuộc z, nên một tích phân đầu của 
phương trình Euler là: 


s:án XP, —'——— = Cì\, 
vi +? 
hay 
À 
w+——=;=ÓC.. (67) 
l+w 


do đó 
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nghĩa là | 
(ụ — €ì)dụ 
vVÀ =w~-6G' 


và lấy tích phân ta được 
( — Œ)Ÿ + (z — Œ)? = À°. 


Vậy đường cực trị là cung tròn có bán kính |À| và tâm là điểm có 
tọa độ C,(Cạ. Các điều kiện (a) = (b) = 0 và (66) cho phép xác 
định các hằng số C), Cạ, và À. 


.. Vì giả thiết đường cong phải tìm chỉ cắt mỗi đường song song với 
trục tung ở một điểm là nhiều nhất, nên C¡ < 0, và do đó Œ; —  < 0 
(vì  > 0). Vậy theo (67) À < 0. Từ đó suy ra J() lõm, vì 


2 . r2 „Ã. vs 
ô“J Ð)= [ vN®4z = À | ————~d: < 
xơ a (1+?) 


cho nên điểm dừng của J(y) là cực đại tuyệt đối của nó. Vậy nếu 3o = 
1o(z) là đường cực trị của J(y) thì J(y) < J(wo) với mọi  = (3). 
Mà 1 = o(z) thỏa mãn (66) nên ọ = 1o(z) đúng là đường cong đạt 
cực đại của phiếm hàm (65) với các điều kiện đã cho. 


6) Tìm cực trị của phiếm hàm 


= đ7, 


b 
/ wV1+v°?ảz, (68) 
, a 
với các điều kiện (a) = œ, (b) = 8 và 
b 
/ V[Vx=L _ (69) 
a 


Nội dung thực tế của bài toán này là: tìm vị trí cân bằng của một 
dây đồng chất có độ dài ¡ cố định ở hai đầu mút và chịu tác dụng của 
trọng lực (như đã biết, vị trí cân bằng được xác định bởi điều kiện: 
trọng tâm của dây phải ở vị trí thấp nhất có thể được). 


Ta tìm các điểm dừng của phiếm hàm 


b 
J() = / (w—A)VT+ v34. 


L 


_.— 
P.iki»ã À “2 
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Đặt  — À = z ta đưa phiếm hàm này về dạng đã biết (Ví dụ 3) 


Kfz) - ƒ zv + z?d:. 


Vậy đường cực trị là một đường dây xích có đường chuẩn là y = à, 
phụ thuộc ba hằng số Œ)¡, C¿ và À mà ta có thể xác định được nhờ các 
điều kiện z(a) = œ — À, z(b) = Ø — À và (69). 


7.6*. BÀI TOÁN ĐẦU MÚT ĐỘNG. Trên đây ta giả thiết hàm số 
chưa biết thoả mãn điều kiện (51), nghĩa là đường cong chưa biết  = 
1(z) có hai đầu mút A =-(a, œ), 8 = (b, đ) cố định. Trong nhiều bài 
toán khác, một trong hai đầu mút ấy hoặc cả hai không cố định mà có 
thể chạy trên những đường cong cho trước. Chẳng hạn xét bài toán tìm 
cực trị của phiếm hàm 


b 
J(y) = li ƒ(e,v,v)dz, (70) 


trong đó đường cong chưa biết có đầu mút A = (ø, œ) cố định còn đầu 
mút kia Ö = (b, y(b)) thuộc một đường cong nào đó cho trước. 


Như vậy trong bài toán này chẳng những hàm y(z) chưa được biết 
mà cả đầu b của khoảng lấy tích phân (70) cũng chưa được biết. 


Đương nhiên, nếu đường cong + = (+) là một lời giải của bài toán 
đặt ra thì nó cũng phải thực hiện cực trị của phiếm hàm (70) trên tập 
các đường cong nối hai đầu mút của nó, cho nên theo kết quả ở các 
phần trước, hàm chưa biết +(z) phải thỏa mãn phương trình Euler: 


d 
Ww~ w = _ (71) 
Nghiệm tổng quát của phương trình này phụ thuộc hai tham số C\, Cạ. 


Khi cả hai đầu mút đều cố định thì hai tham số này được xác định nhờ 
hai điều kiện biên y(œ) = œ và y(b) = Ø. Bây giờ chỉ có một điều kiện 


- biên: (4) = œ, vậy thay cho điều kiện biên kia cần có một điều kiện 


biên mới mà đường cực trị phải thoả mãn. Điều kiện đó thường gọi là 
điêu kiện cắt ngang (hoành). Kết hợp với điều kiện biên (a) = œ, nó 
cho phép ta xác định được Œ\, Cà. 
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Lấy ví dụ một bài toán đơn giản: tìm đường ngắn nhất đi từ một 
điểm A cố định cho trước, tới một đường tròn cho trước. Nói cách 
khác, tìm cực tiểu của phiếm hàm. 


b 
J(yw) = II vV1+y2?dz 


với điều kiện : (a) = œ, và điểm (b, y(b)) thuộc đường tròn É. 

Nghiệm tổng quát của phương trình Euler, như có thể kiểm lại dễ 
dàng là đường thẳng  = C¡z + C;. Để xác định các hằng số Œ), Cạ, 
một điều kiện 1(a) = œ (đường cực trị đi qua 4) không đủ, mà cần dựa 
vào một điều kiện nữa là: đường cực trị đó trực giao với đường tròn, 
nghĩa là tại điểm giao nhau Ö, giữa hệ số góc + của đường cực trị và 
hệ số góc ¿“ của tiếp tuyến với đường tròn có hệ thức | 


1+y =0. 


Trong trường hợp tổng quát ta có: 


Định lý 1§. Nếu  = v(z) là phương trình đường cong K. cho 
trước, thì đường cong L :  = (+) thực hiện cực trị của phiểm hàm 
(70) phải thỏa mãn điều kiện cắt ngang (hoành) sau đây tại giao điểm 
B = b,g(b)) của nó với L: 


[ƒ + @(z) - (z))#„]"”"= 0. (72) 

Chứng minh. Ta hãy xét họ đường cong phụ thuộc một tham số +: 

v{u) - v(u) 
u—a 


Ta có Y(a,u) = w(a), Y(z,b) = w(z) (vì (b) = y(b)) nên tất 
cả các đường (73) đều đi qua A và đường ứng với  = Ò chính là L. 
Hơn nữa Y (u,u) = ¿(u), chứng tỏ rằng mỗi đường (73) cắt đường X 
ở điểm có hoành độ z = i. 


Vì (z) đạt cực trị của phiếm hàm (70) nên hàm số theo t: 


ụ = Y(z,u) = (+) + (z — a). (73) 


I(u) = J(Y(œ,u)) = Ạ ƒ(z.Y(z,u), Y„(+, u))d+ 
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phải đạt cực trị tại  = b. Do đó Ƒ“(b) = 0. 


Ta hãy tính 7'(u). Theo qui tắc đạo hàm của tích phân phụ thuộc 
tham số ta có: 


Pu) = | [U(&,Y,Y2)Yy + fy(ø,Y,Y,).Y2,]dz + ƒ(e,Y,Y2)|F”" 


Thay  = b ta được 


k — 
F8) = [ WŸ„ + #y-Ÿ«,)z + fỊ" 


trong đó các đối số của các hàm ƒ, ƒ„, ƒ, đều lấy dọc theo L và ngang 
trên chỉ giá trị tại u = b. Nhưng vì (+) thỏa mãn phương trình Euler 
(71) nên: 


ùn d = 
!Ýy + JWŸ s x 1w) 


do đó sử K. 
r0) s (wŸv) ~.. +7 (4) 
Mặt khác từ (73) ta suy ra: 
Y„= t=ap(v(u) ~ ())(w = a) — (ø(w) = w(w)) 
và chú ý rằng ¿(b) = (b) ta có 
z+—d,., T 
_Ÿx=†—.()-()} 
Thay vào (74) ta được hệ thức đòi hỏi: 
(6ø) ~v(9).[”"+ =0, n 


Vậy lời giải của bài toán đặt ra không những phải nghiệm đúng 
phương trình Euler mà còn phải thỏa mãn điều kiện cắt ngang (72). 


Ví dụ: Tìm cực trị của phiếm hàm 


J(ụ) = lị p(z,)W 1 + 2?dz 
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trên tập hợp các đường cong / = (z) đi từ điểm cố định A(a, œ) đến 
điểm B = (b,¿(b)) ở trên đường cong 1 = g(z). 


Điều kiện cắt ngang là 
h , " Ƒ.(1 + 'ự) 
ƒ+ (ý -)„= 1+? =0 


vì : 
Ụ = Jụ 


tự = P(®.U)— N Seo) 


1+¿'|*=0. 
Vậy điều kiện cắt ngang trong trường hợp này là điều kiện trực giao. 


Nếu không chỉ đầu mút Ø chạy trên đường cong  = ¿(+) mà cả 
đầu mút Á cũng chạy trên đường cong  = (z) thì tại Ø có điều kiện 
(72) và tại A có điều kiện tương tự 


[ƒ + (wŒ) = w{())ƒy]P”° =0. (75) 


Do đó 


BÀI TẬP 


Khái niệm không gian định chuẩn 
1. Một tập M⁄ trong không gian tuyến tính gọi là lồi nếu; 


+z”€M,0<œ<1>az'+(1—-a)z“€M. 


Chứng minh rằng trong một không gian định chuẩn hình câu 9 = ||z : 
lÌz|| < 1} bao giờ cũng lôi. Ngược lại nếu trong một không gian tuyến tính 
X, người ta cho ứng với mỗi z một số ||z|| sao cho: 1) ||z|| > 0 nếu z # 
0; ||z|| = 0 nếu z = 0, 2) ||œz|| = ||le|l.||z||. 3) hình cầu = {z : ||z|| < 1} 
lồi, thì ||z|| là một chuẩn. (Nói cách khác trong các tiên đẻ về chuẩn, có thể 
thay bất đẳng thức tam giác bằng điều kiện: hình cầu đơn vị là lồi). 


Chỉ dẫn : Nếu Š lồi thì với mọi z,y € X và 0 < ø < 1 ta có | 


(í:< e)rii| < 1. Chọn ø thích hợp để suy ra ||z + y|| < |Izl| + llw|L 


2. Chuẩn tương đương. Hai chuẩn ||z||:, ||z||› trong cùng một không gian 
tuyến tính được gọi là rương đương nếu sự hội tụ z„ —› z theo chuẩn này bao 


œïễn +. 
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giờ cũng kéo theo sự hội tụ z„ => z theo chuẩn kia, và ngược lại (nói cách 
khác, nếu họ các tập mở theo chuẩn này trùng với họ các tập mở theo chuẩn 
kia). Chứng mình rằng hai chuẩn ||.||¡, ||.||¿ là tương đương khi và chỉ khi có 
hai số dương œ, 8 cho với mọi + € X: 


a||lli < llzlls. Ølzlls < |lzlli 


Chỉ dẫn: "Chỉ khi": hình cầu S¡ = {z : |Íz|lị < 1} là lân cận của gốc 
theo chuẩn 1 thì cũng là lân cận theo chuẩn 2 nên phải chứa một hình cầu 
%¿ = {z : ||z||a < œ} với œ > 0 nào đó. Với mọi z € X ta có „—— Eb € 9 nên 
œz||zlla € S¡ tức là allzl||i < l|z||a. 

3. Trong không gian tuyến tính hữu hạn chiều R* mọi chuẩn đều tương 
đương (xem bài tập trước). 

Chỉ dẫn: Chứng minh rằng mọi chuẩn tương đương với chuẩn Euclide 
thông thường. 


4. Cho Àf là một không gian con đóng của một không gian định chuẩn 
X, sao cho À/ # X. Tồn tại  € X nghiệm đúng |||| = 1 và || — zl| > 1/2 
với mọi + € À. 
Chỉ dẫn: Lấy yo € X \_ Mí. Chứng minh đ = InỆ, lo — +z|| > 0 sau đó 
* 


lấy ị € Äí sao cho ||o — ta|Ì < 2d. Điểm  = (to — 1) /lÍwo — 9ì|| đáp ứng 
yêu cầu. 


5. Trong moj không gian định chuẩn vô số chiều X đều có một dãy điểm 
trong hình cầu đơn vị, sao cho khoảng cách giữa hai điểm bất kỳ của dãy là 
> 1/2. (Do đó trong mọi không gian định chuẩn vô số chiều, hình cầu đơn vị 
không compac). 


Chỉ dẫn: Lấy zạ có ||z:|| = 1. Khi đã có zạ,... ,#n thì lấy z„+¡ sao cho 
1 - 
llza+alÍ = 1, llza+: — #¡|| > s với mọi ỉ = 1,...,r. (áp dụng bài tập trước, 
với Äí là không gian sinh bởi zạ,.... , #a). 
Không gian L? , 


6. Cho ƒ € LP(E,), g € L*(E, w), : + : = 1. Bất đẳng thức Hölder 


(công thức (6), mục 2.1) chỉ trở thành đẳng thức khi có hai số c, cạ không 
cùng = 0, sao cho e¡ | ƒ(z)|P = ca|g(z)|* hầu khắp nơi. 


7. Một không gian định chuẩn được gọi là định chuẩn chặt nếu bất đẳng 
thức ||z + || < |lz|| + llv|| (z # 0, y # 0) chỉ trở thành đẳng thức khi 


— — 
( 
“Ị 
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Ị Ụ = œz, œ > 0. Chứng minh rằng với 1 < p < œ, L7 là không gian định 
ụ chuẩn chặt. 


Chỉ dẫn: Xem bài tập trước. 
§. Ký hiệu supess g(z) (hoặc vraimaxzea ø(z)) biểu thị "cận trên cốt 
+€A 


yếu” của ø trên tập 4 tức là cận dưới đúng của các số a sao cho tập {z € A : 
0(z) > a} có độ đo 0. Với mỗi hàm ƒ đo được trên £ ta đặt 


supess ||ƒ(z)|, nếu (E) > 0, 
l/le=$ ze£ 
0 nếu u(E) = 


._ Chứng minh rằng không gian tuyến tính các hàm ƒ đo được và bị chặn 
hầu khắp nơi trên #, với chuẩn || ƒ ||„„ như trên, là một không gian Banach. 
1 1 1 
9. Nếu - = — + —, 
p Đụ Đp 
Toán tử và phiếm hàm tuyến tính 


10. Cho hai toán tử tuyến tính liên tục A, ÖØ : X —> Y. Cho M là một tập 
con của X sao cho không gian tuyến tính sinh bởi Ä⁄ trù mật trong X. Chứng 
minh rằng nếu Az = Öz với mọi z € M thì A = Ö. 


11. Một toán tử tuyến tính A : X —› Y từ một không gian định chuẩn hữu 
hạn chiều X vào một không gian định chuẩn Y' bao giờ cũng liên tục. 


12. Một toán tử tuyến tính liên tục 4 : X => Y (X, Y là không gian định 
chuẩn) được gọi là hữu hạn chiều nếu ImA = A(X) là một không gian con 
hữu hạn chiều của Y. Nếu ƒ,..., ƒ¿ là những phiếm hàm tuyến tính liên tục 
trên X, và ưị,..., „; € Y thì toán tử 


A(z) = fi(#)u + --- + ƒk(z).uy 
là tuyến tính liên tục hữu hạn chiều. Ngược lại, bất cứ toán tử tuyến tính liên 
tục hữu hạn chiểu nào cũng có thể biểu diễn dưới dạng trên. 


13. Cho ƒ\,..., ƒ¿ và ƒ là những phiếm hàm tuyến tính trên X. Ba điều 
kiện sau tương đương: 


a) rÊx: Ker ƒC Ker ƒ 


_ b) ƒ là một tổ hợp tuyến tính của các ƒ¡,..., ƒ„, nghĩa là ƒ = œƒn + 
.. + œyƒ¿, với œ; là những số nào đó. . 


c) Tổn tại hằng số c < oo sao cho (Vz) |/(z)| < c.max |ƒq(2)|: 


ƒ/€,sge1 thì ƒge L. 


Ủ 
l 
I 
ị 
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14. Cho một phiếm hàm tuyến tính ƒ(z) bị chặn trong một hình cầu 
ll+ — a|| < r. Chứng minh ƒ liên tục (trong toàn không gian X). 
15. Cho ƒ € LỆ_œ s)› # bị chặn trên toàn đường thẳng. Chứng minh 


rằng ƒ * g(z) là hàm liên tục. 


Chỉ dẫn: |ƒ + g(z + €) = ƒ *g(2)| < + Í ” JJŒ + @) — ƒ(z)ldz trong 
đó + = sup |ø(z)| < œ. 


l6. Nếu hai tập 4, Ð trên đường thẳng có độ đo dương thì tập Œ = 
A+B={z+:z€A, ục€ Đ} chứa một khoảng mở. 


Chỉ dẫn: Giả thiết A, Ð bị chặn. Tích chập ƒ = 4 x *ø là hàm liên 
tục (xem bài tập 15) và có j ƒ(z)dz > 0, nên ƒ(z) # 0 trên một khoảng 
mở. Mà ƒ(z) # 0 kéo theo .e C. 

Anh xạ khả vi 

17. Trong các phiếm hàm sau đây cái nào khả vì: 

8) ƒ(u) = w(a) trong C\a„); 

bì ƒ(y) = (a) trong Cụạ 

c ƒ(w)= 1+ ?(a) trong DỊ, 

đ) ƒ(g) = |w(a)| trong C\a„p 
18. Nếu ƒ : X — R khả vi thì ƒ?(z) cũng khả vi. Tính đạo hàm của 
ƒ?(z). | 

19. Chứng minh rằng một phiếm hàm toàn phương liên tục là khả vi và 
tính biến phân cấp ! và cấp 2 của nó. 


20. Cho U,V là những tập mở trong hai không gian định chuẩn X,Y 
(tương ứng), ƒ : Ư —› V là một song ánh, khả vi tại mọi điểm cùng với ánh 
xạ ngược ƒ~Ì, Khi ấy đạo hàm ƒ“(a) là song ánh từ X lên Y và có nghịch 
đảo bằng đạo hàm của ƒ~Ì tại b = ƒ(a): 


((@))”!= /~!ƒ0). 


21. Cho u : X r> Y, 0: X — Z là hai ánh xạ khả vì và Ð : Y x 
Z -> W là một ánh xạ song tuyến tính liên tục. Chứng minh rằng ánh xạ 
+ > B(u(z), 0(z)) khả vi và tính vi phân của nó. 


Chỉ dẫn: (B(u(.), 0(.))“ (a) : h > B(ưf(e).h, 0(a))+ B(u(a), w'(a).h). 
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Cực trị các phiếm hàm khả vi. Bài toán biến phân cơ bản 
22. Xét bài toán: tìm cực tiểu của ƒ(z) với các điều kiện 
g(z)=eœ¿ ((=1,...,m) 
trong đó ƒ, g : X —› IR' là những phiếm hàm khả vi. 


Chứng minh rằng nếu zọ là một điểm cực trị, và các đạo hàm @(Zo) : 
X —› R độc lập tuyến tính thì có những hằng số À¡,..., Àm sao cho zọ là 
điểm dừng của phiếm hàm : 


ƒ(œ)+ 3 `À¡ø(2) 
‡=] 


_ Chỉ dẫn: Mọi h nghiệm đúng đ/(zo).h = 0 (¿ = 1,...,rn) đều phải 
nghiệm đúng ƒ'(zo).h = 0. Áp dụng bài tập 13. 


23. Tìm đường cực trị và khảo sát các điều kiện giải được cho các bài toán 
biến phân với các phiếm hàm sau đây: 


1 
a) b, (1+ w2)dz, (—1) = y(1) = b > 0; 


b 1 2 
bì Í — 2 -dr, vía) = A, v() = B: 
«a 


Chỉ dẫn: a) Một nghiệm nếu ò = 1, hai nghiệm nếu b > 1 và 0 nghiệm 
nếu b < 1, b) luôn luôn một nghiệm :  = shÍc¡# + €2). 


24. Tìm đường cực trị của phiếm hàm 
1 
J(u) = II e tạ ydz, w(0) = 0, (1) = 1. 
0 
Chỉ dẫn:  = z 
25. Tìm các đường cực trị của phiếm hàm 


J(u) = J V+z2+2vVì+?dz. 


Chỉ dẫn: Dùng tọa độ cực. Lời giải: r2 cos(2ø — đ) = œ hay z?cos ổ + 
2z sin Ø —  cos Ø = œ. 


26. Tìm cực trị của 


l T..2 
J(y) = lÌ - #Ể”dz, y(~1), v1) =1 
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Chỉ dẫn:  = zŸ 
27. Tìm cực tiểu của 


J(0) = v + hV1 + ?dz (h > 0), 


với các điều kiện (0) = 0, y(!) =lạ > —h. 


TP Ng Ý 2 
Chỉ dẫn: Phương trình Euler ` =« C;=oœ++ hai MIẾ ) 
vV1+y2 4h 


Đường bao của họ parabôn này có đạng  = —h + m (parabôn an toàn"). 


28. Tìm đường cong khép kín có độ đài 7 cho trước và giới hạn diện tích 
lớn nhất. 


Chỉ dẫn: Dùng tọa độ cực. Phương trình Euler cho phiếm hàm .J — ÀG 
cho thấy độ cong đường phải tìm không đổi. 


29. Tìm cố thể tròn xoay có thể tích lớn nhất, mà thiết diện theo trục có 
diện tích đã cho. 


30. Tìm cố thể tròn xoay có thể tích lớn nhất, mà diện tích xung quanh đã 
cho. 


Chương 6 


MẤY ĐỊNH LÝ CƠ BẢN 
CỦA GIẢI TÍCH HÀM 


1. ĐỊNH LÝ HAHN-BANACH 


Cho một phiếm hàm tuyến tính ƒ xác định trên một không gian con 
Á của một không gian tuyến tính X. Nếu có một phiếm hàm tuyến tính 
F` xác định trên toàn X và trùng với ƒ trên X⁄ thì ta nói ` là "khuếch” 
của ƒ trên X. Trong nhiều vấn đề người ta sẵn có phiếm hàm ƒ trên Ä⁄4 
và muốn khuếch nó lên toàn X sao cho vẫn giữ được một số tính chất 
nào đó vốn có của ƒ. Chẳng hạn, nếu X là không gian định chuẩn và 
ƒ vốn liên tục trên Mí thì thường ta muốn cho #' cũng liên tục trên X, 
và hơn nữa có chuẩn vẫn bằng chuẩn của ƒ trong M. 


Tuy có vẻ đặc biệt, thật ra vấn đề nói trên gặp trong rất nhiều lĩnh 
vực toán học, dưới hình thức này hay hình thức khác. Cho nên, định lý 
Hahn-Banach dưới đây, nhằm giải quyết vấn đề đó, là một trong những 
mệnh đề trung tâm của giải tích hiện đại. Chứng minh của nó dựa trên 
một tiên đề gọi là tiên đề Zorn. 


1.1. TIÊN ĐỀ ZORN. Cho một tập Š, trong đó giữa một số cặp phần 
tử a, b của nó có xác định một liên hệ < sao cho: 
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1) a < a (phản xạ). 
2)a~<b, b<c => a~c (bắc cầu). 
3)a~<b, b<a => a = Ò (phản xứng). 


Khi ấy ta nói liên hệ < là một thứ / (hay thứ tự bộ phận) trên tập 
S, và tập $ được sắp một phần theo thứ tự đó. Ta cũng viết b - ø thay 
cho a < b. 


Chẳng hạn, nếu 9 là một họ những tập nào đó thì liên hệ C (bao 
hàm) là một thứ tự trên Š; nếu ,Š là một tập số phức thì liên hệ xác định 
bởi: "a < b khi và chỉ khi Rea < Reb ", cũng là một thứ tự trên S. 


Trong một tập Š được sắp một phần theo một thứ tự <, một tập 
con P C Š gọi là được sắp tuyến tính nếu với mọi a,b € P ta đều 
có a < b hoặc b < a. Một phần tử rn € Š gọi là cận trên của P 
nếu a < rn với mọi a € P; rm gọi là một phần tử :ối đại của S nếu: 
a € Š, n < a  a = mm (nói khác đi, nếu không tồn tại a € S, a # m 
mà rm < a). 


Tiên để Zom phát biểu như sau: 


Nếu S là một tập được sắp một phân và mọi tập con được sắp tuyến 
tính của S đều có cận trên, thì S phải có một phần tử tối đại. 


Đó là một trong những tiên đề cơ bản của toán học hiện đại, tương 
đương với một mệnh đề thường gọi là tiên để chọn của Zermelo. 


Tiên để Zorn được sử dụng rộng rãi trong giải tích hiện đại. Tuy 
có một số nhà toán học không muốn chấp nhận nó, nhưng, như Gödel 
đã chứng minh, nếu toán học không mâu thuẫn khi không có tiên đề 
này thì nó vẫn còn không mâu thuẫn khi thêm tiên đề này. Thành thử 
những định lý dựa trên tiên để này không thể bị phản bác được, trừ khi 
toán học vốn đã chứa mâu thuẫn không liên quan đến nó. 


1.2. ĐỊNH LÝ HAHN-BANACH. Vấn đề khuếch phiếm hàm tuyến - 
tính liên quan chặt chẽ đến khái niệm tập lồi và hàm lồi. 


Một tập Œ trong một không gian tuyến tính Z được gọi là /ổi nếu: 
a.b€Œ, 0<œ<1=zơa+(1—a)b eC. 


Tập hợp các điểm có dạng œø + (1 — œ)b, với 0 < œ < 1, cũng gọi là 
đoạn thẳng nối a với b, cho nên cũng có thể nói: một tập là lồi nếu nó 
chứa mọi đoạn thẳng nối hai điểm bất kỳ của nó. 
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Trước đây (Chương 5, tiết 6) ta đã định nghĩa một hàm lồi trên một 
đa tạp tuyến tính. Một cách tổng quát hơn, một hàm ƒ, xác định trên 
một tập lồi Œ và có thể lấy giá trị +oo, được gọi là hàm lồi nếu: 


ab€Œ, 0<œ<1 >> ƒ(aa + (1 — œ)b) < aƒ(a) + (1 — a)ƒ0). 


Để giúp cho việc chứng minh định lý Hahn-Banach được dễ dàng 
ta chú ý sự kiện đơn giản sau đây . 


Cho một khoảng đóng A C ñ, có thể bị chặn hay không, và đặt 
p = inf{f: f€ A}, q#=sup{t: t€A) 


(như vậy —oo < p < +oo, —oo < q < +o9). 

Cho một không gian con Ä⁄ của không gian tuyến tính X và một 
điểm zọ € X \_M. Ta xét tập lồi Œ = {z+vzo: z € M,y € R} (cũng 
là không gian con của X), và giả thiết cả hai tập sau đều không rỗng : 


C† = {z+-vzạ €C: >0}, CY={z+zo€C: <0}. 
Bồ để 1. Với giả thiết như trên, nếu một hàm lồi h trên Œ thỏa 
_ mãn: 
(Vz = (z+zo)€Œ) suptfy +h(z) >0, (1) 
tcA 
thì phải có một số thực t sao cho p < t < q và 
(Vz=z+vz,€(Œ)  tụ+h(z) >0. (2) 
Chứng minh. Với mỗi z = z + zo €ŒUC~” ta đặt 
(2z) = ~yh(2) 
Do (1) ta có 
(Vz€C†?) u(z) < q, (Vze€ŒC”) u(z) >p, 
cho nên 


sup u(z)=œ<q;  inÍ u(z)=>?. (3) 
zeC† zeC~ 
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Mặt khác, với mọi z = z + zạ € C*, zZ = (Z +Vzo) € C” và 


, 


À = -y#„ tacó 2 >0,—=% >0;2— 3È =1,mà Œ là tập lồi và h 
là hàm lồi, cho nên zạ = 3z- 3z 6€C và | _ 


À ` 
h(zạ) < Th(z) — h(#). 


é 


Nhưng zo = (Zo + oZo) với yọ = 0. Vậy theo (1) h(zạ) > 0, và kết 
hợp với bất đẳng thức vừa có ta suy ra, với mọi z € C*, z'€C”: 


_ 1 1 
u(z) = ——h(z) < ——h(z') = u(z'). 
(2) : (z) y (z) =u(z) 
Điều này cho thấy œ < +oo, ổ > —oo và 


œ<8.. (4) 
Kết hợp (3) và (4) ta được 


max {œ,p} < min {ổ, q}. 


đồng thời cả hai vế bên trái và bên phải không thể cùng bằng —oo hoặc 
cùng bằng +-co. Vậy phải có một số thực £ sao cho 


pŠSt<q œ<t<0 


Vì a <t< Ø8 nên với mọi z = z + zọo € C† UC~ ta có 


tụ + h(z) > u(z). + h(z) = Ú. 
và điều này hiển nhiên đúng cả khi z = z + zọ € Œvới=0. 


Một hàm thực ¿(z) trên một không gian tuyến tính X được gọi là 
đưới tuyến tính, nếu 


lL) @(#¡ + 2a) < (2ì) + @(za) với mọi z¡, z¿ € X; 
2) ¿(az) = œự(z) với mọi z € X, và mọi số œ > 0. 


(tính chất 1 thường gọi là "dưới cộng tính”, còn tính chất 2 gọi là 
"tính thuần nhất dương"). 


Hiển nhiên mỗi hàm dưới tuyến tính cũng là hàm lồi. 
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Định lý 1. (Hahn-Banach) Cho một phiếm hàm tuyến tính ƒ xác 
định trong một không gian con M của một không gian tuyến tính thực 
X. Nếu có một hàm dưới tuyến tính xác định trong X, sao cho 


(WreM) ƒ(z)< v() 


thì phải có một phiếm hàm tuyến tính F`(z) xác định trong toàn thể X, 
$ao cho: 
l) F` là khuếch của ƒ, nghĩa là 


(VreM) F() = ƒ(r) 


: 2)(VzeX)  F(z) <v(r). 


Chứng minh. Cho øạ, g; là hai phiếm hàm tuyến tính xác định trên 
hai không gian con Mì, W¿ của X. Ta sẽ ký hiệu ø; < g; nếu: WM¡ C MW¿, 
92(Z) = ø(z) với mọi z € M\, và g;(z) < ¿(z) với mọi z € N;. Vấn 
đề của ta là chứng minh sự tồn tại một phiếm hàm tuyến tính #` xác 
định trên toàn X và sao cho ƒ < Ƒ. 


Gọi Š là tập tất cả các phiếm hàm tuyến tính ø sao cho ƒ < g. Tập 
đó không rồng (vì ƒ € 9) và được sắp một phần bởi liên hệ <. Nếu P 
là một tập con được sắp tuyến tính của Š thì cận trên của nó là phiếm 
hàm có miền xác định bằng hợp của tất cả các miền xác định của các 
phiếm hàm ø € ?P và có giá trị trùng với giá trị của từng phiếm hàm 
g ấy trên miền xác định của ø. Vậy theo tiên đề Zorn, Š phải có một 
phần tử tối đại . Ta hãy chứng minh rằng miền xác định của #° là toàn 
không gian X: khi ấy Ƒ sẽ đạt yêu cầu của ta. 


Giả sử, trái lại, rằng có một phần tử zo € X không thuộc miền xác 
định L của ?'. Ta xét tập lồi Ở = {z +zo : z € L,  € R}, và đặt 
p = —œ, q = +oo. Với mọi z = z + zo € € ta có /(z) > F(+), 
nên 

(Vz = z+zọ € C) sup fự — F'(z) + ¿(z) > 0. 
: p<t<q 
(nếu  = 0 thì ¿(z) > '(z), còn nếu  # 0 thì bất đẳng thức trên cũng 
đúng do p = —oo, q = +oo). Mà h(z) = —F(z) + ¿(z) hiển nhiên là 
hàm lồi, vậy theo Bổ đề 1, phải có một số thực £ nghiệm đúng 


(Vz=z++zo€(C)  tụ— F(z)+v(z) > 0. 
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Đặt F)(z) = FƑ(z) — tụ với mọi z = ø# + 0Zo (y € R) ta sẽ có một 
phiếm hàm tuyến tính #) xác định trên không gian E¡ sinh bởi hợp của 
Ù và zọ, và nghiệm đúng (Vz € ị) Ƒ}(z) < w(z). Như thế F) # FƑ 
và ` < F) trái với tính tối đại của `. Vậy phiếm hàm #ˆ được xác định 
trên toàn X. I8Ì 


Ta nói một phiếm hàm dưới tuyến tính ¿(z) (trong không gian thực 
hay phức) là một sơ chuẩn nếu (œz) = |œ|¿(z) với mọi z và mọi số 
œ (thực hay phức tuỳ theo ta xét không gian thực hay không gian phức). 


Trong không gian tuyến tính phức, định lý Hahn-Banach có biến 
thể như sau. 


Định lý 2. Cho @(Z) là một sơ chuẩn trong không gian tuyến tính 
phúc X, ƒ(+) một phiếm hàm tuyến tính xác định trong một không gian 
con M C X, và thỏa mãn điều kiện 


(WzeeM) |f()|<e(z). 


Khi ấy có một phiếm hàm tuyến tính F(z) xác định trong toàn bộ X 
sao cho 
l) F` là khuếch của ƒ. nghĩa là 


(VreM) F(z) = ƒ(z). 
2)(VzeX) |F(z)| < e(). 


Chứng minh. Để ý rằng nếu trong tập các phần tử của một không 
gian tuyến tính phức ta đưa vào phép nhân vectơ với số thực thì ta được 
một không gian tuyến tính thực. Cho Xg và Mẹạ là các không gian 
tuyến tính thực mà ta thu được từ X, M theo cách đó. Nếu 1(z), 0(z) 
là các phần thực và ảo của ƒ(z), thì ƒ(¿z) = ¿ƒ(z) = iu(z) — %(z), 
nên (+) = —w(¿iz) có nghĩa là ƒ(z) = u(z) — ¿u(iz). Dĩ nhiên t(z) 
là phiếm hàm tuyến tính thực trên Ä⁄ạ và |u(+z)| < |ƒ(z)| < (+) V+ € 
Mạ. Vậy theo định lý trước, (+) có thể khuếch thành một phiếm hàm . 
tuyến tính thực U(z) trên toàn Xạ, sao cho U(z) < (+) (z € Xạ). 
Đặt 

F(z) = U(z) — ¿U(iz), 
ta được một phiếm hàm tuyến tính phức trên X, thỏa mãn các điều kiện 
đòi hỏi. Thật vậy, với z € Mí ta có 


F(z) = u(z) — tu(iz) = ƒ(z). 
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Vả lại, đặt F(z) = re"! ta có |F(z)| = e“F(z) = F(e*®z) và biểu 
thức F(e“z) thực và > 0, cho nên |F(z)| = U(e“z) < y(e“z) = 
|e'“le(z) = @(). ñ 


Hệ quả 1. Một phiếm hàm tuyến tính liên tục ƒ xác định trên mội 


không gian con M của không gian định chuẩn X bao giờ cũng có thể 


khuếch thành một phiếm hàm tuyến tính liên tục F` trên toàn thể X, mà 
có ||f| = l|/|: 


Thật vậy, với mọi z € Mí ta có |ƒ(z) < ||/|.||z||, nhưng rõ ràng 
hàm ¿(z) = ||/ |.||zl| là một sơ chuẩn, cho nên ƒ có thể khuếch thành 
„Ƒ sao cho (Vz € X) |F(z)| < || |.|lz|l. Đo đó ||F'|| < ||/||- Mặt khác, 
vì F(z) = ƒ(z) với mọi z € M nên ||F|| > |\/|l. Vậy |Fl\ = ll/II. n 


Hệ quả 2. Với mỗi phần tử rọ # 0 của một không gian định 
chuẩn X đều có một phiếm hàm tuyến tính liên tục ƒ trên X sao cho 
ƒ(zo) = ||+o|| và l|ƒ|| = 1. 


Thật vậy ƒ(Azo) = À||zo|| là một phiếm hàm tuyến tính liên tục xác 
định trên không gian con tạo nên bởi tất cả các vectơ có dạng Àzo, và 
|L/l| = 1. Do đo áp dụng Hệ quả 1, ta suy ra Hệ quả 2. . I8 


1.3. CÁC TÍNH CHẤT SƠ CẤP CỦA TẬP LỒI. Khái niệm tập lồi 
trong không gian tuyến tính là sự khái quát trực tiếp khái niệm hình lồi 
trong hình học sơ cấp. Nó giữ vai trò quan trọng trong nhiều vấn để 
giải tích hàm. Đặc biệt, lý thuyết các hàm và tập lồi (gọi là giải tích 
lồi) có nhiều ứng dụng trong lý thuyết các bài toán cực trị, quy hoạch 
toán học, lý thuyết trò chơi, lý thuyết điều khiển tối ưu, cũng như trong 
nhiều vấn đề kinh tế, kỹ thuật hiện đại. 


Rất nhiều tập trong không gian tuyến tính là tập lồi. 


Ví dụ: 1) Trong không gian ba chiều, hình tứ diện, hình lập phương, 
hình cầu, đều là tập lồi. 


2) Trong không gian định chuẩn mỗi hình cầu tâm a bán kính r 
là tập lồi, vì nếu || — || < r, l|w — a|| < r và 0 < œ < 1 thì 
llaz + (1L — a)w — al| = l|a( — a) + (1 ~ ø)(w - a)|| < allz — a|| + 
(1 — a)||w — a|| < œ +(1~ a)r =r. 


3) Mỗi không gian con của một không gian tuyến tính là tập lồi. 
Tổng quát hơn, mỗi đa tạp tuyến tính V (tức là mỗi tập V sao cho bất 
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cứ đường thẳng nào đi qua hai điểm của V cũng nằm trọn trong W) là 
tập lồi. 


CHẾ #:Âng Hy Vô SỐ lấy Gái B4 J4 s2 se V tập V—a 
là một không gian con (dễ chứng minh). Do đó mỗi đa tạp tuyến tính 
V đều có dạng V = M + a, trong đó a € V và M là một không gian 
con (gọi là không gian con song song với đa tạp V). 


4) Nếu ƒ(z) là một phiếm hàm tuyến tính trên không gian tuyến 
tính X và ƒ # 0 thì đa tạp tuyến tính {z : ƒ(z) = c} (trong đó e là 


một hằng số tuỳ ý) gọi là một siéw phẳng trong X. Một siêu phẳng 


ƒ(z) = c trong một không gian tuyến tính thực X chia không gian ra 
làm hai tập lồi, xác định tương ứng bởi các bất đẳng thức ƒ(z) < e và 
ƒ(z) > c; mỗi tập đó gọi là một nửa không gian. Khi một tập A nằm 
hẳn trong một trong hai nửa không gian ấy, người ta cũng nói nó nằm 
về một phía của siêu phẳng ƒ(z) = e. 


Sau đây là một số tính chất sơ cấp của các tập lồi. 
l. Giao của một số bất kỳ tập lôi là lồi. 


Thật vậy, nếu các tập D; lồi và D = n„D; thì mọi đoạn thẳng nối 
hai điểm z, € D phải nằm trong mỗi tập Dạ do đó nằm trong 7D. 


Cho trước một tập A bất kỳ trong không gian X, bao giờ cũng có 
ít nhất một tập lồi bao hàm A4, đó là X. Giao của tất cả các tập lồi bao 
hàm 4 đương nhiên là tập lồi nhỏ nhất bao hàm 4: ta gọi nó là bao lồi 
của 4 và ký hiệu conv4 (tiếng Anh convex hull nghĩa là lồi). 


Một tổ hợp lồi của k phần tử bất kỳ ,¿,...,„ của X là một 
phần tử z có dạng 


Z# = G17) + 0217 +... + œrk7k 


trong đó œ;, ...,, œ„ là những số thực không âm nghiệm đúng ` 0i = 
`, 


I. Bao Ìổi của một tập A bằng tập tất cả các tổ hợp lồi của các 
phần tử của A. 


Thật vậy đĩ nhiên một tổ hợp lồi của 1 hoặc 2 phần tử của A bao 
giờ cũng thuộc convA. Giả sử ta đã chứng minh được rằng mọi tổ 
hợp lồi của k > 2 phần tử của A đều thuộc convA4, và cho z là một 
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tổ hợp lồi của k + 1 phần tử của A : z = œ¡#¡ +... + Œk+12k+1› 
với 7; € A, œ¡ > 0, œ +... +oeg¿iy = 1. Ta có thể viết z = 
(I—Ak+i)U+đk+i#k+), VỚI  = (ra— )#i+:.-+(r-S—)zx. Nhưng 
rõ ràng + là một tổ hợp lồi của các zạ,..., z„, nên theo giả thiết qui 
-_ nạp  € convA. Mà z là tổ hợp lồi của Ụ VỀ Z¿¿), VẬY 2 € ConvA.. 
Như thế, nếu gọi Ð là tập tất cả các tổ hợp lồi của những phần tử 
của 4 thì D C convA. Mặt khác, chỉnh D cũng là tập lồi, vì rằng 
nếu z = ơi7¡ +... + a7 € D,  = tị +... + ỔmVWm € D và 
0<À< thì À# +(1-À)y = 3 l(À@)#: Ty ¡(1 — À)8/, 
với Ào¡ > 0, (1 — À)Ø; > 0 và 5 ,(Aa,) + }„(1— À)ổ; = 1, cho nên 
Àz + (1 = À)y € D. Mà D bao hàm A, cho nên, theo định nghĩa bao 
lồi D 2 convA. Vậy D = convA. 


-_ HL Nếu D, E là tập lôi, a là một điểm, À là một số thực thì các tập 
sau đây cũng lồi: 


D+a=({z+a:zeD},D—a={z-a:z€ D}, 
ÀAD={ÀAr:z€D),D+E=({r+w:+eD, cE), 
D—-E={z-y:z€D,weE) 


(chứng minh dễ dàng). 


Một điểm ø của một tập D trong không ø gian X gọi là điểm bọc nếu 
với mỗi vectơ £ € X đều có một số £ > 0 sao cho toàn đoạn thẳng nối 
a — £t với a + et chứa trong D. Khi X là không gian định chuẩn, rõ 
ràng mọi điểm trong của một tập đều là điểm bọc của nó, nhưng ngược 
lại không đúng. Tuy nhiên: 


IV. Nếu một tập lôi D có điểm trong thì mọi .. bọc của D cũng 
là điểm trong. 


Điều này là hệ quả của tính chất sau: 


Nếu một tập lôi D có một điểm trong a và nếu b € D thì mọi điểm 
c= œa + (1 ~ œ)b với 0 < œ < 1 cũng là điểm trong của D (chú ý: 
0 < a). 


Thật vậy, cho Š là một e-lân cận của a nằm trong D. Khi ấy Š” = 
œ8 + (1 — a)b sẽ là (œe)-lân cận của c nằm trong D, vì rằng S'— c=_ 
a(S—a) (chứng tỏ ,5” là hình câu tâm c, bán kính œ£) và œS-+(1—œ)b C ` 
D do D lồi. 
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Môi tập lồi D C X có một đa tạp tuyển tính nhỏ nhất chứa nó, ký 
hiệu affJ, đó là giao của tất cả các đa tạp tuyến tính chứa D. 


Nếu X là không gian định chuẩn thì mỗi tập trong X là một không 
gian metric, với metric xác định bởi chuẩn. Một điểm a € D gọi là 
một điểm trong tương đối của D nếu a là điểm trong của D xét trong 
không gian metric aff. Tập hợp các điểm trong tương đối của D2 được 
ký hiệu ri D (tiếng Anh relative interior nghĩa là phần trong tương đối). 


V. Một tập lôi D trong không gian R* bao giờ cũng có ít nhất một 
điểm trong tương đối (nói cách khác riD # 0). 


Thật vậy, bằng một phép tịnh tiến, có thể cho rằng 0 € 2D. Cho 
©¡,...,€; là một số phần tử của D, sao cho chúng độc lập tuyến tính, 
nhưng khi thêm bất kỳ z € D nào vào thì hệ z, eạ,..., e, cũng sẽ phụ 
thuộc tuyến tính (vì số phần tử độc lập tuyến tính trong R^ không thể 
vượt quá &, nên e;,...,é„ bao giờ cũng tồn tại). Không gian con M 
sinh bởi ey,..., e„ chứa JD vì rằng theo cách chọn các điểm này thì mọi 
z € D đều là tổ hợp tuyến tính của các e,...,e„. Vậy M chính là 
affD. Mỗi điểm z € M có thể biểu diễn một cách duy nhất đưới dạng 
z= 3; ¡6e¡. Dễ thấy rằng mọi điểm a = Ÿ2°_.a;e¡ có $2" œ; < 1, 
đều là điểm trong của D trong không gian M. Thật vây, ta hấy chọn £ > 
A224. xe Hà Tí 
ấy, nếu z = $3;_,€¿e¡ có chuẩn ||z|| < e thì |£;| < Tấi (C=1-...®), 
cho nên, đặt Øổ; = ø¡ +; (¡ = 1,...,h) và đe =1-— ".: ta sẽ CÓ 
Ø; > 0 (¡— 0,1,...,h), 322.8; = x văn +x< + 32 ¿8;e; là 
tổ hợp lồi của h + 1 phần tử của D : 0, ey,...,eạ, thì phải thuộc D. 
Thành thử mọi z € X trong e-lân cận của a đều thuộc D, chứng tỏ a 
là điểm trong tương đối của 7D. 

Chú ý rằng mệnh đề vừa rồi không thể mở rộng cho không gian vô 
hạn chiều. 


1.4. ĐỊNH LÝ TÁCH TẬP LỒI 


Cho X là một không gian tuyến tính thực, ta nói một phiếm hàm 
tuyến tính ƒ(z) tách hai tập D, E nếu: 


sup /(2) < inf ƒ(z) (5) 
xzcD z€ 
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nghĩa là có một số œ để cho 
(Vre D) ƒ(z)<œ và (Vze E)a< ƒ(). (6) 


Nhắc lại rằng tập {z : ƒ(z) = œ} (với giả thiết ƒ # 0) là một siêu 
phẳng. Nếu có (6) thì ta cũng nói: siêu phẳng ƒ(z) = œ tách hai tập D 
và Ƒ. 

Cho € là một tập lồi có điểm bọc tại gốc 0 trong một không gian 
tuyến tính X. Tạ gọi phiếm hàm Minkowski (hay hàm cỡ) của Œ là hàm 
SỐ pc : X —› l xác định bởi 


po(z) = inf{À.> 0: z € ÀC}. 


Chú ý rằng vì 0 là điểm bọc của Œ nên 0 < pe(+) < +œo trên toàn X. 


Bồ để 2. Phiếm hàm Minkowski pe(+) của một tập lồi Œ có điểm 
bọc tại gốc là dưới tuyến tính và thoả mãn 


{z: pe(z) < 1} CC {z: po(z) < 1). (7) 


Chứng minh. Với mọi œ > 0 ta có pc(œz) = inf{À > 0: œz € 
ÀC} = ainf{u > 0: z € HC} = œpc(z). Mặt khác nếu z € 
ÀC, ụ € „€ (À, u >0), nghĩa là nếu z = ÀZ',  = / với 2", € CŒ, 
thì 


"‹ú + TW TC }e (À+„)€. 

Vậy pc(z + ) < XensdteEE J¡ > 0 thoả mãn z € ÀC,  € uŒ, 
và do đó pe(z + ) < pe(z) + pe(w). Cuối cùng, (7) chỉ là hệ quả trực 
tiếp của định nghĩa. : " 


Từ bổ đề trên và Định lý Hahn-Banach có thể suy ra Định lý tách 
sau đây cho tập lồi. 


Định lý 3. (Mazur-Eidelheit) Trong một không gian tuyến tính thực 
X, cho hai tập lôi D, E không có điểm chung. Nếu có một trong hai 
giả thiết sau: 

1) X là không gian hữu hạn chiêu, 

2) D (hoặc E) có điểm bọc, 
thì khi ấy có một phiếm hàm tuyến tính tách D với E. 


z+w=(A+)lr= 


, 
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Chứng zhinh. Do ?, £ lồi và không có điểm chung nên Œ = D— E 
là tập lồi không chứa 0. Nếu X là không gian hữu hạn chiều, chẳng 
hạn X = jR* thì, theo tính chất V ở mục trước, Œ có một điểm trong 
tương đối c. Khi ấy nếu affŒ = X (đa tạp tuyến tính nhỏ nhất chứa Œ 
là chính X) thì e cũng là điểm bọc của Œ. Còn nếu affŒ # X thì đa 
tạp ấy nằm trong một siêu phẳng ƒ(z) = œ nào đó (ƒ # 0), và đương 
nhiên có thể giả thiết œ > 0 (vì nếu trái lại thì chỉ việc thay ƒ bằng 
— ƒ), cho nên ƒ sẽ là phiếm hàm tách Œ với gốc 0. 


Trong trường hợp có giả thiết 2) nếu a là một điểm bọc của 7, và 
b là một điểm tuỳ ý của # thì dễ thấy rằng e =.a — b là điểm bọc của 
D~bC D~ E, cho nên e cũng là điểm bọc của C = D - E.' 


Vậy để chứng minh định lý ta có thể giả thiết tập Œ có một điểm 
bọc c. Khi ấy tập lồi Œ“ = Œ — c nhận 0 là điểm bọc, và vì 0 £ Œ 
nên —c ý CŒ', do đó đối với hàm (z) = pc⁄(z) (dưới tuyến tính, 
theo Bổ để 2) ta có ¿(—c) > 1. Cho A4 = {Àc : À € R} là không 
gian con sinh bởi c, và xét phiếm hàm tuyến tính !(z) trên À xác 
định bởi !(z) = —Àựw(—e) với mọi z = Àc. Vì l(e) = —=@(—=c) < —1 
và l(—c) = (—c) nên dễ thấy rằng Ì(z) < v(z) với mọi z € M. 
Vậy theo Định lý Hahn-Banach ¿(z) có thể khuếch thành một phiếm 
hàm tuyến tính ƒ(z) trên toàn X sao cho ƒ(z) < /(z) Yz € X. Nếu 
z€D,u€ Ethìz—y—c €C' nên ¿(z —  — c) < 1 (tính chất 
phiếm hàm Minkowski), do đó ƒ(z —  — e) < 1, tức là ƒ(z) — ƒ(w) < 
ƒ(c)+ 1 = l(c)+1< —1+1 =0. Vậy 


(Vz€ D)(Vụ € E)_ ƒ(z) <ƒ(w). = 


Chú ý. Trong Định lý trên không nói gì vẻ tính liên tục của phiếm 
hàm tuyến tính tách hai tập. Nếu X là không gian định chuẩn thì có 
thể khẳng định mạnh hơn: 


__ Nếu hai tập lôi D, E trong một không gian định chuẩn thực mà 
khồng có điểm chưng và D (hoặc E) có điểm trong thì có một phiếm 


` TY TEEN TTECT KIGng TYỢ. ả + * * * * ` 
—— "Nếu eẹ,..., ey (h < k) là một cơ sở của không gian con song song với affC 


thì bao giờ cũng có thể bổ sung thêm e, „...,e¿ cho thành một cơ sở của °. 
Khi ấy có thể lấy #x) = (e, x) (tích vô hướng của e, với x). 

Chú ý rằng nếu X vô hạn chiều thì € có thể không có điểm bọc, mà vẫn có 
affC = X, cho nên lập luận vừa rồi không áp dụng được. Chính vì thế mà trong 


không gian vô hạn chiều phải giả thiết Ð (hoặc £) có điểm bọc. 


* 
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hàm tuyến tính liên tục tách chúng (tức là có một siêu Min đóng tách 
chúng). 


Điều này là hệ quả của sự kiện tổng quát sau: 


Bồ đề 3. Nếu một phiếm hàm tuyến tính ƒ (trên không gian định 
chuẩn thực) nghiệm đúng, với một số thực œ nào đó, ƒ(+) > œ với mọi 
+ thuộc một tập lồi D có điểm trong, thì ƒ phải liên tục. 


Thật vậy nếu a là một điểm trong của D, thì có một hình cầu đóng 
|| — a|| < ô nằm trọn trong D. Như vậy ƒ(z) bị chặn bởi số œ tung 
lân cận nói trên của a, cho nên nó là liên tục. n 


1.5. HAI BIẾN THỂ HÁC CỦA ĐỊNH LÝ HAHN-BANACH. Trong 
toán học ít có những định lý được dùng dưới nhiều biến thể khác nhau 
như định lý Hahn-Banach. Ngoài Định lý tách Eldelheit-Mazur ở trên 
mà người ta biết nó hoàn toàn tương đương với Định lý Hahn-Banach, 

sau đây là là hai biến thể quan trọng khác của Định lý này. 


Định lý 4. (dạng hình học của định lý Hahn-Banach). Nếu một đa 
tạp tuyến tính V trong một không gian định chuẩn thực X, mà không 
cắt một tập lôi mở D thì có một siêu phẳng đóng chứa V và không cắt 
D. 


Chứng minh. W/ là đa tạp tuyến tính thì cố nhiên là tập lồi, nên theo 
Định lý I phải có một phiếm hàm tuyến tính ƒ # 0 (liên tục như vừa 
thấy trên) tách D với V: 


sup ƒ(z) < in ƒ(z). 


Giả sử V = M + a, với Mí là không gian con. Dĩ nhiên ø € V (vì 
0€ M). Với mọi z € V ta phải có ƒ(+z — a) = 0 vì nếu có một z € V 
nào đó với ƒ(z — a) # 0 thì lấy À có trị tuyệt đối đủ lớn và có dấu 
thích hợp ta sẽ có một mặt, ƒ(œ + À(z — a)) = ƒ(a) +À ƒ(z - a) < œ, 
nhưng mặt khác, vì a € V,z € WV nên a + À(z — a) € V : mâu thuẫn. 
Vậy V nằm trọn trong siêu phẳng đóng ƒ(z) = œ, với œ = ƒ(a), và 
suPxep ƒ(z) < a. 


Mặt khác nếu có một z € D với ƒ(z) = œ thì do ƒ # 0 nên tồn tại 
t với ƒ(t) # 0 và với À bất kỳ miễn là có dấu thích hợp, ta sẽ có, một 
mặt, ƒ(z + Àf) > œ, nhưng mặt khác, do D mở nên zọ + Àt € D với 
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|À| đủ nhỏ: mâu thuẫn. Vậy D không có điểm chung với siêu phẳng 
Ƒ(w) = œ. Öñ 


Định lý tiếp theo nói về việc khuếch phiếm hàm không âm. Trước 
khi phát biểu định lý đó ta chú ý sự kiện sau đây, tuy đơn giản, nhưng 
nhiều khi có ích. 


Bổ đề 4. Một phiếm hàm tuyến tính ƒ(z) (trên không gian tuyến 
tính thực) triệt tiêu tại một điểm bọc a của một tập D và có dấu không 
đổi (chẳng hạn luôn luôn > 0) trên tập đó thì phải = 0. 


Thật vậy, với z bất kỳ và e > 0 đủ nhỏ, ta có a+£(z — a) € D nên 
ƒ(a+e(+—a)) > 0 hay 0 < ƒ(a)+eƒ(+—a) = (1+£)ƒ(a)+eƒ(z) = 
+£ ƒ(z), từ đó ƒ(z) = ñ 


Định lý 5, (Krein) Trong một không gian định chuẩn thực X cho 
một tập lôi mở D và một không gian con M có ít nhất một điển chung 
với D. Nếu ƒ là một phiếm hàm tuyến tính trên M và ƒ(+) 3 0 trên 
DnM thì ƒ có thể khuếch được thành một phiến hàm tuyến tính liên 
tục F` trên toàn không gian X, sao cho F(+z) 3 0 trên toàn tập D. 


Chứng minh. Theo bổ đề trên, nếu ƒ(+) = 0 tại một điểm z € DnM 
thì ƒ(z) = 0 trên M và ta có thể lấy (+) = 0. Vậy có thể giả thiết rằng 
ƒ(z) > 0 trên DnM, do đó không gian con # = {z € Xí :. ƒ(z) = 0} 
không có điểm chung với D. Vậy theo Định lý 4, E nằm trọn trong một 
siêu phẳng đóng P không cắt D. Siêu phẳng này đi qua gốc 0 (vì 0 € E) 
nên có dạng P = {z: ø(z) = 0} với ø(z) là một phiếm hàm tuyến tính 
liên tục xác định trên toàn X. Cho ø € DnM. Vì a ø P nên g(a ) #0. 
Vả lại ƒ(a) > 0. Ta hãy xác định Ƒ bởi F(z) = HDHÁI z). Khi ấy F 
là khuếch của ƒ. Thật vậy với mọi z € Mí ta có ƒ ( — ta a) =0 
cho nên z — Tana €eECP, dođó g(z ~ ID) = 0, nghĩa là 

g(z) = t1 /(z '), Và ta Suy ra 


° ẲẰ@ .\_ f(a) g(a) 
F(z) = gía) /(a)2 Œ)= ƒ(z). 


Vì ø(z) liên tục nên hiển nhiên F(z) cũng liên tục. Vậy chỉ còn phải 
chứng minh Ƒ(z) > 0 trên toàn D. Giả sử ngược lại F'{zạ) < 0 với 
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một zo € D. Vì D lồi, nên 


` TnESirnidsis ~ F(z)a) e D 


(nhớ rằng F(a) = ƒ(a) > 0, và để ý rằng Fan Em † Fanda = l)- 
Nhưng rõ ràng F(w) = 0, tức là g(y) = #⁄2F(w) = 0. Do đó y € P, 
vô lý vì P không cắt Ð. ñ 


Trong các ứng dụng, tập D thường là một nón lồi, nghĩa là một tập 
sao cho : 


?„zz€D.> rị+zrạ€D, 
+€D,a>0 + œ:+CD. 
Khi ấy định lý Krein cho biết trong những điều kiện nào một phiếm 
hàm tuyến tính không âm trên một nón con của ÐD (nón Dñ\ M) có thể 


khuếch được thành một phiếm hàm tuyến tính liên tục trên toàn X và 
không âm trên nón 7. 


1.6. BẤT ĐẲNG THỨC KHÔNG TƯƠNG THÍCH. Một trong những 
ứng dụng quan trọng của Định lý Hahn-Banach là vào vấn đẻ bất đẳng 
thức và từ đó vào lý thuyết biến phân và các bài toán cức trị. 


Định lý 6. Cho những hàm lôi ƒ; (¡ = 0,1,..., k) trên một tập lôi 
D trong một không gian tuyến tính thực X. Nếu hệ 


f(z)<0 (=0,1,...,k) (8) 


không có nghiệm trong D thì phải có những số thực uạ > 0 (¡ = 
0.1,...,k), trong đó có ít nhất một số dương, sao cho 


k 
(WzeeD) 3 `wƒ(z) >0. (9) 
=0 - 
Nếu giả thiết thêm có ít nhất một điểm +ạ € D nghiệm đúng 
fi(œo) < 0 (¡=1,...,Ek), (10) 


thì uạ > 0 (do đó có thể lấy tạ = \). 


NhGÀÀ2cG£1K:L- 
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Chứng minh. Xét tập Œ C R*†! gồm tất cả các điểm 1 = (to, . .. ; +) 
sao cho với mỗi điểm ấy có một z € D nghiệm đúng 


ƒ,(z) <w‹ (i= 0,1,...,E). 
Vì các ƒ, là hàm lồi và D là tập lồi nên có thể thấy ngay C là tập lồi. 
Vì hệ (8) không có nghiệm trong ? nên 0 £ ŒC. Vậy theo định lý tách 


tập lồi (Định lý 3), có một phiếm hàm tuyến tính trên R*†' tách Œ với 
0, tức là có một vectơ /¿ = (o, tì, ..., 1x) #£ 0 sao cho 


k 
(Vụ = (Wo,....e) €C) 3 ` mi >0. (1) 
¡=0 
Nếu z € D thì với mọi e > 0 ta có ƒ,(#) < f(#) + £ (¿ = 0,1,..., k) 
cho nên ( fo(z) + £,..., ƒ¿(z) + £) € € và do đó 


R : 
Š^#((2) +) 3 0. 
i=0 
Vì e > 0 có thể chỏn nhỏ tuỳ ý nên ta có (9). Nếu có một ; < 0 
thì cố định z € D, và cố định mọi ¡ > /:(z),¿ # 7 đồng thời .. 
ụ; => +oo, ta sẽ được ))o/¿W¡ => —o©, trái với (1l). Vậy w; > 
00 =0,1,...,#). 
— Sau lông nếu có zo € D nghiệm đúng (10) mà / = =0 thì từ (9) ta 
có 


No >0, 

i=l . 
trong khi ấy từ (10) và việc ; > 0 với ít nhất một ¿ = 1,..., & (vì 
vectơ / # 0Ì) ta lại có 


k 
3 `mf( (zo) < 0. 


¡=l 


"xã thuẫn ấy chứng tỏ /o > 0 và bằng cách chia tất cả các /¡ ứ = 
...;&) cho uy > 0 ta có thể cho rằng gọ = 1. ,n 


r= lý vừa rồi là hệ quả tương đối đơn giản của định lý tách. Những 
mệnh đề sau đây sâu sắc hơn. 
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Ta nói một phiếm hàm ƒ trên một không gian tuyến tính là aØïin 
nếu ƒ(z) — ƒ(0) là tuyến tính. 


Định lý 7. (Farkas-Minkowski) Cho ƒ,(z),¿ € h C {1,..., k} là 
những hàm affin trên một không gian tuyến tính thực X, và fs(z). f:(+), 
¿ € lạ = {1,...,k}\ h, là những hàm lôi hữu hạn trên một tập lôi 
DC X. Nếu có một điểm bọc +ọ của D nghiệm đúng 


f(e) < 0 (¿€ h), ⁄f.(ze) < 0 ( € 1a), (12) 
nhưng hệ 


z+€D, /(z) <0(¿=1,...,k), fo(z) <0 (18) 
x ở xghiÊn thì phải có những số thực „ > 0 (‡ = 1,. -›È) sao cho 


(Vz€ÐD) - fo(z)+ Š Ji) >0. (4) 
i=] 

Chứng minh. Có thể coi như ƒ,(zạ) = 0 với mọi ¡ € ï¡ vì nếu không 
thế thì có thể thay ï¡ bằng {?: ƒ¿(zo) = 0}. Ta chứng minh bằng quy 
nạp theo k. Trước hết ta nhận xét định lý đúng khi k = 1. Thật vậy, 
khi ấy nếu ï¡ = 0 thì đây chẳng qua là Định lý 6, cho nên-chỉ cần xét 
trường hợp ï = {1}, nghĩa là ƒ¡(z) affin. Do ƒ¡(zo) = 0 tại điểm 
bọc zọ của D nên nếu ƒ¡(z) > 0 Vz € D thì f¡(z) = 0 Yz € D và 
(14) nghiệm đúng với  = 0. Mặt khác nếu có z € D nghiệm đúng 
ƒ((z) < 0 thì, vì hệ z € D, ƒf¡(z) < 0, fo(z) < 0 vô nghiệm nên đây 
lại cũng là hệ quả Định lý 6. Vậy trong mọi trường hợp định lý đúng 
khi k = 1. Bây giờ giả sử định lý đúng cho k = rn > 1 ta hãy xét 
trường hợp k = mm + 1. Từ giả thiết suy ra ngay hệ 


+€D, f:(z) < 0 (¡ = 1,...,rmn), max{ fm+i(z).fo(z)}<0 (15) 


vô nghiệm. Mà hàm raax{ f„+:(), j&)) lỏi cho nên theo giả thiết 
quy nạp phải có những f¡ > 0,¿ = 1,...,r để cho 


(Vz€ D), max(fn+i(2), fi(z)} + Š`1/,(z) > >0. (16) 


¡=l 


Từ đây có thể suy ra hệ 


z€D, Ÿ`/(œ) <0; /ma(3) 0,2) <0 ` G7) 


i=l 
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vô nghiệm. Thật vậy, từ (16) suy ra không thể có nghiệm nào của (17) 
thoả mãn ƒ„„¡(z) < 0. Và lại, nếu có một nghiệm của (17) thoả mãn 
fa+i(z) = 0 thì, đặt z? = œzọ + (1 — œ)z với 0 < œ < 1 ta sẽ có 
z€ D,)7itif() < 0, fm+i(2) < 0 và fe(z') € œƒfo(o) + (1 — 
œ)fs(z) < 0 với œ > 0 đủ nhỏ. Điều này mâu thuẫn với sự vô nghiệm 
của (16). Do đó hệ (17) vô nghiệm. Lại theo giả thiết quy nạp, ta có 
6 > 0 và /ư„„¡ > 0 để cho 


" 
(Vz€ D). fo(z) +93 21.f(2) + Bmáa Ím+i(#) 30. (18) 
i=] 

Vậy định lý cũng đúng cho k = rn+1 (với u¡ = Ø1; > 0, ¡ = 1,...,n), 
và do đó cho mọi È. I8) 
Hệ quả. Cho một ánh xạ tuyến tính A từ không gian tuyến tính thực 
X lên không gian tuyến tính thực Y và những phiếm hàm tuyến tính 
ƒ; (¡ = 0,1,...,k) trên X. Nếu ƒe(+z) > 0 với mọi + nghiệm đúng 
Az =0, fi(z) > 0 (¡ = 1,...,k) thì phải có một phiếm hàm tuyến 

tính À trên Y' và những số thực  > 0 (¡ = 1,..., k) sao cho 


k 
fa=Ào9A+Ð mi, (19) 


¡=1 


Chứng minh. Gọi Z là không gian các nghiệm của phương trình Az = 0 
(nghĩa là Z = Ker4) và áp dụng định lý trước với X = D = Z (và 
Zọ = 0) ta có những số thực ; > 0 (¿ = 1,..., &) sao cho 


k : 
(Wz€Z) f(z)— 3 )mƒ: >0.- 


Nhưng vì Z là một không gian con nên bất đẳng thức này cũng phải 
đúng khi thay z bằng —z; do đó 


k 
@(z) := fa(z) — 3 Lf(2) =0 


với mọi z nghiệm đúng Áz = 0. Ta hãy xác định một phiếm hàm À trên 
Y như sau: với mỗi + € Y lấy phần tử z nghiệm đúng Áz = + (phần 
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tử này tồn tại, vì 4 là toàn ánh theo giả thiết), và đặt À() = ¿(z). 
Nếu 4z, = 4z¿ = y thì Á(7z¡ — z¿) = 0 nên ¿@(z¡ — z¿) = Ú, tức 
¿(zì) = (z¿), chứng tỏ rằng À(+) được xác định đơn trị. Rõ ràng ¿ 
là tuyến tính và ¿@(z) = À(4(z)) với mọi z, nghĩa là @ = À o A, từ đó 
suy ra (19). ñ 

Định lý 8. Cho một tập lồi D trong một không gian tuyến tính thực 
X, một toán tử tuyến tính A từ X lên một không gian tuyến tính thực 
V, một điểm bọc b của tập A(D) và các hàm lồi ƒ,(z) (¿ = 1,..., k) 
trên tập D. Nếu hệ 


z+€D, Ar=b, f(+) <0 ((i=l1,...,k) (20) 


vô nghiệm thì phải có một phiếm hàm tuyến tính À trên Y và những số 
thực u¿ > 0 (¿ = 1,..., k) sao cho một trong các tị là > 0Ö và 


k ý lš 

(Vze€D) A(Az—b) +  `w;f(z) > 0. (21) 
¡=l 

Chứng minh. Cho 7ï C {1,..., k} là tập lớn nhất sao cho hệ ƒ;(z) < 

0 (¿ € 7) có nghiệm trong E =.{z € D: Az = b}. Khi ấy, với 7 ø 1, 

hệ: ƒ;(z) < 0 (¿ € ï), ƒ;(z) < 0, sẽ không có nghiệm trong £. Mà 

E là tập lồi, cho nên theo Định lý 6 phải có những số ¿¡ > 0 (¿ € 7) 

nghiệm đúng 


(VzeE) fz) + 3 m¡f(z) > 0. 
ieI 


Đặt uy = 1, „ị = 0 (¿ ế 1, ở ng 


(Vz € E) >>. #(z) > 0. (22) 


¡=1 


Cho ự(z) = s.ấ "ịƒ,(z). Dĩ nhiên ¿(z) là hàm lồi trên DĐ. Gọi Œ là 
tập tất cả các điểm (,z) € Y x IR sao cho với mỗi điểm c có một 
z€ Đ nghiệm đúng 


Az—b=, c(z) < z 


Vì ¿ lôi nên dễ kiểm tra lại rằng C là tập lồi trong Ý x R. Do (22) nên 
không thể có z € D nghiệm đúng Áz — b = 0, ¿(z) < 0; nói cách 
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khác, (0,0) £ Œ. Để áp dụng được định lý tách cho Œ, ta hãy chứng 
minh rằng Œ có một điểm bọc. 


Vìb€ A(D) nên có # € D nghiệm đúng 4# — b = 0. Cho Z là 
một số thực > ¿(#). Như thế (0, #) € Œ, và đây chính là một điểm bọc 
của Œ. Thật vậy, cho (, z) € Y x IR tuỳ ý. Vì b là điểm bọc của 4(D) 
nên phải có Ø > 0 để b — ụ € A(D) tức là có z € D nghiệm đúng 
Az — b= —8ụ. Đặt +! = œz + (1 — œ)z (0 < a < 1) ta có z' € D và 
Az' = b= —aÐy, đồng thời khi œ { 0 thì 


¿(z') < a¿(z) + (1 — œ)#(#) = @(#) < š, 


cho nên với œ > 0 đủ nhỏ ta có ¿(#) < Z— œ6z. Thành thử có z' € D 
nghiệm đúng 
A7Z'—b=—eụ, (2) < š— £z 

(với e£ = œØ > 0), chứng tỏ (—ey, Z — ez) € Œ. Vậy với mỗi (u, z) € 
Y x R tổn tại e > 0 để (0, š) — z(w,z) € Œ, Do đó (0, Z) là điểm bọc 
của C. .. 

Theo Định lý tách (Định lý 3) phải có một phiếm hàm tuyến tính 
A # 0 trên Y x R sao cho A(g,z) > 0 với mọi (y, z) € Œ. Nhưng theo 
Định lý 9 Chương 5 (hoặc ví dụ 4, tiết 4, Chương 5). Á phải có dạng 
A(w.z) = A(0) + uz, trong đó À là một phiếm hàm tuyến tính trên TY 
còn /¿ là một số thực. Vậy t L.v 


(YW,z)€C) A@)+uz>0 0) 
tức là với mọi z € D và mọi z> ¿(z): | 
A(Az — b) + uz > 0. (24) 
Cố định z € D và cho z } ¿(z) ta suy ra 
(VzeD) À(Az - b) + u¿(z) 3 0. (25) 


Ở đây nếu / < 0 thì cố định một z € D và cho z —> +œo ta sẽ đi đến 
mâu thuẫn với (24). Hơn nữa nếu / = 0 thì cho  = 0, z = Z ta cố 
theo (23) A(0, z) = 0, mà (0, z) là điểm bọc của Œ nên theo Bồ đẻ 4 ta 
sẽ có A = 0: mâu thuẫn. Vậy / > 0 và bằng cách chia cả À và ¿ cho 
„ nếu cần, có thể coi như / = 1. Khi ấy (25) chính là (21). 1 
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2. ĐỊNH LÝ ÁNH XẠ MỞ 
VÀ NGUYÊN LÝ CHẶN ĐỀU 


Bên cạnh định lý Hahn-Banach, hai nguyên lý quan trọng khác của giải 
tích hàm là định lý ánh xạ mở của Banach và nguyên lý chặn đều của 
Banach và Steinhaus. Trong tiết này sẽ trình bày về hai định lý đó cùng 
các hệ quả của chúng. 


2.1. ĐỊNH LÝ PHẠM TRÙ. Trước hết cần chứng minh một mệnh đề 
làm công cụ cơ bản cho nhiều vấn để liên quan đến tính đủ của không 
gian. 

'`Định lý 8. (Baire-Hausdorf) Cho một không gian metric đủ X. 
Nếu X = U..X„ thì tồn tại một hình câu đóng trong S và một nạ Sao 
cho tập Xa, trà mật trong S (nghĩa là bao đóng Ä»„ Đ 8). 


Chứng minh. Giả sử trái lại không có hình cầu đóng Š và chỉ số 
nọ như thế. Ta hãy lấy một hình cầu đóng So bán kính bằng 1. Vì X; 
không trù mật trong So nên có một hình cầu đóng Š; C ®Sạ, với bán 
kính < 1/2, sao cho S¡ 1X; = Ú. Vì X; cũng không trù mật trong 
8 nên có một hình cầu đóng 5¿ C 6; với bán kính < 1/4, sao cho 
9n X; = Ú, v.v... Tiếp tục như thế ta được một dãy hình cầu đóng thất 
dân 5o, ổ¡, S;,..., cho nên theo Định lý 6, Chương 2, dãy hình cầu đó 
có một điểm chung duy nhất z. Ta có (Vn) z ế X„ nhưng z € X, trái 
với đẳng thức X = J£® Xa. n 


Một tập con của một không gian metric X được gọi là không 
đâu trà mật trong X nếu mỗi hình cầu S C X đều chứa một hình cầu 
Š' trong đó không có điểm nào của M cả. Với khái niệm ấy, mệnh đề 
trên có thể phát biểu: 


Một không gian metric đủ không thể là hợp của một số đếm được 
tập không đâu trà mật. 


Một tập mà bằng hợp của một số đếm được tập không đâu trù mật 
trong một không gian metric cũng được gọi là "tập phạm trà 1” trong 
không gian đó. Một tập không phải phàm trù 1, gọi là "tập phạm trù 
2". Thành thử:' 


Một không gian metric đủ là một tập phạm trù 2 (trong chính nó). 
Vì lý do này định lý trên thường được gọi là định lý phạm trù. - _ 


" H 
-_ Ẳ 
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2.2. ĐỊNH LÝ ÁNH XẠ MỞ. 


Một ánh xạ ƒ : X -› Y (X,Y : không gian metric) gọi là mở tại 
một điểm a € X nếu nó biến mỗi lân cận của a thành một lân cận của 
ƒ(a). Ảnh xạ đó gọi là mở nếu nó mở tại mọi điểm: điểu này xảy ra 
khi và chỉ khi ƒ biến mọi tập mở trong X thành tập mở trong Y. 


Để ý rằng một ánh xạ liên tục không nhất thiết là mở. Tuy nhiên ta 
có sự kiện quan trọng: 


Định lý 9. (Định lý Banach về ánh xạ mở) Nếu A là một toán tử 
tuyến tính liên tục từ một không gian Banach X lên một không gian 
Banach Y thì nó biến mỗi tập mở trong X thành một tập mở trong Y. 


Để ý rằng ở đây giả thiết A là một ánh xạ từ X lên Y', nghĩa là miền 
trị của A4 là toàn bộ Y/. 


Chứng minh. Chỉ cần vạch rõ rằng mỗi hình cầu mở U trong X, 
có tâm ở zạ, được toán tử 4 biến thành một tập 4(U) có chứa một 
hình cầu mở tâm ở Azo (khi ấy nếu G C X là tập mở thì ảnh của nó 
A(G) C Y cũng mở vì rằng mọi yọ € A(G) có dạng ọ = Ázo, với 
zọ € G, và gọi U là hình cầu (tâm ở zạ) nằm trọn trong G, ta sẽ tìm 
được một hình cầu V (tâm ở Azọ) với V C A(U) C A(G)). Vả lại có 
thể giả thiết rằng zo = 0, vì nếu zo.# 0 thì ta có thể thay Ư bởi hình 
cầu Ứ' = U — zọ; hình cầu này có tâm ở gốc 0, và nếu ta chứng minh 
được rằng A(U') có chứa một hình cầu mở W (tâm ở gốc 0 trong Y') 
thì A(U) = A(U') + Azo sẽ chứa hình cầu mở V + Azo (tâm ở Azo). 


- (Nhớ rằng nếu M là một tập, z là một vectơ thì ký hiệu M + z là 
tập các vectơ z có dạng #“ + z, với z“ € M). 


Ta chia chứng minh làm hai bước: 


_ 1) Trước hết hãy chứng minh rằng: mỗi hình cầu  C X, tâm ở 
0 trong X được toán tử A biến thành một tập 4(U) có bao đóng chứa 
trọn một hình cầu bó C Y, tam ở0 trong `. 


Cho W là một hình cầu đóng tâm ở 0 và có bán kính bé hơn 1/2 
bán kính của . Ký hiệu ø+W/ là hình cầu z =nz', z'.€ W} ta có 
X =U®¡(nW), Y = U£¡A(nW) = UnA(W). Vậy theo Định 
lý phạm trù có một hình cầu đóng Š và mỘt nọ sat nạ sao cho bao đóng của 
noA(W) chứa trọn ,Š : no4(W/) 5 6S, tức là A(M) chứa trọn hình cầu 


| 


n 
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®$g = (1/ne).S. Cho gọ là tâm hình cầu Sọ. Khi ấy hình cầu V = S — o 
có tâm ở gốc 0 trong Y và thoả mãn V = So—1o C S— S% C A(W) - 


A(M). Mà W đồng tâm với Ư và có bán kính < 1 /2 bán kính của U nên 
W — W C U, do đó V C 4(W) - A(W) c A(W) - A(W) c A(D). 


2) Bây giờ cho U,, V⁄{ là những hình cầu mở trong X và trong Y, 
có tâm ở gốc, và có bán kính e > 0. Đật e¡ = £/(2') (¿ = 0,1,2,...). 
Theo trên tồn tại các hình cầu 1⁄2,, tâm ở-gốc, bán kính r;, > 0, sao cho 


lí, C A(U.,) (¡ s. 0, 1, 2, .~ ) (26) 


và đương nhiên có thể giả thiết r;; —> 0. 


Ta hãy lấy một điểm tuỳ ý  € Vy. Do (26), với ¿ = 0, phải có 
một điểm zọ € ,„ sao cho || — Azo|| < rn, tức là  — 4zo € V,. 
Sau đó cũng do (26), với ¡ = 1, phải có một điểm z¡ € ;, sao cho 
l|(w — Azo) — Aza|| < ra, tức là  — Á(Zo + z¡) € Vịạ, v.V... Tiếp tục 
theo cách đó ta tìm được một dãy z; € Ứ,, (¡ = 0,1,2...) sao cho 
Ìy B@c A(5:.oz¡)| € Tìn+! (n = 0,1,2. +}: Ta có ||5”;-m+:2ill < 
3 maillzill < 3. a¿¡yẽc + 0 khi mụn —> có, cho nên s„ = 
$>° s#¡ (n = 0,1,2...) là một đấy cơ bản, phải hội tụ tới một phần 
từ z € X. Vì |jz| = Hma-.ellS all < lima„s 32 -allZ|| < 
c3 so dt = 2£, nên z € U„„. Chọn nn — co trong [ý — Ása|| < Tìn+ 
ta đưỢợc t = Áz. 


Thành thử với mỗi  € V+„ ta tìm được một z € Ữ›¿ sao cho  = 1z. 
Điều đó có nghĩa là 4(U;;) 2 V„„. Vậy mỗi hình cầu mở U;„ được biến 
thành một tập A(U¿„) có chứa một hình cầu mở Va. n 


Hệ quả 1. (Định lý ánh xạ ngược). Nếu một toán tử tuyến tính liên 
tục A ánh xạ 1-Ì không gian Banach X lên không gian Banach Y thì 
ánh xạ ngược A~ (tuyến tính) cũng liên tục. 


Thật vậy, khi ấy nghịch ảnh bởi 4~! của mọi tập mở trong X theo 
trên đều là tập mở trong Y, cho nên A”Ì liên tục. n 


Hệ quả 2. Cho A là một toán tử tuyến tính liên tục từ không gian 
Banach X lên không gian Banach Y, và B là một toán tử tuyến tính liên 
tục từ không gian Banach X vào không gian Banach Z. Nếu Bz = 0 
với mọi z nghiệm đúng A+ = 0 thì tôn tại duy nhất một toán tử tuyến 
tính liên tục Œ từ Y vào Z sao cho B = CA. 
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Thật vậy, với mỗi + € Y ta đặt Œ(y) = B(z) trong đó z là phần tử 
sao cho Áz = . Nếu Áz¡ = Az¿ = g thì A(z; — z¡) = 0 nên theo giả 
thiết B(z¿ — z¡) = 0, tức là 8z; = Bz, chứng tỏ Œ(w) được xác định 
đơn trị. Rõ ràng Œ là toán tử tuyến tính, và với mọi tập mở Ù trong Z 
ta có Œ~!(U) = A(B~'(U)), mà B~!(U) mở do Ö liên tục, nên theo 
Định lý ánh xạ mở A(B~'(U)) cũng là tập hợp mở. Vậy Œ liên tục (và 
dễ thấy Œ duy nhất). D 

2.3. KHÔNG GIAN THƯƠNG. Trong một không gian tuyến tính X, 
cho một không gian con À⁄. Ta hãy phân lớp các phần tử của X theo 
qui tắc: hai phần tử z¡, z¿ được xếp vào cùng một lớp nếu z¿—~z¡ € M. 
Bằng cách đó mỗi phần tử được xếp vào một lớp, và hai lớp #, ÿ khác 
nhau bao giờ cũng rời nhau, vì nếu a € # 1ÿ thì với mọi z € 7, 1 € Ụ 
ta sẽ có z—a € M, —a€ M, từ đó z—  = (z—a) — (y—a) €M, 
có nghĩa là # = ÿ. Ta cũng nói # là lớp ¿ương đương modulo M Của Z. 

Tập hợp các lớp tương đương modulo A⁄ là một không gian tuyến 
tính, với các phép toán tự nhiên: 


Z+ÿ = {r+y:z€C#Z,€ỹ} 
œZ = {oœ+z:+€#} 


Không gian tuyến tính đó thường được ký hiệu X/M và gọi là không 
gian thương của X theo M. : 


Nếu X là không gian định chuẩn và M là không gian con đóng của 
X, thì khi đặt . 
|l£|| = inf{llz|| : z € #} (27) 


ta biến X/M thành một không gian định chuẩn. Thật vậy, khi ấy nếu Z 
là phần tử 0 của X/M (tức # = M) thì, vì 0 € # nên ||Z|| = 0; ngược 
lại, nếu ||#|| = 0 thì có một dãy {z„} C # với ||za|| => 0 và vì z dóng 
(do M đóng) nên 0 € # tức Z chính là phần tử 0 trong X/M. Các tiên 
đề khác về chuẩn cũng có thể kiểm tra lại một cách tương tự. 


Anh xạ x : X => X/M chuyển mỗi phần tử z trong X đến lớp 7 
của nó gọi là ánh xạ chính tắc (hay ánh xạ thương, hay ánh xạ tự nhiên) 
từ X lên X/M. Đó là một ánh xạ tuyến tính liên tục, vì do (27) ta có 


llr(z)|l < llzlL 
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Từ (27) cũng thấy ngay với mỗi phần tử # của X/M và với mỗi 
£ > 0 bao giờ cũng tìm được một z € X sao cho 


m(z) = #, ||z|| < (1 + £)l|#||: ¡ (28) 


Nói riêng với mỗi # của X/Mí mà ||#|| < 1 bao giờ cũng tồn tại 
một z € X sao cho (+) = Z và ||z|| < 1. Vậy nếu Š là hình cầu đơn 
vị (mở) trong X thì z(S) chứa hình cầu đơn vị (mở) trong X/M. Từ 
đó suy ra zr là ánh xạ mở. 


Vả lại, có thể chứng minh: 


Nếu X là không gian Banach (và A⁄4 là không gian con đóng của 
X) thì X/M cũng là không gian Banach. 


Thật vậy, cho {#Z„} là một dãy cơ bản trong X/M. Bao giờ cũng 
tìm được một dãy con {Za,} sao cho ||#a,,, — #a,|| < 2~!. Dựa theo 
(28) ta có thể tìm được z„, € X sao cho 


T(n,) ". Ẩn_a “ác Tnụ› lÌ:rn, | < 2||Za,... Set #›,ÌÌ 


Khi ấy ||z„,|| < 2~!*`, cho nên {za,} là dãy cơ bản trong X, do đó 
phải hội tụ tới một zọ nào đó. Do z liên tục ta có 7(Zn,) —> (o), tức 
là Za, —> Zo, và từ đó Z„ —> Zo. Vậy X/M là không gian đủ. 


Bây giờ xét một toán tử tuyến tính liên tục 4 từ một không gian 
Banach X vào một không gian Banach Y. Vì À4 = KerA là một không 
gian con đóng của X, nên như trên vừa thấy, không gian thương X/ 
KerA là không gian Banach. Mà ánh xạ chính tắc r : X -› X/ KerA 
là ánh xạ tuyến tính liên tục từ X lên X/KerA nên theo Hệ quả 2 ở trên 
tồn tại một toán tử tuyến tính liên tục duy nhất A : X/KerA -› Y sao 
cho A = zr o A. Thành thử A được phân tích thành hợp thành của các 
ánh xạ 


X-”› X/KerA -Ã› Y. 


_ Định lý 10. Nếu A là một toán tử tuyến tính liên tục từ một không 
gian Banach lên một không gian Banach Y thì toán tử Ä là một đẳng 
cấu (toán tử tuyến tính liên tục, song ánh và có ánh xạ ngược liên tục) 
từ X/KerA lên Y, và với mọi số + > |LÃ~'|| và mọi  € Y tồn tại một 
+z € X nghiệm đúng 


=4z, ||zl| < *l|v||. (29) 
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Chứng minh. Nếu ÄZ = 0 thì Az = 0 với phần tử z mà 7(Z) = , 
cho nên # = 0. Vậy Ã là đơn ánh. Rõ ràng A cũng là toàn ánh, mà 
X/KerA là không gian Banach nên theo hệ quả ở trên, 4 là đẳng cấu. 
Với mỗi  € Y, tổn tại Z € X/KerA nghiệm đúng 4Z = y. Ta có 
I#|| < I4 |I.||w||, cho nên phải tìm được một z € Z (tức là nghiệm 
đúng Áz = y) sao cho |z|| < Tn Izll < +llwl: n 

2.4. ĐỊNH LÝ ĐỒ THỊ ĐÓNG. Đổ :hj của một ánh xạ Á : X => Y 
là tập tất cả các phần tử (z, Az) trong không gian tích trực tiếp X x Y. 
Nếu đồ thị ấy là tập đóng trong không gian X x Y, thì ánh xạ A được 
gọi là đóng. Dĩ nhiên điều đó có nghĩa là: từ z„ => #, ÁZa =* luôn 
luôn suy ra được Á7 = ÿ. 


Một ánh xạ liên tục thì bao giờ cũng là đóng. Ngược lại nói chung 
không đúng, nhưng riêng đối với toán tử tuyến tính Định lý ánh xạ mở 
cho ta hệ quả sau đây. : 


Định lý 11. (Định lý đồ thị đóng) Một toán tử tuyến tính đóng từ 
một không gian Banach X vào một không gian Banach Y bao giờ cũng 
liên tục. 


Chứng minh. Nếu A là toán tử tuyến tính thì đồ thị G của nó là 
không gian con của X x Y. Nếu A lại là đóng thì G là không gian con 
đóng của X x Y, cho nên bản thân G cũng là không gian Banach. Ta 
xét toán tử ÖØ : G —› X xác định bởi 


(z, A(z)) r> ?. 


Đó là một ánh xạ tuyến tính liên tục, 1-1 từ không gian Banach G lên 
không gian Banach X. Vậy theo hệ quả Định lý 9, có ánh xạ ngược 
B-' liên tục, nghĩa là nếu z„ — z thì (+n, 4zn) =* (z, Az). Do đó A 
liên tục. I8j 

2.5. NGUYÊN LÝ CHẶN ĐỀU. Cho X,Y là hai không gian định 
chuẩn , {4,, ¿ € 7} là một họ các toán tử tuyến tính A, : X — Yí. Ta 
nói rằng họ {4,, t € T} liên tục đông bậc, nếu với mọi e > 0 đều có 
ð > 0 (không phụ thuộc £) để cho với mọi £ € 7: 


llzll< ¿ + l|4.(2)| < e. (30) 
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Một họ liên tục đồng bậc thì sẽ bị chặn đều, theo nghĩa: chuẩn của 
mọi toán tử trong họ cùng bị chặn bởi một hằng số  > 0: 


(Wte7) ||4j| < K. (81) 
ỗ 
Thật vậy, từ (30) ta suy ra |LA( TẾT )|| < e;hay là |I4(z)| < 5z 


với mọi +, cho nên, lấy e = 1 và ổ tương ứng, ta sẽ có (31) với # = 1/ô. 


Ngược lại, một họ toán tử tuyến tính bị chặn đều theo nghĩa (31) 
thì sẽ liên tục đồng bậc vì rằng với mọi £ € 7' và mọi z ta sẽ có 


-llA()l| < K:|ls|: 


Dĩ nhiên nếu có (31) thì với mỗi z cố định cho trước, ta có 


sup ||4,(z)|| < œ (32) 
tcT 


(nghĩa là "quï đạo" {4,(z), £ € 7} bị chặn). Sự kiện bất ngờ khá sâu 
sắc là: 


Định lý 12. (Banach-Steinhaus) Mếu X là không gian Banach, Y 
là không gian định chuẩn, thì mọi họ toán tử tuyến tính liên tục {Á. : 
X — Y}¿e+ mà bị chặn tại mỗi điểm, nghĩa là nghiệm đúng (32) tại 
mọi z, thì sẽ bị chặn đều theo nghĩa (31) và do đó sẽ liên tục đồng bậc. 


Chứng mình. Với mỗi số tự nhiên mø, ta xét tập 
Xa = {z € X : sup ||A,(z)|| < n}. 
tc7? 


Mỗi tập này là đóng trong X, vì nó là giao của họ tập {z : ||4;(z)l| < 
n} (t € T),:mà các tập ấy đóng do 4, liên tục. Theo giả thiết ta có (32) 
tại mọi z, cho nên X = U£? ; X„. Vậy theo Định lý phạm trù (Định lý 
8), phải có một no sao cho tập X„„ chứa trọn một hình cầu đóng .Š nào 
đó. Cho zọ và r là tâm và bán kính của ®, ta có 


llz — zol|l <r mp l|.A.(z)|| < mo. 


Từ đó, chú y rằng nếu ||z|| < 1 thì ||zo + rz) — zo|| < r, ta suy ra, với 
mọi z nghiệm đúng ||z|| < 1 và với mọi £ € 7` 


l|/A:(zo + rZ) || < nọ. 


.. ]Ừ—Ừ—-——ẰẶ 
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Vạy ||,(zo) + rA,(z)|| < no, do đó 


1 
|A¿(2)| < E + zlL4(z)|| < 2ng/r 


và vì điều này đúng với mọi z mà ||z|| < 1 nên 


(vt €7) l|A.l| < 2no/T, 


chứng tỏ họ {4,, £ € 7T} bị chặn đều. I8 


Hệ quả. Nếu một đấy toán tử tuyến tính liên tục Áa từ một không 
gian Banach X vào một không gian định chuẩn Y. mà hội tự từng điểm 
tới một toán tử A : Ânz ~* Az (với mọi ø) thì A là tuyến tính liên tục. 

Thật vậy, A hiển nhiên là tuyến tính. Mặt khác, vì lm ||An(+)ll = 
I|:4(z)|| < œ nên sup|lL4„(z)|| < œ tại mỗi z, do đó theo định lý trên, 


có một # > 0 nghiệm đúng ||A„|| < K với mọi n. Khi ấy với mọi #, 
|A(2)l = lim |I4a(2)lI < Kllzl 
n 


chứng tỏ toán tử . bị chặn, do đó liên tục. 


3. ĐỊNH LÝ HÀM ẨN VÀ ÁNH XẠ 
NGƯỢC ĐỊA PHƯƠNG 


Giả sử có một ánh xạ ƒ (z. y) từ không gian X x Y vào không gian Z, 
và với mỗi z € X ta tìm nghiệm của phương trình 


ƒ(z.9) = Ù, 


trong đó b € Z cho trước. Nếu với mỗi z € X phương trình này có một 
nghiệm duy nhất + thì ta bảo nó xác định một hàm ẩn ÿ = g(z). Sau 
đây ta sẽ khảo sát sự tồn tại của hàm ẩn và những điều kiện bảo đảm 
tính liên tục hoặc khả vi của nó. 

3.1. CÔNG THỨC SỐ GIA GIỚI NỘI. Trước hết cần mở rộng một 
số khái niệm và sự kiện giải tích SƠ cấp vào các hàm trừu tượng. 


`... F á ° 
lu, b6 Gà \AÁ x2 Mã 5t 
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Cho ƒ là một ánh xạ từ một tập mở trong một không gian định 
chuẩn X vào một không gian định chuẩn Y, zọ và zo + h là hai điểm 
thuộc Ư. Giả sử toàn đoạn thẳng zọ + th (0 < £ < 1) nằm trong U và 
ánh xạ ƒ khả ví tại mỗi điểm của đoạn thẳng ấy. 


Dựa vào Hệ quả 2 Định lý Hahn-Banach, ta có thể chọn một phiếm 
hàm tuyến tính liên tục ø, với ||ø|| = 1 và 


9(ƒ(#o + h) — ƒ(zø)) = ||ƒ(o + h) — ƒ(œa)Ì\: (33) 
Xét hàm số thực ¿(f) = ø(ƒ(zo + th)), ta có, do ø tuyến tính: 


% ø(t + A£) - (0) — (&s + th + At.h) - ƒ(œo + 2) 
At & At - 


Cho A¿ -› 0 và để ý rằng vì lượng dưới dấu phiếm hàm ø dần tới 
ƒ'{(£e + th).h (Chương 5, Định lý 10) ta được: 


#() = 9(ƒ (zo + th).h). 


Theo công thức Lagrange áp dụng cho ¿ ta có ¿(1)—w(0) = #'(0) (0 < 
0 < 1), cho nên: 


9(ƒ(œo + h)) — g(ƒ(ze)) = 9ƒ (zo + 8h).h), 
từ đó, vì ø là tuyến tính liên tục và ||ø|| = 1: 
|ø(ƒ(zo + h) — ƒ(#o))| < ||ƒ (o + 0h).h|. 


Đối chiếu với (33) ta suy ra công thức sau đây, gọi là công thức số 
gia giới nội: 


[ƒ(zo + h) — ƒ(zo)| < sup l|ƒ (zo + 6h)||.||h||. (34) 
0<0<1 


Nếu E là một ánh xạ tuyến tính thì áp dụng công thức đó cho phiếm 
hàm ƒ — L và chú ý rằng đạo hàm của phiếm hàm này là ƒ' — É ta 
được: 


|/(zạ +h) ~ ƒ(œa) — L(h)|< swp | +6h) — 1I|4|h|l. (35) 
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Nói riêng với L = ƒ“(zọ), ta suy ra: 


lLƒ(zo + h) = ƒ(zo) — ƒ'(o).h|| < `4 l|ƒ (o + 0h) — ƒ'(zo)||.|l| 
< 
(36) 
Công thức này có tên là công thức số gia giới nội với phần dư. 
Một ứng dụng quan trọng của công thức số gia giới nội là khái niệm 
hàm khả vi chặt sau đây. 

- Ta nói ánh xạ ƒ : U -› Y khả vi chặt tại điểm zo € U nếu nó có 
đạo hàm ƒ(zạ) tại zạ và nếu với mọi e > 0 tồn tại  > 0 sao cho trong 
hình cẩu ||z — zo|| < r hàm ø(z) = ƒ(£) — ƒ(#o) — ƒ'(œo) (# ~ #o) 
thỏa mãn điều kiện Lipschitz e, tức là: 


|/() = ƒ(#) —.ƒ'(œo)(z ~ #')|| < e||z — z | (37) 
với mọi z, z' trong r-lân cận của zọ. Rõ ràng, điều đó cũng có nghĩa 


ƒ(z) — ƒ(#)— ƒ'(e)( — #) 
_ với lim ||w@(z, z)|| 
#— To 
#Í—=1zo 
Bồ đề 4. Nếu ánh xạ ƒ : U —› Y khả vi trong U và đạo hàm ƒ'(z) 
liên tục tại zo (nghĩa là ánh xạ ƒ' : U => L(X,Y) liên tục tại zạ) thì 
ƒ khả vi chặt tại zạ. 


Thật vậy, ánh xạ g(z) = ƒ(#) — ƒ(ze) — ƒ'(a).(+ — #o) khả vị, với 
g'(z) = ƒ'{z) — ƒ'(zo). Theo giả thiết lim ||ø'(z)|| = 0, cho nên với 
x¬71o 
£ > 0 cho trước tồn tại z > 0 sao cho ||g'(z)||':< e với mọi z nghiệm 
đúng ||+ — zo|| < r. Ấp dụng công thức (34) ta được (37) với mọi z, +' 
trong r-lân cận của zo. 8 
Ta nói ánh xạ ƒ : U —> Y khả vi liên tục (hay thuộc lớp C)) trong 
Ư nếu nó khả vi trong U và ánh xạ ƒ': U -› L(X,Y) liên tục trên 


toàn U. Theo bổ đề trên: nếu ƒ : U —› Y khả vì liên tục trong U thì nó 
khả vì chặt tại mọi điểm của U. 


3.2. ĐẠO HÀM RIÊNG. Cho ba không gian định chuẩn X, Y, Z và 
một ánh xạ ƒ từ một tập mở U C X x Y vào Z. Khi ta cố định 1o € Y 
và cho z chạy thì ánh xạ ƒ cảm sinh một toán tử 


ƒ®®Ì(z) = ƒ(œ.1e) 


_llĩé-zleŒ,#), 
0. 
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nó là một ánh xạ từ tập U%) = {z : (z,o) € U} (một lát cắt của U) 
vào Z. Cũng tương tự, có thể xét toán tử ƒ (#9) ; [/(o) _; Z, 


Nếu z € X là một điểm trong của U() thì đạo hàm của ƒ)(z) 
tại zọ gọi là đạo hàm riêng theo + của toán tử ƒ tại (zo, yo) và được ký 
. 8 i : 
hiệu ƒ; (2o. o) hoặc (6:10). Cũng như thế, ta định nghĩa đạo hàm 
riêng theo  : ƒ,(Zo, o). Đương nhiên: 


ƒ„(%o, 90) LÁ => 2. /(%o, 1o) :Y ¬Z. 


— Nếu ƒ có đạo hàm ƒ'(Œo. 9a) tại (zo,o) € U thì dễ thấy rằng 
ƒ;(o,o).h = ƒ'(Zo,to).(h,0), fj(Zo,o).k = ƒf(Zo, 9o)-(0, k) và vì 
(h,k) = (h,0) + (0, k), mà ƒ“ là tuyến tính, nên 


ƒ (xo. wo).(h, k) = f2(%o; o).h + fý(%o, 9o).k 

Từ đó đế dàng suy ra: | 

Bổ đề 5. Nếu ánh xạ ƒ khả vi tại mọi điểm của U, thì đạo hàm 
ƒ'(œ,) liên tục theo (z, 9) (tức là ánh xạ ƒ' : U —> L(X x Y. 2) liên 
tực) khi và chỉ khi các đạo hàm riêng ƒ;(z, U) và ƒq(z,) liên tục (tức 
là các ánh xạ ƒ„ : U —› L(X, 2) và ƒ,: U —› L(Y, 2) liên tục). 

Cần chú ý rằng: sự tồn tại các đạo hàm riêng không kéo theo sự tồn 
tại của đạo hàm toàn phần. Tuy nhiên: 

Bồ đê 6. Nếu các đạo hàm riêng ƒ;(z. ) và ƒ/(œ. ) tồn tại ở mọi 
điểm (z.) € U và các ánh xạ ƒ; : U — L(X, 2), f,:U — L(Y, Z) 
liên tục tại điểm (zo, o) thì ánh xạ ƒ khả vì tại (%o, 9o). 


Chứng minh. Cho h € X, k€ Y, đủ nhỏ để (zo + h, ọ + k) € U. 
Ta có 


ƒ(ro + h, to + k) — ƒ(%o, 9o) = ` 
= ƒứa + h,1o + k) — ƒ(œo + h,o) + ƒ(zo + h, 9e) — ƒ(%o, 9o). 


Ap dụng công thức (35) cho ánh xạ  > ƒ(zo+h, v) với L = ƒf¿(To. 9o) 
ta được 


ƒ(o +- h, to + k) — ƒ(œo + h, 0o) = f,(o, 9o).k + 6||À|,, 
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với 
8 = sup ||f/(#o + h, vo + 8k) — ƒ;(o.90)Ì|: 
0<0<1 


Khi (h, &) — 0 thì do ƒ„ liên tục tại (zo, o) nên biểu thức vừa rồi dẫn 
tới 0. Mặt khác, theo định nghĩa đạo hàm: 


ƒ(ro + h, to) — ƒ(Zo, 9o) = ƒZ(Zo. o).h + a||h||, 


với œ => 0 khi h => 0. Thành thử 


ƒ(#o + h, to + k) — ƒ(Zo, 9o) = 
= (f£(Zo, o)‹h + ƒ/(Zo, o)-k) + (al|h|| + Ø||Rll). 


trong đó œ và Ø dần tới 0 khi (h,k) —› 0. Đẳng thức này chứng tỏ 
f£(+o. ta)h + ƒZ(#o, o)k là đạo hàm của ƒ(z, 9) tại (zo, vo), vì rằng 


|| all»ll + Zll#ll || <  (al+ 10(»Il + ll*lD = 
| =_ (lœ| + ||)-||(h, k)|. 


và |œ| + |Ø| => 0 khi (h, k) —› 0. n 


Chú ý. Nếu trong Bồ để 6 giả thiết thêm rằng các ánh xạ ƒ¿(z, 9), 
ƒz(z, ) liên tục tại mọi điểm (z,y) € U thì ánh xạ ƒ khả vi tại mọi 
điểm (+, ) € U và theo Bổ để 5 đạo hàm ƒ'(z, y) liên tục theo (+, 9); 
nói cách khác, với các giả thiết ấy ƒ khả vi liên tục trong toàn U. 


3.3. ÁNH XẠ DA TRỊ CO. Cho 1⁄, X là hai tập bất kỳ. Ta ký hiệu 
2* họ tất cả các tập con của X (kể cả tập rỗng và bản thân X). Một ánh 
xạ P: V —› 2 được gọi là một ánh xạ đa trị (hay ánh xạ điểm-tập) từ 
V vào X. Như vậy, với mỗi  € V, ánh xạ đa trị ? cho tương ứng một 
tập P(u) C X. Nếu P là một ánh xạ đa trị từ V vào X thì một điểm 
z€ V sao cho z € P(z) gọi là một điểm bất động của P. Sau đây 
sẽ chứng minh một số định lý điểm bất động cho ánh xạ đa trị trong 
không gian metric đủ (X, ø), có thể xem như khái quát nguyên lý ánh 
xạ co Banach đã nói tới ở Chương 2. 


Ta nói một hàm số ƒ : X —› [—oo, +oo] là mửa liên tục đưới nếu 
với mọi œ € R tập {z€ X : ƒ(z) < œ} bao giờ cũng đóng. 
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Định lý 13. (Caristi) Cho P : X —› 2X là một ánh xạ đa trị từ một 
không gian metric đủ (X, p) vào chính nó, và ƒ : X —+ |, +oe} là một 
hàm số nửa liên tục dưới, # +oo. Nếu ` 


(WzceÄ)(3ue€P(z) ø(zv)<ƒ(z)—ƒ(w — (38). 


thì P có một điểm bất động. 

Chứng minh. Với mỗi z ta định nghĩa tập Á(z) = {y € X : 
0(z.1) < ƒ(z)— ƒ(w)}. Khi z cố định thì ƒ()-+-ø(z, ) là hàm nửa liên 
tục đưới theo /, cho nên A(z) là tập đóng. Hiển nhiên z € A(z) và cũng 
dễ thấy nếu  € A(z) thì A(y) C A(z), vì khi ấy với mỗi z € A(w) 
ta có /(,z) < ƒ(w) — ƒ(z) cho nên ø(z,z) < ø(z,) + ø(w,z) < 
ƒ(z) — ƒ(w) + ƒ(w) — ƒ(z) = ƒ(z) — ƒ(z) chứng tỏ z € A(z). Đặt 


w(z) = inf ` ƒ(9) 


ta có thể viết 


(Ww€ A(z))_ ø(z.v) < ƒ(z) — v() 


từ đó suy ra với mọi cặp ,z € Á(z) : /(w,z) < Ø(z.9) + ø(z, z) < 
2(ƒ(z) — 0(z)). Thành thử nếu ký hiệu đường kính của một tập A là 
diam.A = sup{ø(w,z): € 4,z€ 4} thì 


diamA(z) < 2(/(z) — 9(z)). - (39) 


Bây giờ ta xây dựng một dãy {z„} như sau. Lấy zọ € X tuỳ ý, sau 
đó z¡ € Á(zo) sao cho ƒ(z¡) < 0(Zo) + 1/2,...,Zna+\i € Á(Zn) sao 
cho ƒ(Zza¿i) < 9(2n) + ....: Khi ấy, do A(za¿i) CÔ Á(z-) nên 
U(Za) € (Za+¡) Và suy ra 


1 
< 0(Za+n) *< 


ƒ(Ta+i) € 0(za) + : 2n` 


' vu 


Vậy 0 < ƒ(Za) — 9(Zn) Š zkr —> 0 khi n —> +co. Do đó theo (39) 
diamA(za) — 0 (n => +oo). Mà z„+¿ € A(Za+¿_¡) C A(za~¡), cho 
nên Øø(Za¿¿,#a) < diamA(za-_¡) —> 0 khi n —> +oœo, chứng tỏ {za} 
là dãy cơ bản trong không gian metric đủ X, cho nên z„ —› # € X. 
Do z„ € Á(z,„) với rn < n nên cho n — +oo ta được # € Á(Zm) 
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với mọi m, có nghĩa là # € f2 sA(z„) rồi vì diamA(z„) => 0 nên 
{#} = n.a4(za). Với mọi n ta có z" € A(zn) nên A(z*) C A(zn), 
thành thử A(z*) C fS;4(za) = {z"} và do đó A(z*) = {z"}. Nhưng 
theo (38) phải có một  € P(z") sao cho  € Á(z°). Vậy  = 2”, có 
nghĩa z" € P(z)). q 


Chú ý. Nếu hình dung P(z) là tập các điểm mà từ + có thể di 
chuyển tới được, và ƒ(z) là một hàm thế năng mà ta muốn tìm giá trị 
thấp nhất, thì giả thiết (38) có nghĩa là: từ bất cứ vị trí z nào cũng có thể 
chuyển tới một vị trí ứng với một thế năng giảm đi ít nhất một lượng 
bằng số đo khoảng cách từ z đến +. Khi ấy, tập Á(z) xây dựng trong 
chứng minh trên bao gồm các vị trí thấp hơn z mà có thể chuyển đến 
được từ z ("thấp hơn" theo nghĩa ƒ(w) < ƒ(z) — ø(%, 1)). 

Thật ra, chứng minh trên không chỉ xác nhận sự tồn tại một điểm 
z* € P(z"), mà còn cho thấy thêm rằng: (Vz # z*). ƒ(#") < ƒ(z) + 
ø(z*.z), vì nếu có z € X thoả mãn /(z*,#) < ƒ(z") — ƒ(z) thì 
z € A(z"). mà như trên vừa thấy, 4(z") = {z"}, cho nên chỉ có thể 
+z = +°. Thành thử, từ z* không còn có thể đi chuyển để hạ thấp thế 
năng hơn nữa. 


Ta biết rằng nếu X không compac thì một hàm nửa liên tục dưới 
ƒ(z) có thể không có điểm cực tiểu trên X, nghĩa là không có điểm # 
nào với tính chất (Vụ) /() > ƒ(#). Định lý Caristi cho thấy tuy vậy 
vẫn có một điểm z* xấp xỉ cực tiểu theo nghĩa : mọi điểm z # +" đều 
có ƒ(z) > ƒ(z*) + ø(z, z*). Điều đó được khẳng định tường minh hơn 
trong định lý sau đây. 

Hệ quả. (nguyên lý e-biến phân Ekeland) Trong một không gian 
metric đủ X. cho một hàm nửa liên tục dưới ƒ : X —> [0, +col, một 
điểm u € X với ƒ(u) < +oo, và một số e > 0. Bao giờ cũng có một 
+" € X sao cho 


(Vz#z") /(')<ƒ(z)+ep(œz'),  — 40) 

p(z*,u) < [ƒ(u) — ƒ(*)Ì/e- (41) 

Chứng minh. Chỉ cần chứng minh cho £ = 1, vì không gian X với 
metric ø(z, /)/£ cũng là không gian matric đủ. Đặt P(z) = {u€<X: 
ø(w.z) <: ƒ(z) — ƒ(v)}. Nếu mệnh đề không đúng, tức là không có 


điểm z* nào thoả mãn (40)(41) thì ta có (38), cho nên theo định lý 
trước, phải có một điểm z" € P(z"). Như vậy z* thoả mãn (41), và 


Ò_# 
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theo nhận xét ở trên, z* cũng chính là điểm có tính chất (40): mâu 
thuẫn. | a 

Thật ra không chỉ Định lý Ekeland là hệ quả của Định lý Caristi, 
mà ngược lại cũng đúng, thành thử đó là hai định lý tương đương. 

Chú ý. Hai tính chất (40) (41) hạn chế lẫn nhau theo nghĩa: e càng 
nhỏ thì tính chất (40) của z" càng sát với tính chất một điểm cực tiểu, 
nhưng tính chất (41) cho thấy [ƒ() — ƒ(z*)]/e, tức là cận trên khoảng 
cách từ z* đến u càng lớn. 

Bay giờ ta chứng minh một định lý bất động cho ánh xạ co đa trị. 

- Cho một tập con 4 của một không gian metric (X, ø). Theo định 
nghĩa trước đây (Chương 2, mục 7.3) : ø(z, 4) = infyex Ø(Z, 1), và với 
mọi ô > 0: 

Á¿; :={+€X : 0(z,4) < ðô}. 
Nếu A, B là hai tập trong X thì khoảng cách Hausdorff giữa hai tập 
A,B là số 
d(A,B) =inf{ô >0: AC By, BC 4}. 
Từ định nghĩa này có thể suy ra ngay : nếu đ(4, B) < ô thì 2(+, 8) < ô 
với mọi z € 4 (do 4A C Ö¿), và ø(w, 4) < ô với mọi  € (do 
BCá4¿). 

Một ánh xạ đa trị P từ một tập V C X vào chính X gọi là co nếu 

có một số 9, 0 < Ø < 1, sao cho 
(VzuzeV) d(P(+), P(z)) < 0ø(+,z'). 

Bồ đề 7. Nếu P : V —› 2X là ánh xạ co thì ƒ(z) = ø(z, P(3)) là 
hàm nửa liên tục dưới trên V. 

Chứng minh. Ta phải chứng minh rằng nếu ø(zz, P(z¿)) < œ mà 
Ø(Z¿, zo) — 0. thì ø(Zo, P(zo)) < œ. Theo định nghĩa ø(z¿, P(z¿)) ta 
có thể chọn +; € P(z¿) để cho ø(Z¿, 1w) < Ø(Z, P(z)) + 1/k. Khi 
ấy do ¿ € P(z„) nên ø(x, P(zo) < đ(P(z¿), P(zo)) < 8ø(zx, zo) và 
vì vậy 

Ø(Zo, P(#o)) < p(Zo, #x) + Ø(Z+, x) + p(e. P(zo)) 
< j(zo, #k) + ø(#, P(œ¿)) + 1/k + 8ø(:, Zo) 
< Ø(Zo, +) +a+ 1/k + 60(z:, T0) — ằ, 
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khi k -> +oo. Do đó Ø(zo, P(ze)) < a. I8 
Định lý sau đây mở rộng nguyên lý Banach (Định lý 12, Chương 2) 
cho các ánh xạ đa trị co. 


Định lý 14. (Nadler) Trong một không gian metric đủ X cho một 
điểm a € X và một ánh xạ đa trị P : X —› 2Ÿ sao cho với mỗi z € X 
tập P{(z) đóng và không rỗng. Nếu có một số 9, 0 < 8 < 1, để cho 


(Vruz€VWV)  d(P(z),P(z)) < 0ø(+,z) (42) 
thì với mỗi œ € (6,1) tồn tại một điểm +" € P(+*) mà p(z*,a) < 
a,P(u 


(a~ 


Chứng minh. Theo Bổ để 7, hàm số ƒ(z) = ø(z, P(z)) nửa liên tục 
dưới. Do đó E = {z € X : (œ — 6)ø(z,a) < ƒ(a) — ƒ(z)} là một 
tập con đóng của X ( # Ú vì ít ra a € ) và bản thân #, với metric 
(a — Ø)ø, cũng là một không gian metric đủ. Ta chứng minh rằng 


(Vz€ E)(3ụ€ P()AE) (a- 6)ø(z,w) < ƒ(z)— ƒ(w). (43) 


Thật vậy, cho z € X. Do a < 1 nên theo định nghĩa của ø(z, P(z)) 
phải có  € P(z) để cho 


œj(z,tU) < p(z, P(3)). (44) 
Mặt khác vì  € P(z) nên theo giả thiết I): 
ø(w, P(w)) < d(P(z). P(u)) < 0øữ.g). (45) 
Cộng từng vế (44) và (45) : _ 


œj(z, J) + (0, P(w)) < ø(z. P(z)) + 0p(z, 9), 


từ đó suy ra 

(œ — )ø(z,) < ƒ(z) - f(w). 
Sau cùng, vì z € E tức là (œ — 9)ø(z,a) < ƒ(a) — ƒ(z), cho nên 
(œ~9)ø(w,a) < (a—8)|ø(z.)+øp(, a)]< ƒ(z)—ƒ(w)+f(a)— ƒ(z) = 
ƒ(a) — ƒ(w), chứng tỏ y € E. Vậy ta có (42), nghĩa là các giả thiết của 
Định lý Caristi được thoả mãn cho không gian Ƒ, ánh xạ P(z) fñ\ E và 
hàm ƒ(z) = ø(z, P(z)). Do đó, theo Định lý Caristi, phải có một điểm 
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+° € P(z) nE, tức là z° € P(z°) và ø(z°,a) < “.. = &e 
(vì ƒ(z*) = 0 do z* € P(z))). D 


Chú ý. Nếu ánh xạ P chỉ xác định trong một hình cầu đóng V C X, 
tâm a, bán kính r, thì với mọi z € V và  € P(z) ta có ø(w,a) < 
d(P(z),P(a)) < 0ø(z,a) < 0r < r, tức là  € V, cho nên, đặt 
E={z€V: (a—6)ø(z,y) < ƒ(œ) — ƒ(z)}), ta vẫn có (43), do đó 
định lý vẫn đúng. Nếu lại có thêm giả thiết ø(a, P(a) < (1 - 8)r thì 
có thể khẳng định thêm: ø(z*,a) < 3=§r. 


3.4. ĐỊNH LÝ ÁNH XẠ NGƯỢC ĐỊA PHƯƠNG. Trở lại hai không 
.gian định chuẩn X, Y và một tập mở trong X, cùng với một ánh xạ 
ƒ :D -›Y. Nhắc lại rằng ƒ được gọi là mở tại điểm a € U nếu nó 
biến mọi lân cận của a thành lân cận của ƒ(a); nói riêng, có một lân 
cận mở V của a và một lân cận mở / của ƒ(a) sao cho với mọi + € 
phương trình 

_ ƒ(z) = w (46) 
có ít nhất một nghiệm z € V. Ta nói ƒ là một đồng phôi địa phương 
tại a € U nếu cỏ một lân cận mở W của a và một lân cận mở W của 
ƒ(a) sao cho ƒ ánh xạ đồng phôi V lên W/, nghĩa là với mọi + € W/ 
phương trình (46) có một nghiệm duy nhất z = ø(y) € V và ánh xạ 
ƒ và g = ƒ”` liên tục. Nếu thêm vào đó ƒ khả vi liên tục trong V và 
9 = ƒ”` khả vi liên tục trên W/ thì ta nói ƒ là một vi phói (hay Œ đẳng 
cấu) địa phương tại a. 


Định lý 15. Cho hai không gian Banach X, Y, một tập mở U trong 
X, và một ánh xạ ƒ : Ư => Y. Nếu ƒ khả vi chặt tại điểm zo € U và 
đạo hàm ƒ'(zo) là toàn ánh từ X lên Y thì ƒ mở tại mọi điểm trong 
một lân cận mở \ C U của +q; cụ thể hơn: tồn tải một số rị > 0 sao 
cho với mọi a € {) và mọi r-lân cận V C 3 của-a, tập ƒ(V') bao hàm 
một (rịr)-lân cận của ƒ(a). 


Nếu thêm vào các giả thiết trên, ƒ'(zg) € Isom (X,Y) thì ƒ là một 
đồng phôi địa phương tại zg; nếu thêm nữa, ƒ khả vi liên tục trong một 
lân cận của zọ thì ƒ là một vi phôi địa phương tại zọ. 


Chứng minh. 1) Giả sử ƒ'(zo) = œ là một toàn ánh. Theo Định lý 
10, tồn tại một số +y > 0 để cho: với mọi u € Y có thể tìm được một 
 € X nghiệm đúng ¿(u) = 0 và +||u|| < ||o||. Ta hãy chọn e sao cho 
0 < e<+, và đặt 0 = e/+ (như vậy 0 < 8 < 1). Theo giả thiết ƒ khả 
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vi chặt tại zọ nên phải có một lân cận mở €3 của zọ để cho 
|[/(z) - ƒ(#) - e( ~ Z)|\ < e||z ~ z || (47) 


với mọi z, z € Â). 


Cho V là một hình cầu đóng bất kỳ, tâm a, bán kính z > 0, nằm 
trong (, và cho W/ là hình cầu mở trong Y', tâm ƒ(a) = ð và bán kính 
(1 — 8)r. Ta sẽ chỉ ra rằng W C ƒ(V): khi ấy kết luận thứ nhất của 
định lý sẽ được chứng minh (với r = Ì = 0). 

Muốn thế ta lấy một + bất kỳ trong W/ (tức là || — ð|| < (1= Ø)r) 
và chứng minh sự tồn tại một z nghiệm đúng ƒ(z) = và 

lly — || 
=nl:c T«=, 
Dĩ nhiên điều này sẽ kéo theo || — a|| < r, tức là z € V, và như thế 
W cƒVW). 


Với mỗi z € V ta đặt 
P(z) = {z € X : @(z) = w + (z) — ƒ()}. 

Vì: X =› Y liên tục và là toàn ánh nên P(z) là tập đóng, không 
rỗng. Và lại cũng dễ thấy rằng h(z) = inf{||z - z||: z € P(z)} là 
hàm số nửa liên tục dưới. Ta chọn œ € (0, 1) sao cho œ — Ø > *=#. Vì 
0< a< 1 nên với mỗi z € V phải có một z € P(z) sao cho 


allz—z||<h(@œ)  - (48) 


Nhưng theo tính chất của +, ứng với ò = ƒ() — ƒ(z) — @(z - z) € Y 

bao giờ cũng có  € X sao cho ¿(u) = 0 và +||w|| < l|e|| < £||z ~ zÌÌ 

(xem (47)). Đặt Z = z+ ta có ||z—z'|| = llu|| < §|lz~zlÌ = 6||z—z||. 

đồng thời ¿(z') = @(z) + @(u) = #(z) + 9 = [w + (2) - ƒ(z)] + 

[ƒ(z) — ƒ(z) — @(œ — z)] = w+ @(z) — ƒ(z), chứng tỏ z' € P(z). Vậy 
h(z) = inf{l|z — Z||: zZ  P(2)} < llz - Z | < 6llz - zÌ- 

Kết hợp với (48) ta thấy rằng với mỗi z € V có một z € (z) để cho 


(œ — Ø)l|z — z|| < h(z) - h) 
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Dĩ nhiên V là không gian metric đủ, với metrie ø(, z) = (a—)||z- z||. 
cho nên theo Định lý Caristi (Định lý 13) phải có một z € ?(z) nghiệm 
đúng : 


(a — Ø)||z — a|| < h(u) = h(z) 


Mà h(z) = 0 do z € P(z), và P(a) gồm tất cả các z sao cho /(z) = 
ụ + @(a) = ƒ(a) hay ợ(z — a) =  = b, do đó h(a) = ø(a, P(a)) = 
inf{||z|| : @(z) =  ~ b} < +llv — b|| (nhớ rằng theo tính chất của +, 
ứng với ( — b) € Y có thể tìm được z € X sao cho /(z) =  ~ b và 
lIzll < ‡llw — ð||). Thành thử có một z € P(z), tức là ƒ(z) = y sao 
cho |lz — a|| < 2Œ} < -J—}, và phần thứ nhất của định lý đã được 
xác lập. 

2) Bây giờ giả sử  = ƒ“(zo) € Isom (X, Y). Khi ấy với mỗi ụ € Y 
có một z duy nhất nghiệm đúng /(z) = y và theo tính chất của +: 


(zeX)_ +ilel < lle()l (49) 
cho nên từ (47) ta suy ra 


I/(z) — /(z)ll > le(z — z)IJ— ellz - zl| > (+ £)llz — z'll. (50) 


chứng tỏ z # z' kéo theo ƒ(z) # ƒ(z/). Vậy ƒ ánh xạ I-I hình cầu 
mở V tâm a, bán kính r, lên ƒ(V). Nhưng ở trên đã thấy rằng ƒ mở 
tại mọi điểm của V, cho nên nó phải biến V thành tập mở W/ = /(V), 
và ánh xạ ngược g = ƒ~Ì : W => V phải liên tục, tức là ƒ ánh xạ đồng 
phôi V lên W, 

Ta có 


@(z — #') — @”'(ƒ(z) — ƒ(#')) = ø(z - #') ~ [ƒ(z) — ƒ(z)) 
nên theo (49) và (47), (50): 
x|le(z — #') = ø**Œ(z) = ƒ(#'))ll < l|ƒ() ~ ƒ() ~ e(z = #)|| 


<eJz~ II < ——gl/)~ 7l, 


KssẰ= —. 
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từ đó, lấy z“ = a, ƒ(z?) = b ta được 


llø(w) — ø(ð) — @”*(y — ð)|| < 


£ 
— ð||. 51 
xa-ajlw-9l: (81) 
Tóm lại, với mọi e > 0 cho trước ta đã tìm được một lân cận 
của b để có (51) với mọi  € W. Điều đó chứng tỏ ¿~! là đạo hàm 
của ợ tại È: 


#(È) = [ƒ'(ø(b))]"". (52) 


3) Cuối cùng, giả thiết thêm rằng ƒ khả vi liên tục trong một lân 
cận của a. Đương nhiên, ta có thể coi như V đã được chọn đủ nhỏ để 
nằm hẳn trong lân cận ấy và với mọi u € V ta có |Ư ()= ¿|| < e. Do 
(49) ta có, theo Định lý 6, Chương 5, |l¿~!|| < ‡ + nên £ < y < | | 
và do đó theo Định lý 7, Chương 5, mọi ƒ'(u), với  € V, đều là đẳng 
cấu. Khi ấy, áp dụng điều đã chứng minh được, ta thấy rằng ø khả vi 
tại mọi  € W và có đạo hàm bằng 


Ø(9) = [ƒ'(a(w))]”. 


Vì g liên tục theo +, ƒ“(z) liên tục theo z nên công thức này chứng 
tỏ g”() liên tục theo g. 


Đến đây chứng minh định lý đã hoàn tất. :ñ 


Chú ý. Thật ra ta đã chứng minh được một sự kiện mạnh hơn hại 
phần đầu của định lý, cụ thể là: 


Giả sử đối với một ánh xạ ƒ : U —› Y' có một ánh xạ tuyến tính 
liên tục ¿ : X => Y, cùng một hằng số + > 0 sao cho (Vò € Y) (3u € 
X) ¿(u) = 9, “+||u|| < ||u||; và giả sử có một số dương e < + để cho ta 
có (47) với mọi z, z trong một r-lân cận V của a € U. Khi ấy tồn tại 
hằng số r > 0 ( = $(+ — £)) sao cho với mọi a' € V và mọi  € Y 
thuộc ;r-lân cận của ƒ(4') (r“ = r — ||a' — a||), đều tìm được z € V 
nghiệm đúng ƒ(z) = g và ||z — a'|| = 3lÌw — ƒ(a')||. Nếu ngoài ra giả 
thiết thêm ¿ € Isom (X, Y) thì phần tử z đó là duy nhất. 


3.5. ĐỊNH LÝ HÀM ẨN. Dựa vào các kết quả trên bây giờ ta có thể 
giải đáp vấn để đặt ra ở đầu tiết này về điều kiện tồn tại hàm ẩn. 
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Định lý 16. Cho ba không gian Banach X,Y, Z), một tập mở U 
trong X x Y, và một ánh xạ ƒ : U —› Z liên tục tại một điểm (a,b) € U 
và thỏa mãn các điều kiện sau: 


1) ƒ(a,b) = 
2) Đạo hàm va ƒ, tồn tại trong U và liên tục tại (a, b). 
3) /,(a, b) € Isom Ừ, 2). 


Khi ấy tồn tại một lân cận mở Vị của a trong X, một lân cận mở 
Vạ của b trong Y sao cho Vị x Vạ C_U, và một ánh xạ g : Vị —> V¿ 
liên tục tại a sao cho với mọi (z, ) € Vì x Vạ: 


ƒ(z,w)=0 ® y=øg(z). (53) 
Chứng minh. Ta ký hiệu ¿ = /(a, b), += TT TP -và lấy một số 


dương £ < +. Theo giả thiết 2) có thể tìm được một lân cận mở 1⁄4 
của a trong XX và một lân cận mở V¿ của b trong W sao cho 
Wị x VạC U và 


V(z,y)€Wi xa - lj(2w)—Í|<e (54) 


Có thể coi như 1⁄2 là hình cầu tâm ö, bán kính r, và do giả thiết 1) và 
sự liên tục của ƒ tại (a, b) cũng có thể coi như W, đã lấy đủ nhỏ để 


Vz€W\  ||/(z,È)|| <rm, (55) 


trong đó 1 = 3(+ — £). Cho z € Vị. Đặt F(w) = ƒ(z,) : V¿ —› Z và 
áp dụng công thức (35), ta có với mọi (y, 1) € V¿ : 


lF'(w) — F(w') - (w - v')|| < 
< ,sup J0 ụ+ a(W ~ )) — ¿ÌÌllu ~ t'|| < e||w — v'|Í. 
Mặt khác, vì @ € Isom (Y, Z) nên với mỗi z € Z có một  € Y 
sao cho z = ¿(9) và ||w|| < lle~||.||z|| hay +llv|| < llz|l. Vậy theo 
chú ý cuối mục trước, với mọi y € W¿ và mọi z trong r;r/-lân cận 


của Ƒ'{')(r“ = r — ||b — È||), có một  € Wạ¿ duy nhất nghiệm đúng 
F(w) = z (tức là ƒ(z, y) = z) và 


lv—wl< nlz -F()|= nÌz -ƒ(œw)|. — (58) 


l 


——=t:¿ 
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Lấy ự' = b và chú ý rằng theo (55) z = 0 thuộc ?;r-lân cận của 
), ta có một  € V¿ hoàn toàn xác định sao cho ƒ(z, y) = 0 và 


lu — ð|| < nlU, b)|| 


Đặt  = g(z) thì ánh xạ ø : Vị —> Vạ thỏa mãn (53) và bất đẳng 
thức trên cho thấy rằng khi z —› a thì do ƒ(z,b) => ƒ(a,b) = 0 nên 
0(z) —> b, chứng tỏ ø liên tục tại a. n 

Định lý 17. Nếu ngoài các điều kiện nêu trong Định lý 16 ta giả 
thiết thêm rằng ƒ : U —› Z liên tục thì ánh xạ q : Vì —> V2 sẽ liên tục. 
Nếu thêm nữa ta giả thiết rằng đạo hàm riêng ƒ; tôn tại trong Ù và 
liên tục tại (a,b) thì ánh xạ g khả vi tại a và 


#(4) = [—fy(a,ð)]`../z(a, b). (57) 


Chứng minh. Cho z bất kỳ trong Vị và z € Vị đủ gần z để 
|L/(z.)ll < r/ trong đó ' = ø(Z') và rˆ = r ~ ||b — ||. Khi ấy 
z = 0 thuộc r/-lân cận của F'() = ƒ(z, '), cho nên theo (56) ta có 


lø(z) - ø(z)|| < nl/(.v)l: (58) 


Nếu z —› z“ thì đo tính liên tục của ƒ : ƒ(z,') — ƒ(z,/) = 0. Vậy 
g liên tục tại z'. 

Để chứng minh phần sau của định lý, ta gọi là toán tử ở vế phải 
của (57). Đặt ự' = g(a) + (+ — a) = b + J(z — a). Với mọi z € V, 
đủ gần a ta sẽ có 1 đủ gần b, và | ƒ(z,)| < ạr', (r“ = r — ||b = #'|Ì), 
cho nên theo (56) 


llø(z)—ø(a)—w(z-a)|| < nl (z.)|| = nlứ (.v)—/(a.ð)||. (59) 


Nhưng do ƒ; và ƒ„ tồn tại trong Ứ và liên tục tại (a, b) nên ƒ khả vi tại 
(a, b) và ta có 


ƒ(.') — ƒ(a,b) = 
= f;(a,b).(z — a) + fý(a.b)-(w' — b) + 0(||z — al| + l|w' — È||) 
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Theo định nghĩa của 0 thì ƒ/(a, b).ý = — ƒ;(a, b), vậy ƒ„(a, b).(w' — È) 
= fÿ(a.b).((+ — a)) = -#(a, b).(z — a), do đó ƒ(z,/') ~ ƒ(a, b) = 
o(I[z —al|+ lly —ð||). Mặt khác, || — || = |l#(z —a)|| < lwll-llz —all 
cho nên ø(||z — a|| + ||w' — b||) = ø(||z — all), và điều này, theo (59), 
chứng tỏ g'(a) = 0. ñ 

Chú ý. Do định lý trên, nếu trong Định lý 16 ta thay giả thiết 2) 
bằng điều kiện: " ƒ khả vi liên tục trong  " thì có thể khẳng định ánh 
xạ g: Vq => Vạ khả vi liên tục và tại mỗi z € Vị ta có 


#(z) = [—f4(œ.v)]”`:ƒz(z, 9). 


Biểu thức này cho thấy khi ấy ø' :.Vị -> L(X, Z) là ánh xạ liên tục. 


Theo chứng minh Định lý 16 và phần đầu chứng minh Định lý 17, 
nếu có đủ những giả thiết nêu trong Định lý 16 và ta có (54) và (55), 
với ¿ = fg(a,b), € < Y = †z®y› 1ì = 3(% — £), r = bán kính hình 
cầu 1⁄2, thì hàm ẩn + = ø(+) được xác định với mọi z € ⁄;; đồng thời 
(xem (58): ||ø(z) — ø(z')|| < ‡l|ƒ(z, ø(z'))|| miễn là ||ƒ(z, ø(z)|| < 
ri(r — ||b — ø(z)|Ì). 

3.6. ỨNG DỤNG: PHƯƠNG TIẾP XÚC CỦA MỘT ĐA TẠP. Một 
ứng dụng của những kết quả trên có ý nghĩa quan trọng trong tính biến 
phân và lý thuyết cực trị là như sau. 


Cho một tập À⁄Z trong một không gian Banach X và một điểm a € 
Mí. Ta nói một vectơ h € X là một phương tiếp xúc của tập M tại a 
nếu có một dãy điểm z, € Ä⁄ sao cho z¿ = a + eh + o(£), với e | 0 
và J2 —› 0 khi e — 0. Đại thể điều đó có nghĩa là gần sát tuỳ ý ø 
và theo phương gần sát tuỳ ý h đều có những điểm của Ä⁄. Ta cũng có 
+(z — a) —> h khi e | 0. Như vậy, khái niệm này là sự khái quát hoá 
khái niệm vectơ tiếp xúc của một đường hay một mặt trong không gian 
thông thường. 

Giả sử 

M ={+€U: ƒ(:) =0} (60) 
trong đó ƒ là một ánh xạ liên tục từ một tập mở Ù trong không gian 
Banach X vào một không gian Banach Y. 

Định lý 18. (Ljustemik) Cho a € U và ƒ(a) = 0. Nếu ƒ khả vì 

chặt tại a và đạo hàm ƒ'(a) : X — Y là toàn ánh thì một vectơ h € X 
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là phương tiếp xúc tại a của đa tạp (60) khi và chỉ khi ƒ'(a).h = 0. 


Chứng minh. Điều kiện cần là hiển nhiên vì nếu h là phương tiếp 
xúc, tức là có một dãy z¿ = a + £h + ø(£) (e | 0) sao cho ƒ(z) = 
thì ta có 


__ 0= 2If)~4)]= /6)(h+^) + SE, 


từ đó ƒ“(a).h = 0. Để chứng minh điều kiện đủ, giả sử h nghiệm đúng 
ƒ'{a).h = 0. Theo định lý ánh xạ ngược địa phương (Định lý 15) tồn 
tại một lân cận ⁄ C U của a và một số r > 0 sao cho: với mọi a“ € V 
và mọi r/-lân cận V⁄“ C V của a, tập ƒ(V”) bao hàm một (r“)-Ìân cận 
của ƒ(a/). Vì J{a+ech) = ƒ(a)+£ƒ (a). h-+o(£) nên với e > 0 đủ nhỏ, 
hình cầu tâm ø' = a + eh, bán kính r“ = 2 || ƒ(a + eh)||, sẽ nằm trọn 
trong V. Khi ấy, vì 0 € Y thuộc (r”)-lân cận của ƒ(a') nên có z¿ € V 
để cho ƒ(ze) = 0 và ||z — (a + eh)|| < }||ƒ(œ + eh)||. Bất đẳng thức 
này kéo theo z„ = a + £h + o(£), chứng tỏ h quả là một phương tiếp 
xúc tại œ của đa tạp ƒ(z) = 0. ñ 


Thành thử với những giả thiết đã nêu trong định lý, tập tất cả các 
vectơ tiếp xúc với đa tạp ƒ(z) = 0 tại điểm a là không gian con của 
X trùng với Kerƒff(a) : ta gọi nó là không gian tiếp xúc của đa tạp tại 
điểm a. 


4. NGUYÊN LÝ ĐIỂM BẤT ĐỘNG BROUWER 
VÀ SUY RỘNG | 


Các định lý ánh xạ co (Định lý 12, Chương 2, tiết 5, và Định lý 
14, Chương này, tiết 4) đã phát biểu những nguyên lý điểm bất động 
đối với một lớp ánh xạ liên tục trong không gian metric đủ. Trong tiết 
này sẽ trình bày nguyên lý điểm bất động cho lớp ánh xạ liên tục trong 
các tập lồi compac trong không gian định chuẩn, và trước hết trong R". 
Định lý bất động Brouwer sẽ chứng minh dưới đây là một trong những 
định lý sâu sắc và nổi tiếng nhất của toán học. 


4.1.ĐƠN HÌNH. Trong một không gian định chuẩn X ta xét r: điểm 
đị, đ2,.... đ„ Sao Cho các VeCfƠ đ¡ — đa, đạ — đạ,.... ,Œ„_¡ — g„ độc lập 
tuyến tính (khi ấy ta cũng nói các điểm ay, a;,..., aạ là độc lập affin). 


l 
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Bao lồi của tẬp ø¡,đ¿,..., a„, tức là tập ,Š gồm tất cả các phần tử có 
dạng vñ 
# = Àyaq + À20a +... + Ànứn, Với 


À¡>0(=1,...,n), Ai +Àa+... +Àn =1 (61) 


gọi là đơn hình (n — 1) chiếu (hay (n — 1)-đơn hình) sinh bởi. 


đị,dạ,..., đ„. Ta viết Ÿ = [d,dạ,..., an]. Các điểm ơy, đạ,..., đa 
gọi là các đỉnh của đơn hình. Do giả thiết về tính độc lập affin của 
đ...., đạ nên với mỗi z € Š các số À,..., À„¿ nghiệm đúng (6l) 
được xác định đơn trị. Thật vậy, vì Àa = 1 — (À¡ +... + Àa) nên 


# — đa = À¡(0) — 6n) +... + Àa(đn~\ — đn). 


mà cách biểu diễn này là duy nhất do các vectơ a — đạ,.... , đ„~1 — đn 
độc lập tuyến tính . | 


Các số À¡,..., À„ nghiệm đúng (61) gọi là các toạ độ trọng tâm 
của z trong đơn hình Š. Ta ký hiệu À;¡ = À;(z) (toạ độ trọng tâm thứ ¡ 
của z). 


Với mỗi ¡ = 1,..., r: tập  — 1 điểm a; (7 # ) cũng độc lập affin, 
và sinh ra một (n — 2)-đơn hình #; C ŠS, gọi là điện thứ ¡ của S (đối 
diện với đỉnh a¡). Rõ ràng #‡ cũng chính là tập tất cả các điểm z € 6 
có À;(z) = 0. 

Khi X = R" và a¡ = (0,...,1,..., 0) là vectơ đơn vị thứ ¡ của R" 
thì 9 gọi là đơn hình chuẩn (n — 1) chiều. Trong trường hợp này các 
toạ độ trọng tâm của mỗi điểm z € Š trùng với các toạ độ Descartes 
của nó trong R", tức là nếu z = (€¡,Éa;,...,É„) € R*" mà thuộc S thì 

À¡(z) = &¡ (thật vậy, z = €¡ei+...+n€n, É; > 0 và €q+...+a = ]). 


4.2. TAM GIÁC PHÂN. Sau đây ta sẽ xét một đơn hình Š = 
[a, đa... , an], mà để cho tiện ta sẽ giả thiết là đơn hình chuẩn trong R* 
(tức là a! là vectơ đơn vị thứ ¿ của lR" : a' = (0,...,1,..., 0)). Như thế 


mỗi điểm z € Š có dạng z = (€¡,€ạ,....,É„) € R" trong đó €; = À¡(Z). 
Dễ thấy các vectơ e; = d¡ —d;+¡, ¿ = 1,...., +— 1, độc lập tuyến tính và 
lle;|| = vn — 1 = diamS. Đặt e„ = aạT— ay = —(€¡+...+€n—¡) và qui 
ưỚC đn¿) = đ ta CÓ 6¡ = đ¡ — đ;+¡,? = l,...,Tt, Và 6 +..., +ế„y = 0. 


Cho trước một số tự nhiên rm ta ký hiệu @Q là tập tất cả những điểm 
z = (ậ,....Éna) € mà mỗi ; = À;(z) là một bội số của £ := 1/m. 
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Với mỗi cặp z = (ế:.....Éna). = (Th.....Tịa) € Q ta qui ước viết 
J < nếu  = z+£e¡ với một ¿ nào đó, nghĩa là nếu r), = €¡+-£, ?h+¡ = 
Ế¡+¡ — £, và TỊj =€; V7 #i,¡+ 1. Khi n điểm #tsZ2,..., #„ thỏa mãn 
#\ < 7¿.,7¿ < 74,...yTn_) < 7n, VỀ Zạ < 7¡, nghĩa là 7¿¿¡ — 2¡ = 
£en(i)(Ý = 1... ,Tt = 1),đị — #a = £€n(n) trong đó (h(1),..., h(n)) là 
một hoán vị của {1,2,...,r+} thì các điểm zạ,...,z„ là đỉnh của một 
(n — 1)-đơn hình có đường kính bằng e+⁄= — 1. Chú ý rằng khi ấy với 
‡ bất kỳ ta đều CÓ Z¡ < 7¡+t1,...vZn~t €'#ny2na < #ị,...y®~-\ < #ụ. 
Ta gọi một đơn hình con [z¡, za,..., z„} như thế là một ô và tập tất cả 
các ô đó là một lưới tam giác phân của S, ký hiệu ?. Hình 16 cho thấy 
7 khi n = 3 và rn = 5. 


Nếu Ư = [z,z¿,....za} là một ô thì mỗi tập con W của Ư gồm 
đúng m = 1 phần tử gọi là một đáy của nó. Như vậy một ô có n đáy, 
đối diện với r: đỉnh. 


r&) 


đi đa 
Hình l6 


Bồ đề 8. Cho một ô U = [z\,za¿,....zaÌ và một đấy WW của nó. 
Nếu YV không nằm trong một diện của S thì có vừa đúng một ô U' # U 
nhận |W làm đáy, nếu trái lại thì không có ô nào khác U nhận W làm 
đáy. 


Chứng minh. Giả sỬ #;¿¡ — #¡ = £€n(¡), ¿ = 1,... ,ft — Ì,#¡ — #„ = 
®n(a)- Đương nhiên W có một trong các đạng sau : 

1) W = {#\y.- 8n -t)) 

2) WV = {#¿,..., an}; 

3) W = WiivcccEL<l#0‹ss v5}. 


__ ——— 


Chương 6. Mấy định lý cơ bản của giải tích hàm 30I 


Trong trường hợp I) , nếu “ = W U {y} là một ô thì  < z¡,z¡ < 
T2,...‹vTZn~9 € Tn~1y›Tn~] € , cho nên hoặc UỤ =T+n-¡ + £Êh(n~1) 
#n, hOẶC ÿ = #a~¡ + £€n(n). Mà  # za vậy chỉ có thể  = za_; + 
£Êh(n) Z #n-t + #ị — #a, do đó nếu #n~¡ + #¡ — #a € Q thì có một ô 
duy nhất U“ # Ư nhận W/ làm đáy; nếu trái lại thì không có U“ # U 
nhận WW làm đáy. Nhưng dễ thấy rằng nếu WW nằm trong diện Ƒ} của 
S thì À¡(#)) = À¡(Za~n) = Ô; ngược lại nếu À¡(m\) = À¡(#n~n) = ( 
thì phải có À;(z„) = e do đó za = #„~¡ + £e, nghĩa là h(n — 1) = ¡, 
và điều này lại kéo theo ¿ # {h(1),..., h(n — 2)}, mà vì À,/(z¡) = 0 
nên cũng phải có À;(z;¿) =.... = À/(za-¡) = 0, nghĩa là W C H. 
Vậy W c h khỉ và chỉ khi À¡(m) =— À¡(#a~n) = (0, mà À¡(9) — 
Àz(#a~1) + À¡(#i) — À¡(Za) (do  = #n~¡ + #¡ — #n), cho nên W C F; 
khi và chỉ khi A;() = —À/(z„) < 0, tức là khi và chỉ khi ý Q. Rốt 
cục, 1 = #„- + £€n(a) Ế Q khi và chỉ khi W⁄/ nằm trong một điện. 

Trường hợp 2) tương tự trường hợp 1). Trường hợp 3) đưa về trường 
hợp l) bằng cách viết lại W = {Z¿«+n, “sĩ sa° #,-I}. n 


4.3. NGUYÊN LÝ BROUWER. Ta tiếp tục xét đơn hình chuẩn - S 
trong JR*, với các diện là #\,..., ÈFn. | 


_ Định lý 19. (Knaster-Kuratbwski-Mazurkiewicz) Nếu h\,.... | 
là những tập đóng sao cho: 


FC L,(i=1,....n), S®CƯR¿, (62) 
thì chúng phải có một điển chung trong S. 


Chứng minh. Cho rrn là một số tự nhiên tùy ý, e = 1/mn. và Q là 
một lưới chia nhỏ Š như trên. Ta gán cho mỗi phần tử z € Š một số 
l(z) € {1,...,m} xác định như sau. Nếu ư„_ = đa + £(@na-¡ — đa) 
VÀ ư¿ = đa + £(0¡ — an) (i = 1,...,7t — 2), thì uy; € F C Lị, 
và u¡ € Fi¿¡ C L¡¿¡ với ¡ = 1,...,r+ — 2, cho nên ta đặt Ì(ua_¡) = 
1,l(uy) = 2....,l(ua..¿) = n — 1. Với mọi z € 6 còn lại, dựa vào 
giả thiết z € ? ;L; ta đặt l(+) = min{i : +£ € L¡}. Như vậy i(z) 
được xác định với mọi z € Q và Ì(z) = ¡ kéo theo z € L¡. Một ô 
U = [za..... a} trong lưới Q gọi là "đầy đủ" nếu 1(U) = {1,.... n}. 
nghiã là (z¡¿) = ¿, ¿ = 1,...,m.. Trước hết ta chứng minh có một ô đầy 
đủ U trong lưới @. 

Ta gọi một tập W C @ là "tập tốt” nếu W gồm m — 1 phần tử và 
I(W) = {1....,mz: — 1}. Trước hết, ta nhận xét Wạ = {t\,..., ưa—} 
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là một tập tốt, và là tập tốt duy nhất mà các phần tử đều thuộc biên 
Ø8 = UƑ_ F) (nghĩa là ngoài Wọ không còn tập tốt nào khác nằm trong 
85). 

Bây giờ để cho gọn lập luận ta đặt a„ = tuọ và xét ô Ứo = [tạ,.. -. 
ư„¡,uọ} nhận W¿ là một đáy tốt. Ta sẽ tìm cách chuyển từ ô ạ sang 
một Ô U¡, rồi sang một ô U, v.V..., sao cho mỗi đều có một đáy tốt, 
cho đến khi nào được một ô đầy đủ. 

Giả sử ta đã có ô ¿ = W/¿U{u¿}, trong đó W¿ là một đáy tốt. Nếu 
i(uy) = n thì U„ là ô đầy đủ và ta dừng. Nếu trái lại !(¿) € {1,:... 
7 — 1} thì phải có một phần tử uy € W⁄¿ sao cho I(u¿) = l(u¿). Khi ấy 
nếu ký hiệu W/¿(u¿/u„) := (W¿ \ {u¿})O {u¿} thì Wy„¡ = Wk(0¿ (uy) 
cũng là một tập tốt khác W⁄¿ (như sau đây sẽ thấy), cho nên không 
thể nằm trong một điện của Š và theo Bổ để 8 phải có duy nhất một 
+) € Q để cho Uy+t = Wk+; ÙU {u¿+ì} là một ô nhận Wk+a làm đáy. 

Như vậy, xuất phát từ U ta sẽ xây dựng được một dãy ô sao cho ô 
sau chung với ô trước một đáy tốt. Ta chứng minh các ô trong dãy ấy đều 
phân biệt nhau. Thật vậy, đĩ nhiên với mọi &, +; #4 U, và chúng có 
chung đáy W¿,;; hơn nữa Ux„¡ # U;¿_; vì đỉnh đối diện với đáy WỨy„\ 
trong Ứ¿ không thuộc Ù/¿¿¡ nhưng là một đỉnh của W⁄¿ C ,.;. Sau khi 
ghi nhớ điều đó, giả sử tất cả các „ với k& < s đều phân biệt. Ta xét 
U,„. Nếu U,¿¡ = Ủạ thì như vừa thấy s > 1 và ta phải có W;;¡ z4 Wọ 
vì nếu l⁄,„¡ = W thì hoá ra Wo vừa chung cho cặp U,„¡(= Uạ), Ú, 
vừa chung cho cặp Uạ, U cho nên U, = U;, trái với giả thiết. Nhưng 
như vậy thì I⁄¿„; và Wo là hai đáy tốt phân biệt của Uo, cho nên chỉ có 
thể IW„„¡ = Mạ, và lại cũng suy ra Ư, = U\, trái với giả thiết. Vậy nếu 
U,„¡ trùng với một „ với k < s thì chỉ có thể 1 < k < s = 2. Khi ấy 
U„ chung J2 với U¿_¡, chung W⁄¿„¡ với U¿¿¡, chung W;+ với U,. Vì 
ba ô Ủ¿ .+,U¿¿¡, Ư, phân biệt nên W⁄¿, W¿„, Ý⁄;+¡ cũng phân biệt: hoá 
ra U„ có đến 3 đáy tốt: vô lý. Vậy U,„¡ phân biệt với các Ứọ,..., Ú;. 

Tóm lại dãy Uọ, Uạ,... , Uy, ... xây dựng như trên gồm toàn những 
6 phân biệt. Vì số ô hữu hạn nên dãy đó phải kết thúc bằng một ô 
đầy đủ. Thành thử, cho trước e = 1/m bao giờ cũng có một ô đầy 
đủ Ứ, = [zi(£),...,#a(£)}. Do diamU, = vn — 1 —= 0 khi e — 0 
nên phải có một điểm z* € Š sao cho z* = lim,_,oZ;(e) với mọi 
¿=1,...,n. Mà z¡(£) € L¿, ¡ = 1,...,rt, vậy z* € fỆ_¡h:. IB| 


Chú ý. Định lý trên có thể giải thích trực quan như sạu. Giả sử có 
n người cùng chia nhau một đóng góp nào đó, xem như bằng 1. Mỗi 


| ị 
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điểm z € Š biểu thị một phương án trong đó người thứ ¿ đóng góp một 
phần bằng z; (nhớ rằng 0 < z¡ < 1}; z¡ = 1). Tập đóng L¿ là tập 
các phương án chấp nhận được cho người thứ ¿. Định lý 19 khẳng định 
rằng: nếu mọi phương án trong đó người thứ ¡ không phải đóng góp gì 


đều chấp nhận được cho anh ta (F} C L„,), và nếu bất cứ phương án nào: 


cũng chấp nhận được cho ít nhất một người nào đó (S C xs ¡È;¿¡) thì 
phải có một phương án chấp nhận được cho mọi người: z* € f1} ; ñ¡. 
Như vậy, ý nghĩa định lý rất tự nhiên mậc dù chứng minh khá phức tạp. 


Định lý 20. (Brouwer) Mọi ánh xạ liên tục ƒ : S => S từ một đơn 


hình vào chính nó đều có một điểm bất động z* = ƒ(z). 


- Chứng minh. Đặt L¿ = {z € S$: ƒ,(z) > z,}, ta có m tập đóng 
hìị,.... bạ do ƒ(z) liên tục. Vì ƒ(z) € Š nên với mọi z€ S$: ƒ#,(z) > 
0 Vi, trong khi đó F¡ = {z € S$: z; = 0}, cho nên F;¡ C L¡ Vi. Hơn 
nữa, với mỗi z € Š phải có một ¿ sao cho ƒ¿(z) > z;¡, vì nếu không 
tức là ƒ;(z) < z¡ Vi, thì 1 = $2”: /(z) < $3; z¡ = 1, vô lý. Vậy 
$ C U?;L¿. Do đó theo Định lý 19, phải có một z* € f1J_,E¿. Nói 
cách khác: ƒ;(z”) > z‡ Vi, và chú ý rằng 3;_. ƒ:(z`) = >ã +? ta 
suy ra ƒ(z*) = z*. n 


Chú ý. Định lý 19 thường được gọi là Bổ đề KKM (Knaster, Kura- 
towski, Mazurkievicz) vì thường được dùng để suy ra Định lý bất động 
Brouwer như ta đã làm. Nhưng ngược lại, từ Định lý Brouwer cũng có 
thể suy ra Bổ đề KKM (Bài tập 15), thành thử hai Định lý 19 và 20 thật 
ra tương đương nhau. 


Định lý Brouwer cũng có nội dung trực quan rất tự nhiên như sau. 
Giả sử có r. doanh nghiệp cạnh tranh nhau trên một thị trường, và mỗi 
điểm z € Š biểu thị tình thế trong đó doanh nghiệp ¡ chiếm được một 
thị phần bằng z;. Do cạnh tranh nên từ một tình thế z € S có thể dẫn 
tới tình thế mới ƒ (+). Đương nhiên, doanh nghiệp ¡ mong muốn chuyển 
đến một tình thế ƒ(z) với /(z) > z¡. Định lý Brouwer cho biết nếu 
ánh xạ ƒ liên tục thì bao giờ cũng có một điểm z* = ƒ(z*), nghĩa là 
một tình thế cân bằng mà không doanh nghiệp nào muốn thay đổi để 
được lợi hơn. Chính với ý nghĩa đó mà Định lý bất động Brouwer (cùng 
với các mở rộng của nó) là công cụ xây dựng các lý thuyết cân bằng 
trong kinh tế và nhiều lĩnh vực khác. 


4.4. BỔ ĐỀ PHÂN HOẠCH ĐƠN VỊ. Định lý Brouwer được phát 


... 
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biểu cho ánh xạ đơn trị. Để mở rộng nó cho ánh xạ đa trị ta dựa vào bổ 
đề sau, gọi là bổ đề “phân hoạch đơn vị”. 


Bồ đề 9. Cho một tập compac Ở trong một không gian metric X và 
một số hữu hạn tập mở Œ\, Gạ,...., G,„ phủ Œ. Bao giờ cũng có những 
hàm số liên tục e;¡ : X — [0, 1] (( = 1;...,rn) sao cho 

l) e¡(z) = 0 ở ngoài G¡, 

2) e4(#) + ®a(#) + - - : + #m(#) = 1 với mọi z € C. 


Chứng minh. Trước hết ta nhận xét rằng nếu #ì, F; là hai tập đóng 
rời nhau trong không gian metric X thì có một hàm số liên tục e; : 
X = [0, 1] bằng 0 trên #) và bằng 1 trên F;, đó là 


“ 0(z, Fì) 
0(Z, h) + 0(z, th) 


(trong đó ø(z, M) là khoảng cách từ z đến M, tức là số LẺ 0(z, 9)). 
(xem chú thích ở Chương 5, Định lý 3, vẻ sự liên tục của ø(z, Ä⁄)). 


Ta chứng minh bổ để bằng qui nạp theo mm. Nếu rn = 2 thì đặt 
Fị =C\ Gì, Fạ=C\ G, và lấy e:(z) như trên, e¿(Z) = 1 — (2) 
ta sẽ có được những hàm số đòi hỏi. Giả sử bổ đề đã được chứng minh 
cho trường hợp rn — 1 tập mở phủ Œ, và xét trường hợp có rn tập như 
thế: Œ¡, Gạ,...., Œ,„„. Tập hợp F = ` G„ compac (vì là tập con đóng 
của C) và được phủ bởi n — 1 tập mở ),..., G„-¡, cho nên theo 
giả thiết qui nạp, có những hàm số liên tục h¿ : X => [0, 1] sao cho 
h,(z) =0ở ngoài G; và hị\(z) +°-- + hm—ì(2) = 1 trên `. Mặt khác, 
hai tập đóng # và F\ = Œ\ U*71G; rời nhau, cho nên có một hàm số 
liên tục h : X —> |0, 1] bằng 0 trên ì và bằng I trên Ƒ. Các hàm liên 
tục 


€ 


e(z) = h¿(z).h(£)  (i= 1,...,mm— 1) 
#m(z) =  1— @(Z) — --- — ®m-1(2), 
đáp ứng yêu cầu nêu ra trong bổ đề. n 


Các hàm e(z),..., e„(z) như trên gọi là một phân hoạch đơn vị 
ứng với phủ mở Œ\,..., G„ của C. 

Dựa vào Bồ đề 9 có thể suy ra dễ dàng hệ quả sau đây của Định lý 
Brouwer: 


x._„ .x‹.áx: X w Á‹ 
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Hệ quả. Mọi ánh xạ liên tục ƒ : Ở => C từ một tập lôi compac 
CC R" vào chính nó đều có một điểm bất động z* = ƒ(z)). 


Chứng minh. Bàng cách tịnh tiến và thay (nếu cần) " bằng không 
gian nhỏ nhất chứa Œ, có thể cho rằng Œ có một điểm trong a (xem 
Chương 6, tiết, tính chất V) và Œ nằm trong phần trong của một đơn 
hình #. Với mỗi k = 1,2,..., cho Œy = {z € C: ø(z, S\€) 3 1/8). 
Hai tập mở intŒ (phần trong của C) và 9 \_ Œ, phủ S, cho nên theo 
trên, có một hàm số liên tục e„ : 9 —› [0,1] sao cho ey(z) = 1 trên 
Œ, và bằng 0 ở ngoài Œ. Đặt ¿¿(Z) = e(#) ƒ(#) + (1 = e¿())a ta có 
một ánh xạ liên tục từ .9 vào .S, vậy theo Định lý 20, phải có một điểm 
#¿ = @g(#;). Vì 9 compac và 0 < e¿(z) < 1, ta có thể thay (nếu cần) 
các dãy bằng dãy con thích hợp để có +z¿ -> #", e¿(zz) => a. Nếu với 
một & nào đó e¿(zz) = 1 thì z¿ = ƒ(z;) là điểm bất động. Vậy có 
thể coi như e¿(z¿) < 1 với mọi k. Khi ấy ø(z¿, Š \ Œ) < 1/k => 0, 
cho nên ø(z*, \ Œ) = 0, tức là z* là một điểm biên của Œ. Mà 
+* = @œƒ(z*) + (1 — œ)a, vậy (theo tính chất IV, mục 1.3, Chương 6) 
chỉ có thể a = 1, tức là z* = ƒ(z*). a 


4.5. ĐỊNH LÝ KAKUTAMI. Một ánh xạ đa trị ƒ : Œ -› 2Ÿ từ một 
tập Œ trong không gian định chuẩn X vào một không gian định chuẩn 
Y, gọi là đóng, nếu đồ thị của nó 


{(,w):+z€ C, u€ ƒ(z)} 
là tập đóng trong không gian X x Y, hay nói cách khác, từ z„ -> 


+, „ —> 1 Và y € F(z,) luôn luôn suy ra 1 € ƒ(z). 


Định lý 21. Cho một tập lôi compac Ở C R", và một ánh xạ đa 
trị đóng ƒ : Œ -> 2P từ Œ vào một tập compac D C R", sao cho với 
mọi + € Œ, ƒ(z) là tập lồi compac không rỗng . Khi ấy có +z* € Œ và 
ụ* € ƒ(z*) nghiệm đúng. 


(Vz+eŒ) (z—z°,y°)>0 (63) 


(ở đây (u,) biểu thị tích vô hướng của œ, 0 trong R"). 
Chứng minh. Trước hết ta chứng minh có một z* € Œ để cho 


(Vz€ C) (3€ ƒ(z)  (z—z”,y) >0. (64) 
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Giả sử trái lại, tức là 
(VreC) QueC) (Vụce ƒ(z)  (u—z,y)<0. (65) 
Với mỗi u € Œ đặt 
G(u) = {z€ CC: (u— z,) <0 Vụ € ƒ(z)}. 


Nếu z € Œ thì theo (65) phải có ít nhất một  € Œ sao cho z € G(u). 
Vậy họ các G(u), u € Œ, phủ Œ. Dễ thấy các G(u) đều là tập mở 
trong C. Thật vậy, nếu z„ € Œ\ G{u) và z„ —› # (u —> œ) thì với mỗi 
có một 1⁄„ € ƒ(z„) nghiệm đúng (u — z„, 1„) > 0, và do D compac 
ta có thể thay (nếu cần) các dãy bằng dãy con thích hợp để có y„ —› ÿ: ' 
khi ấy, chú ý rằng ƒ đóng, ta có ÿ € ƒ(#) và (u — #, ÿ) > 0, chứng tỏ 
#€Œ `\6G(u). | 

Vì Œ compac nên theo tính chất Heine-Borel (Định lý 9, Chương 
2) có một số hữu hạn phần tử u; € Œ (¡¿ = 1,...,rn) sao cho G(u), 
..-«G(tU,„) vẫn phủ Œ. Cho e;(+) (¿ = 1,. :.,rn) là phân hoạch đơn vị 
ứng với phủ ấy theo Bổ đề 9 và đặt 


9(z) = ` e(z)ui 


i=l 


Vì Œ lôi nên ø(z) € Œ, tức là g : Œ —› Ơ. Vả lại ánh xạ ø liên tục, cho 
nên theo hệ quả ở mục trước phải có một # = ø(#). Nhưng với mọi 
z€ŒC và mọi  € ƒ(z): 


(0(z) — #,y) = S «(z)(u —#,) 


trong đó 3, biểu thị tổng lấy theo các ¿ nào mà e,(z) > 0, tức là 
+ € G(u¡) (do đó (u¡ — z,) < 0). Ta có 3, e(z) = 1, vậy (ø(z) — 
z,1) < 0: điều này đưa đến mâu thuẫn khi lấy z = # (theo giả thiết 
ƒ(z) # Ô với mọi z). Vậy ta phải có (64). 


Bây giờ ta đặt, với mỗi z € C: 
| D(Œ) = {ụ € ƒ(z`) : (z — z*,y) < 0} 
Dĩ nhiên để hoàn thành việc chứng minh định lý ta chỉ còn phải 


ị vạch rõ ràng có ít nhất một điểm +* của ƒ(z*) không thuộc một ?(z) 
| nào cả. 
.ˆ 


mxM. 
} | 


` 


—mn 
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Giả sử trái lại, các D(z), z € Œ, phủ lên tập ƒ(z*). Vì mỗi D(r) 
hiển nhiên là một tập mờ, mà ƒ(+*) cọmpac nên theo tính chất Heine- 
Borel, phải có một số hữu hạn các ?(z), chẳng hạn ?(z¡), D(z;), 
‹++› Ð(zm), vẫn phủ ƒ(z°). Ta khẳng định có một số e > 0 đủ nhỏ để 
cho hệ bất đẳng thức 


(+z¡ — z°,y)+e>0 (¡=1,2,...,m) (66) 


không có nghiệm trong ƒ(z*). Thật vậy, nếu trái lại ta sẽ có một 
dãy ¿ € ƒ(z°) (k = 1,2,...) sao cho (7¿ — #*,we) + £ey > 0 (¡ = 
l,2,...,m) với e¿ | 0 (k => œo). Vì ƒ(z*) compac ta có thể lấy một 
'đãy con để có ¿ -> ọ € ƒ(z*). Hiển nhiên (z — z*,o) > 0 (¿ = 
1;2,...,?m), có nghĩa là wọ không thuộc các D(z;) (¡ = 1,2,...,mm), 
mâu thuẫn với trên. Vậy với e > 0 đủ nhỏ hệ (62) không có nghiệm 
trong tập lồi ƒ(z"). Theo Định lý 6 (Chương này) về bất đẳng thức 
không tương thích, phải có những số thực ¿¡ > 0 (¿ = 1,... ,rn), sao 
kh | 


cho œ = Ồ ”u¡ > 0, và 


¡=l] , m 
(Vụ € ƒ(z") ` m[(z¡ — z",w) + e} > 0. 
¿=1 ` 


Đặt œ; = u;/œ ta có zạ = 3" ằœ¡z¡ € Ở và 
(Vục€ ƒ(')) (zo—z°,y)<0, 
mâu thuẫn với (67). n 
Chú ý. Một điểm z* € Œ sao cho có " € ƒ(z") thỏa mãn (63) 
cũng gọi là một nghiệm (lời giải) của bất đẳng thức biến phân 


sup inÍ (z—z°,/)>0 
w€/(z) Z€C 
Hệ quả. (Định lý Kakutani). Cha một tập lồi compac Œ C R" và 
một ánh xạ đa trị đóng ƒ : Œ —> 2° từ C vào chính nó, sao cho với mọi 
z €C, ƒ(+) là tập lôi, compac, không rỗng . Khi ấy ƒ có một điểm bất 
động, nghĩa là một điểm +" € Œ sao cho z* € ƒ(z}): 


Chứng minh. Ap dụng định lý trước cho ánh xạ ' F(z) = z — ƒ(z) 
ta được một điểm z* € Œ và một * € ƒ(z") sao cho (Vz € C) 


!Ở đây D = Œ - C mà C compac nên dễ thấy rằng D cũng compac. 
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(z—z*, z*—w") > 0. Lấy z = ụ* € C ta suy ra (y°—z”, z*—w") 3 0, 
từ đó 7° = ° € ƒ(z`). ñ 


Đương nhiên định lý Brouwer (Định lý 20) là trường hợp riêng của 
định lý Kakutani, khi ƒ là ánh xạ đơn trị. 


4.6. ĐIỂM BẤT ĐỘNG TRONG KHÔNG GIAN ĐỊNH CHUẨN. Các 
kết quả trên có thể mở rộng vào không gian định chuẩn. 


Định lý 22. (Ky Fan) Cho một tập lồi compac C trong một không 
gian định chuẩn X, và một ánh xạ đa trị đóng ƒ : Œ — 2° từ C vào 
chính nó, sao cho với mọi + € C, ƒ(z) là tập lôi compac, không rông. 
Khi ấy tồn tại z* € Œ sao cho +* € ƒ(). 


Chứng minh. Xét một hình cầu mở WW, tâm ở gốc, và có bán kính 
bằng 1/z. Họ các tập mở z + W„ phủ Œ, mà Œ compac nên có một SỐ 
hữu hạn tập ấy vẫn phủ Œ : z¡ + W¿,i = 1,...,m:. Gọi S$ là bao lồi 
của các 7,...,Z„ và `: 9 —› 2Š là ánh xạ xác định bởi 


F(z) = (ƒ() + W:) n 5. 


Với mỗi z € Š có it nhất một  € ƒ(z) C Œ và với y này lại có một 
z¡ sao cho 1 € +¡ — +, tức là z¡ € + W/; (vì W, = —W/), mà hiển 
nhiên z¡ € Š nên z¿ € FƑ(z). Vậy F{(z) # Ú. Cũng rõ ràng F(z) lồi 
vì là giao của hai tập lồi ƒ(z) + W; và S. Ta kiểm tra lại ` là ánh 
xạ đóng. Giả sử z„ -—> z,„ => 1, € F(z„). Ta có „ = z„ †. uự 
với z„ € ƒ(z„), uy € W;. Vì {z„} C Œ mà C compac nên có một 
dãy con z„„ => z € Œ, và do ƒ là ánh xạ đóng nên z € ƒ(z). Mặt 
khác, ưự, = 1„ — Zw„ *>  — Z, mà W,. đóng nên 1 — z € W., 
do đó  € z+ W; C ƒ(z) + W, tức là y € F(z) vì hiển nhiên 
ụ € $. Vậy Ƒ quả là ánh xạ đóng. Theo Định lý Kakutani phải 
có z„ sao cho z„ € ƒ(z;) + W; tức là có một ; € ƒ(z;) sao cho 
ụ, € z„ + WỨ;. Vì {z„,r = 1,2,...} C Ở compac nên có một dãy con 
+y, => #" € Ở (s => +oo). Khi ấy , —› z", và do ƒ đóng ta phải có 
- “Si ~Ấ€ d£ xế h I8 
tí Hệ quả. (Schauder) Một ánh xạ liên tục ƒ : Œ —> Œ từ một tập lôi 
compac C trong một không gian định chuẩn vào chính nó bao giờ cũng 
có một điểm bất động +* = ƒ(z). 


Định lý Ky Fan (và do đó cả định lý Schauder) vẫn còn đúng khi 
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X là không gian lồi địa phương -- một lớp không gian rộng hơn không 
gian định chuẩn, sẽ được nghiên cứu ở Chương 8. 


BÀI TẬP 


Định lý Hahn-Banach 


1. Trong một không gian định chuẩn thực X, nếu hai tập lồi 4, ö không 
có điểm chung và A là mở, thì có một phiếm hàm ƒ € X* sao cho 


(Vr<A,yw€B) ƒ(z) <œ< ƒ(). 


Nếu X là không gian phức, thì kết luận thay đổi như thế nào? 


Chỉ dẫn. Dựa vào Bổ để 2. Nếu X là không gian phức thì coi nó như 
không gian thực sẽ có một phiếm hàm tuyến tính thực trên X sao cho g(z) < 
œ < ø(0) (V+z € A,.€ PB), sau đó đặt ƒ(z) = g(z) — iq(iz), sẽ có ƒ € X", 
nghiệm đúng 


(Vz€A,yụ€Đ) Reƒ/(z) <Áœ<Reƒ(y). 


2. Nếu hai tập lồi đóng A,Ö C X (không gian thực) không có điểm 
chung, và Á compac thì có một phiếm hàm ƒ € X" tách hẳn A với B, nghĩa 
là sao cho 

Vr<A,u€B ƒ(r) < œi < œ¿< ƒ(). 


Chỉ dẫn. Lấy một hình cầu mở Š đủ nhỏ để A + Š vẫn không cắt Ö và 
áp dụng Bài tập 1. 


3. Mỗi tập lồi đóng A là bằng giao của tất cả các nửa không gian đóng 
chứa nó. 


"Chỉ dẫn. Gọi Ø là giao của tất cả các nửa không gian, đóng chứa A. Ö là 
tập lồi đóng, chứa 4. Nếu có zo € Ö\_ A thì áp dụng kết quả bài tập 2 sẽ có 
một phiếm hàm ƒ € X* tách hẳn zọ với A, và ta sẽ có một nửa không gian 
đóng chứa 4 nhưng không chứa một điểm zọ € Ö : vô lý. 


4. Cho một tập 4 trong một không gian định chuẩn X. Một phiếm hàm tựa 
của 4 tại zo € 4 là một phiếm hàm ƒ € X”* sao cho ƒ(z) > ƒ(zo) (V+ € 4). 
Khi ấy siêu phẳng đóng H = {z : ƒ(z) = ƒ(zo)} cũng gọi là một siéw phẳng 
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tựa của Á tại zọ. Chứng mình rằng nếu 4 là tập lồi đóng có điểm trong, thì 
tại mỗi điểm biên của A có ít nhất một siêu phẳng tựa. 


3. Một hàm số thực ƒ : X —› R (ƒ có thể lấy giá trị —oo, +oo) trên một 
không gian định chuẩn X được gọi là /ới nếu với mọi z¡,z¿ € X và mọi số 
thực œ € |0,1] : ƒ(a#\ + (1 = a)#¿ < œƒ(#n) + (1 — a)/(z¿). Hàm lồi ƒ 
gọi là chính thường nếu có một tập lồi Œ C X sao cho ƒ(z) hữu hạn trên C, 
và ƒ(z) = +œ ngoài C. Khi ấy ký hiệu Œ = domƒ. 

Cho một hàm lồi chính thường ƒ : X —› R. Một phiếm hàm z* € X* gọi 
là đưới gradien cùa ƒ tại a nếu 


(Vz € X) (ƒ(z) — ƒ(a)) > (z°,z = a) 


trong đó, với mỗi z* € X* ta ký hiệu (z*,u) = z*{u) (giá trị của phiếm hàm 
# tại điểm u € X). Tập hợp tất cả các dưới građien của ƒ tại a gọi là đưới vi 
phân của ƒ tại a và được ký hiệu 8ƒ (a). 


Chứng minh rằng nếu ƒ là một hàm lồi chính ... liên tục tại một điểm 
a € domƒ thì Øƒ(a) là một tập không rỗng . 


Chỉ dẫn. Có thể cho rằng có một # tại đó ƒ(#) < ƒ(a) (nếu trái lại 
thì 0 € Øƒ(a). Dựa trên sự liên tục của ƒ tại a có thể suy ra z là một điểm 
trong của tập lồi E = {z : ƒ(z) < ƒ(a)}. Vì a ế E nên áp dụng định lý 
tách sẽ có một z* € X* sao cho (z*,z) < œ = (z*,a) (Vz € E) tức là hệ 
ƒ(z) — ƒ(a) < 0, (z*,a— z) < 0 không có nghiệm. 'qu0u242uy2u ae 
số £ > 0 để (Vz) ƒ(z) — ƒ(a) + t(z*,a — z) > 0v.v.. 


6. Nếu ƒ\, ƒs là hai hàm lỏi chính thường thì với mọi a : 
ô(ƒì + ƒa)(a)  8ƒ¡(a) + ôƒa(a) 
và nếu ƒ¡ liên tục tại một zo € dom/¿, thì với mọi œ £ 
Ø(]ì + ƒa)(a) = 8ƒn(a) + ôƒa(a) 


Chỉ dẫn. Giả sử ƒ; liên tục tại zọ € domƒ/;. Nếu z* € Ø(ƒ: + ƒz)(a) thì 
với mọi (u,u, œ) € X x X x R hệ sau vô nghiệm: 


fi(a+u)— f\(a)— œ < 0, œ— (z°,v) + fa(a+0)— ƒs(a) < 0, u—u =0. 


Dựa vào các giả thiết, suy ra phải có À;, À¿ > 0, vàg « sao cho À¡, À2, Ø9 
không cùng = 0 và 

ÀAI[fi(a+w)— fi(a)—a]+As[œ— (z*,9) + fa(a+)— fa(e)]+s(u— 1u) 2 
0 với mọi u,z € X và mọi œ € R. mảng du dào Jung, à ao 
À¡ = À¿, do đó có thể cho rằng À¡ = 
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Cho œ = 0, rồi lần lượt u = 0,  = Ö, suy ra 
z* €8ñ:(a) + 8ƒa(a). 


Định lý ánh xạ mở và nguyên lý chặn đều 


7. Cho X,Y, là hai không gian Banach, và A : X -› Y là toán tử tuyến 
tính liên tục từ X lên Y.. Khi ấy (KerA)+ = ImA*. 

Ở đây A* : Y* —› X* là toán tử phó (liên hợp) của A xác định bởi 
(A*y*,z) = (w*,Az) với mọi y* € Y* và mọi z € X. Còn E* = {z'* : 
(z°,z) =0 Vz€ E). 

—8,Nếu A: X + Y là toán tử tuyến tính liên tục 1-1 từ không gian Banach 
X lên không gian Banach Y thì phải có hai số dương a, b sao cho 


(xe) allz|| < J|4zl| < llð|l llz| 


9, Nếu ||.||¡ và ||.||s là hai chuẩn trong một không gian tuyến tính X sao 
cho với mỗi chuẩn ấy X đều là không gian Banach, và ||z„||\ => 0 luôn luôn 
kéo theo ||zn || —> 0, thì hai chuẩn ấy tương đương. 


Chỉ dẫn. Xét ánh xạ đồng nhất z -› z. 
10. Nếu Xí, NÓ là hai không gian con đóng của một không gian Banach 


X sao cho mọi z đều có thể biểu diễn một cách duy nhất dưới dạng z = 
u +, u€ Àí, u€ N, thì các toán tử chiếu z -> u, và z + 0 liên tục. 


II. Cho X,Y là hai không gian Banach, và A : X -+ Y là một toán tử 
tuyến tính sao cho: với mọi dãy z„ => 0 và mọi phiếm hàm ø € Y'* ta đều có 
4(Azn) => 0. Khi ấy A phải liên tục. 


Chỉ dẫn. Chứng minh A có đồ thị đóng. 


12. Cho một dãy toán tử tuyến tính liên tục Áa : X —› Y từ không gian 
Banach X vào không gian Banach Y. Muốn cho dãy Á„ hội tụ điểm tới một 
toán tử tuyến tính liên tục A điều kiện cần và đủ là: 

a) dãy các chuẩn ||An|| bị chặn ||Aa|| < M (n = 1,2...) 

b) đãy {4a(z/)} là dãy cơ bản, với mọi z € Z, trong đó Z là một tập trù 
mật trong X. 

Định lý điểm bất động 


Trong các bài tập 13-14, Š là một (n — 1)-đơn hình với các đỉnh là 
đ¡,...,đ„ Và các diện là F\,..., F¬. Chứng minh các định lý sau: 


13. Nếu có n tập hợp đóng Lạ,..., Lạ sao cho: 
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2) œ'€ L¡, FịnL¡ = 0 (Vi) 
thì các tập Lì,..., ba có một điểm chung trong Š. 

Chỉ dẫn. Ap dụng Định lý 19. 

14. Nếu có n tập đóng Lạ,..., Lạ sao cho với mọi {i,i2,...,i} C 
{1,...,z} đơn hình sinh bởi a¡,,đ¡„,..., œ¡„ đều được phủ bởi hợp của các 
hịy hịa, ‹ ‹ ‹ ý Lụ,, thì các tập Lị,..., bạ có một điểm chung trong ổ. 

1ã. Ap dụng Định lý bất động Brouwer để suy ra Định lý 19. 

Chỉ dẫn. Với k > 0 đặt Wï; = {z € 9: ø(z, L¡) > 1/k} và xét ánh xạ 

' 4 #¡~1/Ø0(Z, H,) F 
z) xác định bởi f(Z) = œã————~~› với quy ước zọ = zạ. Chứng 
/(z) đÁ) = S5 chà, Hộ" Với Quy tốc zọ = zn 
minh rằng nếu # = ƒ(#) thì ƒ(#) > 0 Vi, do đó ø(#, L¡) < 1/k. Vì k có thể 
lớn tùy ý suy ra có một z* € f1? :E¡. 

Chú ý. Mỗi mệnh để trong hai bài tập 13, 14 cùng với Định lý 19 đều là 

những dạng tương đương của Định lý Brouwer. 


l6. Cho hai tập lồi compac A4, Ö trong R*, và một hàm ƒ(z, y) xác định 
trên A x B. Nếu ƒ lồi theo z, lõm theo g, và liên tục theo riêng từng biến z, 
thì 


mạc MU ƒ(z,) =  ] ƒ(œ,) 


(@(9) gọi là lõm nếu —œ(y) là lồi). 


Chỉ dẫn. Cho Œ = Ax B. Với mỗi z = (z,w) € C đặt F(z) = 
Á„(z) < My(z), trong đó 


M;(z) 
MyŒ) 


{u€A:ƒ(, w) = min ƒ(z,)} 
{u€A: ƒ(u,u) = tủa ((&, 1)} 


Anh xạ ?° thỏa mãn các điều kiện của định lý Kakutani. 


17. Trong một không gian tuyến tính tôpô X cho ø tập lỏi đóng C\,.... , Ơn, 
có hợp là một tập lồi Œ. Nếu giao của bất kỳ m — 1 tập nào trong số đó cũng 
có giao không rỗng thì giao của cả tập không rỗng. 


Chỉ dẫn. Lấy b;¡ € f\;x¡C;, và T' = conv{bn,... , bạ, Ở = |œ,... , an là 
đơn hình chuẩn + — 1 chiều trong R*, ¿ : 9 —› T là ánh xạ affin chuyển mỗi 
a¡ tới b¡ (một ánh xạ ự(z) gọi là affin nếu (z) — ¿(0) là tuyến tính). Ap 
dụng Định lý 19 cho hệ tập L¡ = ¿~}(Œ;). 


Chương 7 


KHÔNG GIAN HILBERT 


1. KHÁI NIỆM KHÔNG GIAN HILBERT 


1.1. TÍCH VÔ HƯỚNG. Trong không gian R* tích vô hướng của hai 
V€CtƠ # = (€,Éa, .. Ép), .” (m, T}2; ..-› Tịy): 


(z,1) = Éutn + €af]› +... + €T): 


giữ một vai trò rất quan trọng, và là một khái niệm được ứng dụng rộng 
rãi trong toán học, cơ học, vật lý, v.v... Biết tích vô hướng của mọi cặp 
vectơ thì có thể suy ra độ dài các vectơ (bình phương độ dài một vectơ 
bằng tích vô hướng của vectơ ấy với chính nó) và góc giữa hai vectơ 
(cosin của góc này bằng tích vô hướng của hai vectơ chia cho tích các 
độ dài của chúng). Thành thử trong khái niệm tích vô hướng đã bao 
hàm khả năng đo độ dài, đo góc, và từ đó đi đến những khái niệm quan 
trọng khác như tính trực giao, hình chiếu thẳng, v.v... 


Ta hãy xét xem làm thế nào đưa được khái niệm tích vô hướng vào 
không gian định chuẩn. Ta nhận thấy tích vô hướng (z, y) của hai vectơ 
, + trong IR* có các tính chất cốt yếu sau đây: 


l) (z,) = (0,#). 
2) (z+ 9,z) = (,z) + (,z). 
3) (œz, ) = œ(z, ) với mọi số thực œ. 
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4) (z.z) > 0 nếu z # 0; (z,z) = 0 nếu z = 0. 

Vả lại tích vô hướng liên hệ với độ dài (chuẩn) của các vectơ bởi 
hệ thức 

5) (z.z) = ||z|Ì. 


Như vậy phải làm thế nào xác định được trong không gian định 
chuẩn một hàm hai biến (z, 1) với các tính chất 1) - 4) và liên hệ với 
chuẩn bởi hệ thức 5). Một không gian định chuẩn mà trong đó có thể 
xác định được một hàm hai biến (z, ) với các điều kiện ấy gọi là một 
không gian tiền Hilbert (hay không gian unita). 


Từ I) 2) 3) ta có 


#+y,zetp)+e—y, # — 9) = 2(z.z) + 2(u. 9) 


và kết hợp với 5) ta suy ra tao trong một Suướn gian tiền Hilbert phải 
thỏa mãn điều kiện 


llz + v|l? + llz - v|Ÿ = 2(Izi” + llwll?). () 


Đẳng thức này có nghĩa là: tổng bình phương các cạnh của một hình 
hình hành bằng tổng bình phương của hai đường chéo, cho nên thường 
gọi là điều kiện bình hành. 


Vậy muốn đưa được tích vô hướng vào một không gian định chuẩn 
thì không gian này phải thỏa mãn điều kiện bình hành. Ngược lại có 
thể chứng minh (không khó khăn lắm!) rằng nếu một không gian định 
chuẩn thỏa mãn điều kiện bình hành thì bằng cách đặt 


: 
(e.v) = 2(Ilz + vi? — lịz = vlf)` @) 


ta sẽ có hàm hai biến (z, ) với các tính chất 1) - 4). 


Tóm lại, không gian Hilbert chẳng qua là không gian định chuẩn 
thỏa mãn điều kiện bình hành (1). 


Nhưng trong phần lớn các ứng dụng, khái niệm tích vô hướng đi 
trước khái niệm chuẩn, cho nên trong lý thuyết không gian Hilbert 
người ta thường xuất phát từ một không gian tuyến tính (chưa định 
chuẩn), lấy các tính chất 1) - 4) làm những tiên đẻ để định nghĩa tích 
vô hướng trong không gian đó, rồi mới định nghĩa chuẩn bởi 5) tức là 
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llz|| = v/(z,z) (đương nhiên cần chứng minh rằng đó là một chuẩn, 
nghĩa là nó thỏa mãn đủ các tiên đẻ về chuẩn). Sau đây chúng ta sẽ 
theo đường lối này. 


1.2. KHÔNG GIAN HILBERT. Một không gian tuyến tính thực X 
được gọi là không gian tiền Hilbert, nếu trong đó có xác định một hàm 
hai biến (z,1), gọi là ích vô hướng của hai vectơ (z, ), với các tính 
chất 1) - 4). 


Ta hãy chứng minh rằng hệ thức 5) tức là 


llzll = v(+.z) @)- 


xác định một chuẩn trong không gian X, nói cách khác không gian tiền 
Hilbert định nghĩa như trên là một không gian định chuẩn. 


Trước hết, với mọi số thực œ ta có 
0 < (z —~ dU,2Z — œy) Huy (z,z) _ 2a(z, 1) + @*(w, v), 


chơ nên tam thức bậc hai theo œ này phải có biệt số < 0: 


\ 


l(z.)ÏŸ — (z,z)(w,w) < 0 


hay 
Itz,v)I < llzll.wl: — 
Từ đó 
(£+,z+ 9) = (z,#) +2(z, 9) + (9, w) < 
< llzl + 2llz|l Ilsll + II»ll? = (IIzll + IIw))? 
Vậy: 


llz + vll < lizll + ll| 


nghĩa là bất đẳng thức tam giác được thoả mãn. Mặt khác từ 3) 4) 
5) ta suy ra ngay: ||z|| > 0 nếu z # 0, ||z|| = 0 nếu z = 0, và 
llœzl| = |a|.||z||. Do đó ||z|| đúng là một chuẩn. 

Qua chứng minh trên ta thấy rằng trong không gian tiền Hilbert 
luôn luôn có bất đẳng thức (4) gọi là bấ: đẳng thức Schwarz. Vả lại 
theo trên đẳng thức bình hành (1) cũng luôn luôn đúng. 


Ÿ 
"Í 
Ñ: 
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Ta có (z + 9,z + 9) ~ (+ — ,z — 0) = 4(z, ) nên giữa tích vô 
hướng và chuẩn có hệ thức (2). Khi ||z„ — z|| —> 0, |lwa — || —> 0 thì 
lÌz„ + all —> llz + ||, lÍza — wa|| => l|z — ||, cho nên theo (2) ta cũng 
CÓ (Zn, 1a) —› (2, 9). 


Vậy tích vô hướng (+, ) là một hàm liên tục đối với + và ụ. Và 
chăng các tính chất 2), 3) có nghĩa là: (z,) là một phiếm hàm song 
tuyến tính trên X, và bất đẳng thức Schwarz (4) cho thấy phiếm hàm 
này bị chặn, do đó theo kết quả ở Chương 5, mục 5.3, nó phải liên tục. 


Vì một không gian tiền Hilbert là không gian định chuẩn, nên mọi 
khái niệm và sự kiện về không gian định chuẩn đều áp dụng cho nó. 
Nói riêng một không gian tiền Hilbert có thể đủ hay không đủ. Một 
không gian tiền Hilbert đủ gọi là một không gian Hilbert. 


Một không gian tiền Hilbert không đủ bao giờ cũng có thể bổ sung 
cho thành không gian Hilbert : muốn như thế, người ta coi nó là một 
không gian định chuẩn với chuẩn ||z|| = +/(z, z) để bổ sung cho thành 
một không gian Banach (như đã thấy ở Chương 5, mục 1.4), sau đó sẽ 
chứng minh rằng trong không gian Banach này có thể định nghĩa tích 
vô hướng thêm cho các phần tử mới để vẫn có ||z|| = +/{z, +). 


Giữa các khái niệm không gian metric, không gian tuyến tính, không 
gian định chuẩn và không gian Hilbert, có những liên hệ như trong Bảng 
1. 


Trong những ví dụ về không gian định chuẩn đã gặp, IR* đĩ nhiên 
là không gian Hilbert, với tích vô hướng là (z,) = 3ˆ} ¡€un,. 
Không gian L?(E, ) cũng là không gian Hilbert, với tích vô hướng: 


(ø,v) = Í z()w(94, 
Tích phân này tồn tại và hữu hạn vì theo bất đẳng thức Hölder: 


ml<(ƒ #)`(ƒ #)°<œ 


Không gian Cự na) gồm tất cả các hàm liên tục trên [a, b} với các phép 
toán tuyến tính. thông thường và với tích vô hướng 


(z.v)= lá z(t)w(t)dt 
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Tập hợp X 


(+ Mêtric) (+ Các phép toán tuyến tính) 


Không T mêtric Không gian TN tính 


(+ Các phép toán tuyến tính) (+ Mếtric 
lọc can Gbsctgsg0uEssuskossxf? 


Mêtric bất biến và thuần nhất 
(+ Tích vô hướng) 


Không gian định chuẩn 


Không gian Banach 
(+ điều kiện bình hành) 
Không gian tiên Hilbert 
(+,đủ) 
Không gian Hilbert 
Bảng 1 


L 
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là một không gian tiền Hilbert không đủ (tính không đủ này cũng chứng 
minh tương tự như đối với Cu, Chương 2, mục 3. l). 

Một không gian Hilbert thường gặp nữa là không gian /2, lập thành 
bởi tập tất cả các dãy số z = (€¡,€¿,...) sao cho 52°°.£? < oo, với các 
phép toán tuyến tính : z+ = (+, Éz++?»,...); œ#z = (a£n, œ¿,...), 
và tích vô hướng 


°° 


(z,) = mm. 


xe] 


Không gian này là trường hợp riêng của L?(E, u) với 
E =({1,2...n,...}, u({1}) = u({2)) =... = u({n}) =... = 1. 


Hai không gian Hilbert X, X“ gọi là đẳng cấu nếu có một ánh xạ 
1-1 z từ X lên X“ bảo toàn các phép toán tuyến tính và bảo toàn tích 
vô hướng, nghĩa là sao cho 

L) Z(z + u) = (2) + m(w); t(az) = œm(z); 

2) (xz,y) = %(z, 1) 
Chẳng hạn, sau này sẽ thấy rằng hai không gian ¡2 và L2 là đẳng cấu. 


2. TÍNH TRỰC GIAO, HÌNH CHIẾU 


2.1. VECTƠ TRỰC GIAO. Trong không gian Hilbert, nhờ tích vô 
hướng, có thể định nghĩa khái niệm trực giao giống như trong không 


.gian R thông thường. 


Ta nói hai vectơ z, của một không gian Hilbert X rực giao với 
nhau, và kí hiệu z L +, nếu (z, ) = 0. 


Từ định nghĩa ấy có thể suy ra ngay các tính chất đơn giản sau đây: 


L. Nếu + L g thì  L z. Ta có z L z khi và chỉ khi z = 0. Vectơ 0 
trực giao với mọi vectØ +. 
H. Nếu + L 1,¿,..., tạ thì z L œyi + œaa + - - - + na. 


Thật vậy (z, œ1 +... + ana) = @1(#:, \) È - + + an(Z, a) = Ú. 
HI. Nếu + .L ta, ta —> 1 (n —> oo) thì z L g. 
Thật vậy (z, ) = lim (z, a) = 0 (liên tục của tích vô hướng). 


"...... 
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Ta nói một vectơ z trực giao với một tập M4 C X nếu z trực giao 
với mọi phần tử của Ä⁄. Từ các tính chất 2) và 3) ta suy ra: tập tất cả 
các vectơ trực giao với một tập À4 C X cho trước làm thành một không 
gian con đóng của X. Không gian con này thường được kí hiệu Ä#† và 
gọi là phần bù trực giao của M. 


IV. Nếu tập M trà mật trong X thì M+ gồm một phần tử duy nhất 
là 0, nghĩa là: z L M => z =0. - 


Thật vậy, vì Ä⁄ trù mật trong X nên mọi z € X đều là giới hạn của 
một dãy z„ € Äí : z = lim #ạ. Vậy z L Mí kéo theo z Ì z„ với mọi 
n, và do đó z L z theo tính chất 3), rồi z = 0 theo tính chất 1). 

_V. Nếu z L ự thì ||z + w||2 = |\z|\Ê + llw||? (định lý Pythagore). 

Thật vậy, ||z + || = (z + ,z + y) = (£,z) + 2(+,) + (w,) = 
llzll? + llw|l? vì (, ) = 0. 

Bằng qui nạp ta chứng minh rằng tổng quát hơn, nếu các vectơ 
#,Z¿,...,#a từng đôi một trực giao nhau và z = )”;_.z; thì ||z||? = 
2 7=1l|¡|. 

VI. Nếu {z„} là một hệ trực giao (nghĩa là các vectơ z„ trực 
giao từng đôi một) thì chuỗi 5 2°°.z„ hội tự khi và chỉ khi chuỗi số 
33;<ilza|| < œ. | 

Thật vậy, cho sạ = 32£_¡Z+, đan = 33x-¡|Ì#x||?. Với n > rn ta có, 
theo định lý Pythagore, ` 


|Ís» — smllÊ = lÍEm+i +:..+a||Ê = llEm+a|lŸ +... .+||#n||Ÿ = øa—m- 


Do đó ||s„ — s„„|| —> 0 khi và chỉ khi ø„ — đ„ —> 0. Nhưng không gian 
Hilbert là không gian đủ, cho nên điều này cũng có nghĩa là: s„ có giới 
hạn khi và chỉ khi ơ„ có giới hạn. , 

2.2. HÌNH CHIẾU LÊN MỘT KHÔNG GIAN CON. Một trong các 
tính chất cơ bản của không gian Hilbert là: 


Định lý 1: Cho À4 là một không gian con đóng của một không gian 
Hilbert X. Bất kỳ phân tử + nào của X cũng có thể biểu điển một cách 
duy nhất dưới dạng 


z=t+z với u€M, ze Mì, (5) 
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trong đó ụ là phân tử của M gần + nhất, tức là ||z ~ w|| < ||+ — u|| với 
mọi u € MM. 


Chứng minh. Có thể thấy ngay rằng phân tích (5) nếu có, phải là 
duy nhất vì nếu z = + z = ' +z với ,'€ M, z,z!€ Mì 
thì  — * = z — z mà M, M+ đều là không gian con nên  — 1 € 
M, z—z€ M' tức là (z'— z) .L (z' — z), do đó  — ' = z'— z = 0. 
Thành thử vấn đề chủ yếu là sự tồn tại của phân tích (5). 

Ta nhận xét rằng trong trường hợp riêng X = IR? và Mí là một 
đường thẳng thì định lý nói lên một sự kiện quen thuộc. 


Trong trường hợp tổng quát, ta đặt 
đ= inf ||z — u||. 
` ueM 


Theo định nghĩa cận dưới đúng, tồn tại một dãy tạ € í sao cho 
lÌ+ — w„|| — đ (n —> œ). Áp dụng đẳng thức bình hành cho z — ư„ và 
# — tự, ta có 


|2z ~ (un + ưm)||ÏŸ + |lươ — wạ||Ÿ = 2||z — wa || + 2||£ — w|Í” 


Khi n,?n => co-thì vế phải dần tới 4đ, còn phần đầu vế trái bằng 
2 
._.Ố 


vì 2(ua + tụ) € M. Vậy khi mn,mnm —> co thì |Jưy — ưm|| —> 0, do 
đó u„ dần tới một giới hạn + Xà đó. Ta có  € M vì Mí đóng và 
lÌ+z — w|| = lima-ee||# — || = 


Bây giờ ta đặt z = z — (như thế z = + z) và tìm cách chứng 
minh z € Mí°. Muốn thế, xét một phần tử u bất kỳ của AM. Ta có, với 
mọi số thực œ : 


(z — œu, z — œu) = ||z||Ÿ — 2a(z,u) + œ*||u||. 


Mà +œu € M, nên (z—œu, z—œu) = ||z—œu||? = ||z— (u+œu)||? > 
đ?. Mặt khác ||z||? = ||z — ||? = d3, do đó với mọi số thực œ 


—2o(z, u) + œ?||u||° > d? — d2 = 0, 
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điều này chỉ có thể xảy ra nếu (z, ) = 0, tức là z L u. Vậy z € M+ 
và như đồi hỏi. n 


Vectơ trong phân tích (1) gọi là hình chiếu của z lên không gian 
con Xí. Như đã thấy trong chứng minh vừa rồi, đó là vectơ của Ä⁄ 
mà khoảng cách tới z nhỏ nhất. Đặt Pz = y, ta xác định một toán tử 
P gọi là toán tử chiếu lên M. Rõ ràng P là toán tử tuyến tính và dò 
Pz|| < llz|| nên P cũng bị chặn (liên tục). 


3. HỆ TRỰC CHUẨN 


-._3.1. ĐỊNH NGHĨA , BẤT ĐẲNG THỨC BESSEL. Một hệ {e„} các 
phần tử của không gian Hilbert X gọi là hệ trực chuẩn nếu (e;, e;) = ỗj, 
trong đó ð;; là ký hiệu Kronecker, (tức ð;; = 1 với ¿ = ÿ và ổ;; = 0 với 
¿ # 7). Như vậy một hệ trực chuẩn là một hệ trực giao (các phần tử của 
nó trực giao từng đôi một) và chuẩn hoá: ||e;|| = 1 với mọi ¿. 


Khi {e„} là một hệ trực chuẩn thì với mọi z € X số £; = (z,e;), 
gọi là hệ số Fourier của z đối với e; và chuỗi )`;°,€;e; gọi là chuỗi 
Fourier (hay khai triển Fourier) của + theo hệ {e„}. Ta có thể chứng . 
minh dễ dàng các tính chất sau đây: 


L) )2;£? < ||z||? (bất đẳng thức Bessel). 


Thật vậy, đặt ạ = z — 3 3;_¡É¡6¡ ta có # = tạ + )2;-¡É¡6¡ Và 
(na, #¡) = (2, 6¡) — 33;—\€¡(9¡, 6j) = (£, 6¡) — É¡i = 0 (¿ = 1,2,...,n), 
tức là tạ .L £;e¡ (¿ = 1,2,...,›) cho nên theo định lý Pythagore ||z||? = 
llva|ƒ + 5>;—¡|Ì€¿£|l? = ||wn |? + 32;—¡€? > 32;-¡€?, và cho n —> co ta 
được bất đẳng thức cần chứng minh. 


2) Chuỗi 5 ”'^.€;e; hội tụ và (+ — 32Sy€¡e¡) .L en với mọi m. 


Thật vậy, 3>, ||€;e;||? = }};°;£? < l|z||? < oœo cho nên theo tính 
chất VI ở mục 2.1, chuỗi 5 5°”.€;e; hội tụ. Mặt khác với mọi r› > rn ta 
có, như trên đã thấy 


œ= » #m) = 0 


‡=l1 


Vậy cho r› —› oo ta sẽ được (+ — ồ2;“¡Ê¡€¡, #m) = 0 với mọi mm. 
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3.2. HỆ TRỰC CHUẨN ĐẦY ĐỦ. Một hệ trực chuẩn {e„} gọi là 
đây đủ khi chỉ có vectd 0 mới trực giao với tất cả các phần tử của hệ: 
z.L ến (n = 1,2,...) => z =0. 


Định lý 2. Cho {en} là một hệ trực chuẩn, €„ = (z, en) là các hệ 
số Fourier của + đối với e„. Các mệnh đề sau đây tương đương. 
1) {ea} là hệ trực chuẩn đầy đủ; í 

2)(VeeX) z= 3} 72168 

3)(Vz€X) ||z|l? = )2;S;£? (điều kiện đóng). 

4) (Vz € X)(Vụ € X) ' (z,u) = 325 (m là hệ số Fourier 
của đối với e;). 

5) Hệ {en} tuyển tính trù mật trong X, nghĩa là họ các tổ 
hợp tuyến tính của các eạ (bao tuyến tính của hệ {en}) trà mật 
trong X. 


Chứng minh. 1) => 2). Theo trên z — $3 °“;€¡e¡ .L é„ (n = 1,2...), 
vậy theo định nghĩa hệ trực chuẩn đây đủ z — 3 }Z,€:£; = 0. 


2) => 4). Ta có 


(zw) = (Ÿ)&%, 3 ne) = (in > lim, Ÿ` me) = 
¿=1 Jj=l = 
-}a Q6 3 me) = Hm xen Sa 
J=1 tr * 


4) = 3). Cho  = z ta được (z,#) = 32¡€?. 


3) => I). Giả sử qó 3) và z L eạ (n = 1,2,...). Ta sẽ có ế; 
(z, e¡) = 0 (¡ = 1,2...) nên ||z||? = )25,€? = 0, do đó z = 0. 

2) => 5). Nếu có 2) thì với mọi z € X ta có z = }};¡ế¡9 = 
Heo, 3. c tức là mọi z đều là giới hạn của một dãy các tổ 
hợp tuyến tính của các e„. Nói cách khác, hệ {e„} là tuyến tính trù mật 
trong X. 

5) = I1). Giả sử có 5) và z .L en (n = 1,2,...). Như vậy z L M 
(ÄM là bao tuyến tính của họ {e„}) và vì Ä⁄ trù mật trong X nên theo 
tính chất IV, mục 2.1, ta phải có z = 0. n 


.-.—. ——h 
sÉ lẾ 
l) 
I 
. 
* 
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Định lý 3. (Riesz-Fischer). Cho một hệ trực chuẩn đẩy đủ {e.} 
trong không gian Hilbert X. Nếu một dãy số {€¿} thỏa mãn điều 
kiện 


„ ˆ*z...—~... c8. S4. 


i=]l 


»... (6)- | 


thì sẽ có một vectơ duy nhất z € X nhận các €; làm hệ số Fourier và 


x= » llzll = b»-:¿ Œ) | 
¿=1 (=l | 
` Chứng minh. Theo tính chất VI, mục 2.1, điều kiện (6) kéo theo sự 
hội tụ của chuỗi $2°°.€;e¿, vì ||€:e;||? = £?. Cho z là tổng của chuỗi | 
ấy: —"“ 3= 6i6i: ta có (Z, en) “ (5566, En) = Ến VẬY 7 nhận Ï 
các €„ làm hệ số Fourier và vì {e„} là hệ trực chuẩn đầy đủ nên ta phải 
có (7), đồng thời mọi z nhận các * làm hệ số Fourier đều phải bằng 
3 =¡Ê¡@ = 2. I8 


3.3. ỨNG DỤNG VÀO KHÔNG GIAN L£ „„.. 
Trong không gian Lễ, 2x) tập các hàm 


: cos kz, 5 sin kz,... (8) 


` vĩ vĩ 


COS #. —= SÌn 7,... 


Jxz NG v 
lập thành một hệ trực chuẩn đây đủ. 


Thật vậy, tính trực giao và chuẩn hoá của hệ này có thể kiểm 
tra lại dễ dàng (để ý rằng ở đây hai hàm ƒ(z), g(z) trực giao tức là 

sỉ (z)g(z)dz = 0). Ta chỉ cần chứng minh thêm tính đầy đủ, và 
muốn thế, dựa vào Định lý 2, chỉ cần chứng minh rằng hệ (8) là tuyến 
tính trù mật trong .Lấ 2„). 


Cho một hàm bất kỳ ƒ(z) € Lầ, zz)- Do tính trù mật của họ hàm liên 
tục trong không gian này (Chương 5, Định lý 3), ta có thể tìm được một 
hàm ø(z) liên tục sao cho || ƒ — ø|| < §. Sau đó theo định lý Weierstrass 
I (Chương 2, Hệ quả 2) có thể tìm “được một đa thức lượng giác 


Sa() = 21 SN ay coskz + b„ sỉn kz) 
k=l 


324 Hàm thực và Giải tích hàm 


sao cho maxo<z<zx |@(Z) — sa()| < zjzz› do đó 


2m 
lÌø — sa|Ì = (j |ø(z) — sa)?|?dz < ; 


Khi ấy ta sẽ có ||ƒ — sall < ll/ — øll+ llø — sall< § +§ =- 


Vậy với mỗi hàm ƒ € Lộ, z„¡ VỚI mọi € > đều tìm được một đa 
thức lượng giác sạ sao cho || ƒ — s„|| < e, chứng tỏ rằng họ các đa thức 
lượng giác là trù mật trong Lm: Nhưng mỗi đa thức lượng giác là 
một tổ hợp tuyến tính các hàm trong hệ (8). Vậy hệ này tuyến tính trù 
mật trong Lộ „„ì và do đó nó là một hệ trực chuẩn đầy đủ trong không 
gian này. 


Các hệ số Fourier của một hàm ƒ(z) € Lộ „„ đối với hệ (8) là 


(f. ợz) = x..Ã'4 ƒ(z)d+, (ƒ đc + / ƒ(z) cos zdz, 
Ứ, đy sin z) = +"ƒ/ z) sin zđ+,..., 
Vậy đặt 
dọ = ng ƒ(+)d+, ay = Lcị ƒ(z) cos rđ+ 
bự = È co ƒ(z) sin kzdz 
ta có khai triển Fourier của ƒ(z): 


ƒ(z) Z5 PC à (a¿ cos kz + Đ: sin kz). (9) 


Theo những kết quả trên, bây giờ ta biết rằng chuỗi này bao giờ cũng 
hội tụ đến ƒ(z) theo mêtric của Lí ;„ạ tức là 


lƒ(+) — % — $_((a¿ cos kz + b¿ sin kz)||Ÿ› 
= Í Ứ(z) - %— Đa cos kz -+ b„ sin kz|2dz —> 0 (n —> œ). 
Một câu hỏi nảy ra: có thể thay trong mệnh đề trên đây sự hội tụ theo 


mêtric của L2 „„ bằng sự hội tụ hầu khắp nơi không, nghĩa là có thể 
chăng khẳng định được rằng chuỗi Fourier của một hàm ƒ(z) € Lñ „ 
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hội tụ hầu khắp nơi đến nó? Vấn đề này càng được nhiều người chú ý 
sau khi Kolmogorov xây dựng được năm 1926 một hàm ƒ € Lo,z„| có 
chuỗi Fourier phân kỳ khắp nơi. Nhưng phải đợi hơn 40 năm sau, đến 
1966 Carleson mới chứng minh được rằng chuỗi Fourier của một hàm 
thuộc Lm bao giờ cũng hội tụ hầu khắp nơi đến nó. 


3.4. PHƯƠNG PHÁP TRỰC HÓA. Để thu được một hệ trực chuẩn 
từ một hệ độc lập tuyến tính cho trước, ta dựa vào mệnh đề sau đây của 
Schmidt, 


Định lý 4. Cho một hệ {z„} các phần tử của một không gian tiền 
Hilbert X, sao cho với mọi r các vectØ z\, #a,....#n là độc lập tuyến 
tình. Baỏ giờ cũng có thể xây dựng được một hệ trực chuẩn {ea} cùng 
lực lượng với hệ {zn}, và sao cho với mọi n, tập các vectØ &, 6a, .... Ên 
cùng một bao tuyển tính với các vectØ #, +a, :.. #n. 


Chứng minh. Do giả thiết độc lập tuyến tính nên các vectơ z„ đều 


khác 0. Ta hãy xác định các vectơ 3, s,..., Và e, e¿,... theo các hệ 
thức sau đây: 


1ì 
Ùầ “=7! 6) 1n 
lỄN! 

U2 
W2 = #¿ — (¿, @\)€ Ê2 = ta 
llt || 
Vn+l 


1 |Ìta.-.: || 


¬ˆ.ˆ.ˆˆ.ˆe ^^ .^aac. 


Để cho tiện ta tạm kí hiệu : T{zạ, za,..., #„} là bao tuyến tính của 
{Z\,Za,....„}. Rõ ràng do z¡ # 0 nên sau bước thứ nhất ta xác định 
được e; và T{e¡} = T{z¡}. Giả sử sau bước thứ + ta xác định được 
€\,ạ,...,€n Và T'{et, 6;,..., 6n} = TỶ{Z\,Za,....Z„}. Theo công thức 
trên (đẳng thức ø + 1) ta xác định được „+, Và +; # 0 vì nếu trái lại 
thì z„„¡ là tổ hợp tuyến tính của các e, ea,..., e„, do đó là tổ hợp tuyến 
tính của các z¡, za,..., nạ, trái với giả thiết. Vậy ta sẽ xác định được 
#n+\, và rõ ràng ea¿; là tổ hợp tuyến tính của zạ, za,...,Zn+¡ (vì mỗi 
®, €ạ, ..., e„ là tổ hợp tuyến tính của zạ, zs,..., z„), đồng thời z„+¡ cũng 
là tổ hợp tuyến tính của e, é¿,...,en+¡ cho nên T'{e, @a,..., 6n+1} = 
Tđịnmu, 2y .e‹; TT: 
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Như vậy ta đã chứng minh được rằng có thể xây dựng các #); 6a, ... 
theo các công thức trên và với mọi i bao tuyến tính của e), 6a, ..., €n 
trùng với bao tuyến tính của zạ, Z¿,...,Z„. Vì ||en|| = 1 với mọi : nên 
vấn để còn lại là chứng minh tính trực giao của hệ {en}. Điều này 
không có gì khó. Thật vậy, vì (e;,e;) = 1 nên (1s,eạ) = (Za, 8i) ~ 
(Z¿. 6) (#\, e¡) = 0 tức là ¿ .L e¡ và do đó e; .L eạ. Giả SỬ £ạ, 6a, .... n 
trực giao từng đôi một, ta thấy ngay rằng vì (e¿, e;) = 1 nên (a+:; #¡) = 
(Tn+a. 6)— (#m+1› 6¡) x (£¡, 6¡) == 0, tức là Unx+l N. Cị và do đó Ên+1 ¿9 €¡ 
với mọi ¡ = 1,2,....m. Vậy {e„} là một hệ trực chuẩn và định lý đã 
được xác lập. ñ 


Hệ quả 1. Mọi không gian Hilbert tách được có một hệ trực chuẩn 
đây đủ đếm được hoặc hữu hạn. 


Thật vậy, cho {ø„} là dãy phần tử trù mật trong một không gian 
Hilbert X tách được . Ta hãy bỏ đi khỏi dãy mọi phần tử a„ nào là tổ 
hợp tuyến tính của những phần tử trước nó a¡, a¿,...,a„_¡. Ta sẽ được 
một dãy mới (hữu hạn hay vô hạn) mà ta sẽ kí hiệu là {za}, trong đó 
không một phần tử nào là tổ hợp tuyến tính của những phần tử trước nó, 
cho nên với mọi r các phần tử Z, zạ,..., z„ sẽ là độc lập tuyến tính. Vả 
lại rõ ràng bao tuyến tính của dãy {z„} bao hàm {a„}, cho nên là trù 
mật trong X. Áp dụng định lý trước ta sẽ tìm được một hệ trực chuẩn 
{e„} mà bao tuyến tính cũng sẽ trù mật trong X. Vậy theo Định lý 4 
hệ trực chuẩn này là đầy đủ trong X. q 


Hệ quả 2. Hai không gian Hilbert cùng một số chiều hữu hạn hoặc 
cùng tách được và có vô số chiêu là đẳng cấu. 

Thật vậy, cho X, X” là hai không gian Hilbert tách được và có vô 
số chiều (nếu chúng cùng một số chiều hữu hạn thì chứng minh càng 
đơn giản). Theo Hệ quả 1, mỗi không gian ấy có một hệ trực chuẩn 
đây đủ {ea}, {e/,}, và theo Định lý 4 


œ5 œ 
(VreX) zr= » (VzeX) z= 3 “6. 
= í=l 
Ta hãy xác định ánh xạ 7 sau đây: 
z=1(z) ©® (Vi) § =&i 
Rõ ràng đó là một ánh xạ 1-1 từ X lên X“”, bảo toàn các phép toán 
tuyến tính và cũng bảo toàn tích vô hướng vì cũng theo Định lý 4, với 
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mọi z,  € X, z7, € X“ ta có 


œ, 


(z,1) = ». (z,v)= »? 


{=] i=] 


Do đó 7 là một phép đẳng cấu giữa X và X'. 


Ta đã biết rằng 7? là tách được (Chương 5, mục 2.3). Vậy mọi 
không gian Hilbert tách được vô số chiêu đều đẳng cấu với L2. 


Không gian /? cũng tách được vì tập các dãy z = (£, É¿,...) trong 
đó các £, hữu tỉ và bằng 0 kể từ một hàng nào đó trở đi, là đếm được 
và trù mật trong i?. Vậy i2 cũng đẳng cấu với L?. 


Sự đẳng cấu giữa ¡2 và L? cũng có thể chứng minh trực tiếp dễ 
dàng: với mỗi phần tử z = 2°”, €;e¿ € Lˆ (trong đó {e„} là một hệ 
trực chuẩn đầy đủ cho trước của 7?) cho ứng dãy z = (&,€¿....) € Ê. 
Sự tương ứng ấy có thể thực hiện được là nhờ z € L2 £> ) 3° .£? < œo 
theo Định lý 4. 


Trước đây cơ học lượng tử đã ra đời dưới hình thức hai lý thuyết bề 
ngoài có vẻ khác nhau: một của Heisenberg và một của Schrödinger. 
Nhưng về sau Schrödinger đã chứng minh được sự tương đương giữa 
hai lý thuyết ấy. Về phương diện toán học, sự khác nhau chỉ là ở chỗ 
Heisenberg dùng không gian /?, còn Schrödinger dùng L3. 


4. PHIẾM HÀM TUYẾN TÍNH VÀ SONG TUYẾN TÍNH 
TRÊN KHÔNG GIAN HILBERT 


4.1. DẠNG TỔNG QUÁT CỦA PHIẾM HÀM TUYẾN TÍNH LIÊN 
TỤC TRÊN KHÔNG GIAN HILBERT. Trong ví dụ l)ở mục 4.2, 
Chương 5, ta đã thấy rằng dạng tổng quát của một phiếm hàm tuyến 
tính liên tục trên R* là ƒ(z) = (a,z), trong đó a là một vectơ nào đó 
của IR* và ||/|| = |Ìa||. Mở rộng sự kiện đó vào không gian Hilbert, 
ta được định lý Riesz sau đây có ý nghĩa rất cơ bản trong toàn bộ lý 
thuyết không gian Hilbert. 


Định lý 5, (F. Riesz). Với mỗi vectơ a cố định thuộc một không 
gian Hilbert X, hệ thức 


ƒ(z) = (a,z) (10) 
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xác định một phiếm hàm tuyến tính liên tục ƒ(z) trên không gian X, 
với 

ll/ll = llall. q1) 
Ngược lại, bất kỳ phiếm hàm tuyến tính liên tục ƒ(z) nào trên một 
không gian Hilbert X cũng đêu có thể biểu diễn một cách duy nhất 
đưới dạng (10) trong đó a là một vectơ của X thỏa mãn (1]). 


Chứng minh. Phần thứ nhất của định lý không có gì khó vì ƒ(z) = 
(a, z) rõ ràng là một phiếm hàm tuyến tính và do 


[ƒ()| = l(a,z)| < |la|l-|lzll (12) 
[ƒ(a)| = (a,a) = |la|l-llall (13) 


nên phiếm hàm ấy bị chặn và thỏa mãn (11). 


Để chứng minh phần ngược lại ta xét một phiếm hàm tuyến tính 
liên tục ƒ(z) trên một không gian Hilbert X. Tập hợp M = {+ € X: 
ƒ(z) = 0} rõ ràng là một không gian con đóng của X. Nếu M+ = {0} 
thì dựa vào cách phân tích z = + z, với ụ € M, z € M† (Định lý ]), 
ta thấy rằng z = 0, cho nên ƒ(z) = ƒ(y) = 0 với mọi z e X, do đó 

ƒ(z) = (0, z), nghĩa là ta có cách biểu diễn (10) với a = 0. Vậy chỉ còn 
phải xét trường hợp M} # {0}, tức là tồn tại một zo € M+, z z# 0. 
Ta có ƒ(zo) z# 0, nên vectơ ø = ta y2o z# 0. Với mọi + € X, 
U=z— Jyzo€ M vì ƒ(w) = ƒ(z) — ty / (=o) = 0. Mà zọ € M1, 
vậy (, zọ) = 0, tức là : ` 


hay 
ƒƑ(x) = (9 se3) = (a, +). 
0; +0 


Thành thử ƒ(z) có dạng (10). Cách biểu điễn đó là duy nhất, vì nếu 
ƒ(z) = (œ', z) thì (a—a',z) = 0 với mọi z € X, đo đó (a—d!, a—a!) = 
0, nghĩa là a — a' = 0. Cuối cùng do (12) và (13) nên phải có (11) như 
trên đã thấy. n 


Định lý vừa chứng minh cho phép lập một tương ứng 1-1: ƒ ©› a 
giữa các phiếm hàm tuyến tính liên tục ƒ trên X và các vectơ a € X. 
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Tương ứng đó là một phép đẳng cự tuyến tính, cho nên nếu ta đồng 
nhất phiếm hàm ƒ với vectơ a sinh ra nó thì ta có X* = X, nghĩa là: 
không gian Hilbert tràng với không gian liên hợp của nó (xê xích một 
phép đẳng cấu). 


Nói riêng, không gian L2 đẳng cấu với liên hợp của nó. Kết quả 
này đã được chứng minh trực tiếp ở Chương 5, mục 4.2. 


4.2. PHIẾM HÀM SONG TUYẾN TÍNH TRÊN KHÔNG GIAN 
HILBERT. Từ định lý Riesz ta suy ra hệ quả quan trọng dưới đây. 


_ Cho ƒ(z, ) là một phiếm hàm song tuyến tính liên tục trên không 
'gian Hilbert X. Với mỗi z cố định ƒ(z,) là một phiếm hàm tuyến 
tính liên tục theo +, cho nên theo định lý trước, tồn tại một vectơ xác 
định duy nhất, được kí hiệu là Az (vì nó phụ thuộc z), sao cho với mọi 
ụ€X: 

ƒ(+,) = (Az,). (14) 


Có thể thấy ngay A là một toán tử tuyến tính trong X. Thật vậy, 
nếu z¡,z¿ € X'thì ƒ(z\,) = (Azn,9), ƒ(z:) = (Azs,) cho nên 
ƒ(@i2ì + œạ22,9) = (0i Ázì + œ¿Az¿, 9), và do Áz được xác định 
duy nhất với mỗi z nên đẳng thức này chứng tỏ A(œzạ + œ¿za) = 
œ¡4z\ + œ¿A+z¿. Mặt khác ta có (Chương 5, mục 4.3) 


l(4z,)| = |/(=.w)| < lll-llwll-llzll .. (15) 


và cho  = Áz ta được 
(4z, Az) < ||/ ||.|I4z||.|lz|l. 


hay ||.4z|| < ||/ |.||z||, chứng tỏ rằng toán tử 4 bị chặn (do đó liên tục) 
và Í|4|| < |L/ |. Nhưng ta lại có theo bất đẳng thức Schwarz 


I(ƒ(z,9)| = |(4z,)| < |I4zll llwll < lL4l llzllllall. 6) 


từ đó || ƒ|| < ||4||. Vậy: 
MS .Ỉ q7) 
Ngược lại, nếu cho trước toán tử tuyến tính liên tục .4 thì công thức 


(14) xác định một phiếm hàm song tuyến tính ƒ(z, y) và từ (16) và (15) 
ta suy ra (17) như trên. Thành thử : z 
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Hệ quả: Mỗi toán tử tuyến tính liên tục A trong không gian Hilbert 
X xác định theo (14) một phiếm hàm song tuyến tính liên tục ƒ(Z, 9) 
nghiệm đúng (17). Ngược lại bất kỳ phiếm hàm song tuyến tính liên tục 
f(+.) nào trên X cũng có thể biểu diễn một cách duy nhất dưới dạng 
(14) trong đó A là một toán tử tuyến tính liên tục trên X thỏa mãn điều 
kiện (l7). 

Như vậy có thể lập một tương ứng 1-1: ƒ ©> A giữa các phiếm hàm 
song tuyến tính liên tục ƒ và các toán tử tuyến tính liên tục 4 trong 
không gian Hilbert. | 

Ta cũng chú ý tính chất sau đây: 


Nếu một phiếm hàm song tuyến tính ƒ(z, ) trong một không gian 
Hilbert là đối xứng, tức là ƒ(+,) = ƒ(w,+) với mọi z, thì chuẩn của 
nó bằng 


l|/l|= sup |/(z.#)l. Ö_ 8) 
Izl=1 


- Thật vậy, như đã biết (Chương 5, mục 4.3) 
l/ll=  sup JŒ.)l (19) 
l|zll=llwll= 


z||=llwll= 


cho nên gọi K là vế phải của (18) ta có K < ||ƒ||, và chỉ cần chứng 
minh bất đẳng thức ngược lại. Với mọi z,  : ƒ(z+,# +) = ƒ(#~— 9: 
# — 0) = 2ƒ(z.9) + 2(w,z) và do ƒ(z, ) đối xứng ta có 


ƒ(œ.v) = 2U(£ +w,# +9) — ƒ(& ~ w,#=)) 


Nhưng theo định nghĩa của K thì với mọi z : /(t- mm) < K hay 
I/(z,z)| < K||z|? nên, kết hợp với đẳng thức bình hành: 


1 1 
I/(=.9)|< K(lz + vif? + llz — vÌ#) = 2K(lzl? + lwlf): 


Nói riêng với ||z|| = ||w|| = 1 ta sẽ có |ƒ(z,)| < $›K(1+1) = K, cho 
nên, theo (19), || ƒ|| < K. 


cối 
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5. TOÁN TỬ ĐỐI XỨNG HOÀN TOÀN LIÊN TỤC 


5.1. TOÁN TỬ ĐỐI XỨNG, TRỊ RIÊNG VÀ VECTƠ RIÊNG. Cho một 
toán tử tuyến tính liên tục 4 trong không gian Hilbert X. Như đã thấy 


trên, (Áz, ) là một phiếm hàm song tuyến tính liên tục, cho nên có. 


một toán tử tuyến tính liên tục duy nhất A* để cho 
(Az.w) = (z, A'). (20) 


Toán tử A* gọi là toán tử liên hợp (hay toán tử phó) của A. Vì ||.A*| 
bằng chuẩn của phiếm hàm (z, ), mà chuẩn của phiếm hàm này lại 
bằng ||.4|| nên 

_ I4*ll = II4|l: | 

Ta cũng có thể chứng minh dễ dàng các tính chất sau đây: 

() (4*)*= A | 

(i)(A+ B)*°= A*+ ", (œA)* = aA*. 

(ii) (AB)* = B*A". 

Thật vậy, (4°, z) = (w, (4*)*z) và so sánh với (20) ta rút ra Az = 
(4")*z với mọi z, tức là A = (A*)*. Tính chất (ii) không có gì khó 
khăn. Còn (iii) chẳng qua là hệ quả của các đẳng thức (ABz,y) = 
(B+, A*) = (z, B*A*). | 

Một toán tử tuyến tính liên tục gọi là đối xứng nếu ta có với 
mọi #z, 1: 

(4z, w) = (, Ap). (21) 
Đương nhiên khi ấy A = Á* cho nên A cũng gọi là (oán tử tự liên 
hợp (hay tự phó). 

Chẳng hạn (oán tử chiếu lên một không gian con Ä⁄, tức là toán 
tử P biến mỗi vectơ z thành hình chiếu Pz của nó lên 3⁄, là một 
toán tử đối xứng, vì với mọi z, 1 ta có z = z“ + #z“,  = V +1 với 
z,.€M, z",y"c€ MÀ}, cho nên 


(Pz, 9) = (#, 9) = (z,') = (z.') = (z, Pụ). 


Đẳng thức (21) cho thếv rằng phiếm hàm song tuyến tính ƒ(z, ) = 
(Az, ) là đối xứng. Do đó, theo kết quả cuối tiết trước: nếu A là toán 
tử đối xứng thì 


1 
Í 
ƒ 
í 
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||4l|= sup |(4z.z)| (22) 
llzll=1 


Một không gian con M4 C X gọi là bất biến đối với một toán tử A 
khi nào Az € Mí với mọi z € M. 


- Dĩnhiên, X và {0} là hai không gian bất biến đối với mọi toán tử. 
Trong nhiều vấn để người ta cần biết ngoài hai không gian con bất biến 
tầm thường đó ra, còn có những không gian con bất biến nào khác đối 
với một toán tử cho trước. 


Ta nói một số À là ứrị riêng của toán tử A, nếu phương trình Áz = ÀZ 
có nghiệm + không tầm thường (nghĩa là z # 0). Khi ấy nghiệm z này 
gọi là một vectØ riêng của A, ứng với trị riêng À. 


I. Tập hợp tất cả các vectơ riên§ của toán tử tuyến tính liên tục A 
ứng với cùng một trị riêng À làm thành (cùng với phần tử 0) một không 
gian con đóng của X bất biến đối với A. Không gian con này gọi là 
không gian con riêng ứng với trị riêng À. 


Thật vậy, nếu Áz = Àz, ÂU = Ày thì A(œz + Ổy) = œAz + 
8 Bụ = À(œz + Øụ), chứng tỏ rằng œz + đụ cũng là vectơ riêng với trị 
riêng À, miễn là nó # 0. Mặt khác nếu Áz„ = ÀZa, VỀ Z„ —> 7, thì 
À+a => Àr, Ara —> Á+, cho nên Á+ = Àz, và z cũng là vectơ riêng 
ứng với trị riêng À. 

II. Nếu A là một toán tử đối xứng thì các vectØ riêng của A ứng với 
hai trị riêng khác nhau bao giờ cũng trực giao với nhau. 

Do đó hai không gian con riêng khác nhau trực giao với nhau. 

Thật vậy, cho À, là hai trị riêng khác nhau, Z, là hai vectơ riêng 
ứng với chúng: Áz = ÀZ, Au = uy. Vì A là đối xứng: (Áz,1) = 
(z Ay) nên A(Z,v) = n(Z.w) hay (À~ u)(z,) = 0, do đó 
(z,v) = 0. 

III. Nếu A là một toán tử đối xứng thì phần bù trực giao của mọi 
không gian con bất biến đối với A cũng bất biến đối với A. 


Thật vậy, cho Ä⁄/ là không gian con bất biến đối với A, M† là phần 
bù trực giao của M. Với mọi z € M,  € M†ậ ta có (z, Âu) = 
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(Az,) = 0vì Az € Mí. Vậy Áy trực giao với mọi vectơ M, tức là 
Au € Mí+, chứng tỏ M† bất biến. 


Vấn để phân tích theo vectơ riêng nảy ra trong rất nhiều lĩnh vực 
toán học. Dưới dạng đơn giản nhất, đó là việc qui một mặt bậc hai về 
trục chính, cũng tức là đưa một đạng toàn phương về dạng chính tắc. Ta 
đã biết rằng vấn để này có cách giải quyết trọn vẹn, nhờ định lý cơ bản 
trong đại số tuyến tính về sự tồn tại cho mọi toán tử đối xứng 4 trong 
không gian nñ chiều một hệ n‹ vectơ riêng e, é, ..., e„ làm thành một hệ 
trực giao đầy đủ. Nhờ định lý này nếu ƒ(z) là dạng toàn phương liên 
hệ với A bởi ƒ(#) = (Az, z) thì với mọi z: 


+= >7 Az= `» €;¡Áe¡ = Ÿ tần 


1l ¡=1 i=l 


cho nên 


ƒ(z) = (A+,z) = ›* Ế¡¡, 3 60À¡6) = 3 `À£ 


‡=] i=l ¡=1 
đó chính là dạng chính tắc cần tìm cho ƒ(z). 


Nhiều bài toán quan trọng về cơ học, vật lý cũng dẫn tới vấn để 
phân tích theo vectơ riêng cho các toán tử trong không gian Hilbert vô 
số chiều. Nhưng ở đây vấn đề phức tạp hơn là vì không phải mọi toán 
tử đối xứng đều có một hệ trực giao đầy đủ các vectơ riêng như trong 
không gian hữu hạn chiều. Cho nên để mở rộng các kết quả đã có trong 
đại số tuyến tính vào không gian vô số chiều, người ta chỉ xét một lớp 
toán tử đối xứng tương đối hẹp (nhưng đủ quan trọng về lý thuyết và 
ứng dụng), đó là các toán tử đối xứng hoàn toàn liên tục mà sau đây ta 
sẽ khảo sát. 


5.2. TOÁN TỬ HOÀN TOÀN LIÊN TỤC. Nếu 4 là một toán tử 
tuyến tính liên tục trong không gian Hilbert X thì ||z|| < kéo theo 
lIAzl| < l|.4||, nghĩa là A biến mỗi tập bị chặn thành một tập bị chặn. 


Ta nói một toán tử tuyến tính A trong không gian Hilbert X là hoàn 
toàn liên tục (triệt để liên tục) nếu nó biến một tập bị chặn thành một 
tập hoàn toàn bị chặn. Vì không gian Hilbert đủ, nên một tập con đóng 
của nó là hoàn toàn bị chặn khi và chỉ khi nó là compac (Chương 2, 
Định lý 9). Vậy cũng có thể nói một toán tử tuyến tính A là hoàn toàn 
liên tục nếu nó biến mỗi tập bị chặn, đóng, thành tập compac nghĩa là 


334 Hàm thực và Giải tích hàm 
nếu ||z„|| < K (n = 1,2,...) kéo theo sự tồn tại một dãy {4za,} hội 
tụ. 


Rõ ràng một toán tử hoàn toàn liên tục thì cũng liên tục (tức là bị 
chặn). Mặt khác một toán tử 4 liên tục mà miền trị ImA của nó là một 
không gian con hữu hạn chiều của X thì cũng hoàn toàn liên tục, vì 
không gian con đó đẳng cấu với một không gian Euclide hữu hạn chiều 
(Hệ quả 2, Định lý 4), mà trong không gian Euclide hữu hạn chiều thì 
các tập bị chặn cũng hoàn toàn bị chặn. 


Một toán tử tuyến tính liên tục A mà miền trị ImA của nó là một 
không gian hữu hạn chiều, gọi là một toán tử hạn chiều hay foán tử 
thoái hoá (suy biến). Như vậy các toán tử thoái hoá đều là hoàn toàn 
liên tục. Nói riêng các toán tử tuyến tính từ R* vào §” đều hoàn toàn 
liên tục. Thành thử lớp các toán tử hoàn toàn liên tục tuy hẹp hơn lớp 
các toán tử liên tục trong không gian vô số chiều, nhưng vẫn bao hàm 
lớp các toán tử (tuyến tính) trong không gian hữu hạn chiều. 


Điều kiện hoàn toàn liên tục làm cho toán tử có một số tính chất 
gần gũi các toán tử trong không gian hữu hạn chiều, chẳng hạn: 


Đối với một toán tử hoàn toàn liên tục A mọi hệ trực chuẩn gồm 
những vectơ riêng ứng với những trị riêng có giá trị tuyệt đối lớn hơn 
một số dương c bất kỳ cho trước, đều phải hữu hạn. 


Nói cách khác, không thể có một hệ trực chuẩn vô hạn {e„}, mà 
mỗi e„ là vectơ riêng của A4 ứng với trị riêng À„ và |Àn | >e với mọi 
n. Thật vậy trong trường hợp đó ta sẽ có llr-enl = 3- < }, tức là 


dãy tai bị chặn, cho nên phải có một dãy {A(d-s.)}i hội tụ. 
Nhưng Áe„, = Àa„€a,, vậy dãy e„, hội tụ, do đó là một dãy cơ bản, mà 
điều này không thể xảy ra được, vì với mọi k, h ta có ||en, — n, |ÌŸ = 
Iles, ||? + llea, lÍ? = 2, không dân tới 0 khi k, h —> œ. 


Từ đó suy ra: bất kỳ không gian con riêng nào ứng với một trị riêng 
khác 0 của một toán tử hoàn toàn liên tục cũng phải có thứ nguyên hữu 
hạn. Vì nếu trái lại thì trong không gian đó sẽ có một hệ độc lập tuyến 
tính vô hạn mà sau khi trực hoá sẽ thành một hệ trực chuẩn vô hạn, 
gồm những vectơ riêng ứng với cùng một trị riêng # 0. 


Ta có thể e rằng như thế thì lớp toán tử hoàn toàn liên tục quá hẹp. 
Nhưng các tính chất sau đây cho thấy rằng lớp đó vẫn khá rộng. 
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L. Nếu toán tử A hoàn toàn liên tục, toán tử B liên tục (tức là bị 
chặn) thì các toán tử AB, BA cũng hoàn toàn liên tục. 


Thật vậy, từ ||z„|| < K ta suy ra sự tồn tại một dãy { Az„, } hội tụ, 
và do Ö liên tục nên dãy {B.Az„,} cũng hội tụ. 
Vậy BA hoàn toàn liên tục. Mặt khác từ ||z„|| < K ta suy ra 


llBz„l| < l|B||.K, do đó phải có một dãy {ABz„,} hội tụ. Vậy AB 
cũng hoàn toàn liên tục. 


H. Nếu toán tử A hoàn toàn liên tục thì các toán tử A*, AA*, A*A 
2u hoàn toàn liên tục. 


. Việc AA", A*A cũng hoàn toàn liên tục suy ra ngay từ tính chất I 
và từ ||.4*|| = ||.4|| (do đó A* bị chặn). 


Ta hãy chứng minh Á* hoàn toàn liên tục. Nếu Iz.l < K thì vì 
AA" hoàn toàn liên tục nên có một dãy { A*z„, } hội tụ. Ta có 


lÌ”zn, — A”zn, lÍ° = (A*za, — A*zn,; A°#a, — Á°#a,) 
= (AA”2ny — ÀÁ”Zng›Zny — nạ) 
< ||AA*za, — AA°zn, || ÍÌEn„ — Zn„l| —> 0 (k, h ~> œ), 


vì rằng {AA*za,} đã hội tụ thì phải là dãy cơ bản và ||zn, — za„Ì| < 
lea,ll+ lleo,|| < 2. Vậy {A*z„, } là đãy cơ bản, do đó hội tụ (X là 
không gian đủ!). 


HI. Nếu các toán tử A hoàn toàn liên tục và ||Aa — A|| —> 0 thì 
toán tử A cũng hoàn toàn liên tục. 


Thật vậy, cho một tập đóng và bị chặn À4 C X, chẳng hạn ||z|| < K 
với mọi z € Äí. Vì Aa hoàn toàn liên tục nên các tập V+„ = {Á„z : 
z € M} compac. Với e > 0 cho trước ta có thể lấy nọ đủ lớn để 
l4» - 4ll < £ 


Khi ấy ||Áasz — 4z|| < l|Aa¿ - A|l.||zl| < §£.K = e với mọi z, 
nên W⁄2„ là một e-lưới compac cho V = {Áz : z € Ä⁄}. Vậy bản thân 
V cũng compac. Do đó A hoàn toàn liên tục. 


5.3. TOÁN TỬ ĐỐI XỨNG HOÀN TOÀN LIÊN TỤC. Bây giờ ta xét 
một toán tử 4 vừa đối xứng vừa hoàn toàn liên tục trong không gian 
Hilbert X. 
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Có thể đoán trước rằng một toán tử như thế sẽ có một số tính chất 
cơ bản quen thuộc của toán tử đối xứng trong R£. 


Cụ thể là: 


L. Một toán tử đối xứng hoàn toàn liên tục A bao giờ cũng có một 
trị riêng À với |À| = ||A||. 


Thật vậy vì A đối xứng nên, như đã thấy trên 


l|4|| = sup |(4z,z)|. 
lIzll=1 
Ta hãy lấy một dãy z„ với ||za|| = 1, |(4zn,za)| => ||A|. Bằng 
cách thay, nếu cần, dãy z„ bởi một dãy con, ta có thể giả thiết rằng bản 
thân dãy (Az„, zạ) hội tụ, chẳng hạn (Az„,za) —> À (À = +||A||). Ta 
có: 


|4za — Azall? = (Az„ — Àza, Áz„ — Àza) = 


|Azall? — 2A(Azn, za) + A?||za|Ì° < 
|I4|l? — 2A(4za, za) + À? —= À? — 2A? + À? = 0. 


IA lÍ IA 


Vậy ||Áz„ — Àzal| —> 0. Nhưng do 4 hoàn toàn liên tục nên có một 
dãy { Aza, } hội tụ, vì vậy đấy {Àza,} hội tụ và dãy {zạ, } cũng hội 
tụ, chẳng hạn z„„ => e. Ta có Áe — Àe = lima-,s(Á#„ ~ Àza) = 0, 
chứng tỏ rằng -À là một trị riêng và e là một vectơ riêng. 


H. Tập các trị riêng của một toán tử đối xứng hoàn toàn liên tục 
cùng lắm là đếm được. Nếu là đếm được thì tập đó làm thành một dãy 
hội tụ đến 0. 


Thật vậy, theo tính chất chung của các toán tử đối xứng, các vectơ 
riêng ứng với các trị riêng khác nhau phải trực giao. Do đó, với mỗi m 
cho trước chỉ có một số hữu hạn trị riêng có giá trị tuyệt đối vượt quá 
+ (vì nếu có vô số trị riêng ấy thì sẽ có một hệ trực chuẩn vô hạn vectơ 
riêng tương ứng trái với tính chất các toán tử hoàn toàn liên tục). Cho 
nên chỉ có một số hữu hạn trị riêng có giá trị tuyệt đối lớn hơn l1, rồi 
chỉ có một số hữu hạn trị riêng có giá trị tuyệt đối gồm giữa 1 và 3, chỉ 
có một số hữu hạn trị riêng có giá trị tuyệt đối gồm giữa ‡ và ‡, v.v... 


Dựa vào hai tính chất trên, ta có thể chứng minh mệnh đề cơ bản 
sau đây: 
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Định lý 6. (Hilbert) Nếu A là một toán tử đối xứng hoàn toàn liên 
tục thì mọi z € X đều có thể biểu diễn thành một tổng trực giao: 


+ = 3 _ˆ(#,ej)&; +#z (23) 
3 
trong đó mỗi e; là một vectơ riêng ứng với một trị riêng khác 0, và 
Az = 0. Do đó mọi phần tử có dạng A+ đều phân tích ra được theo 
các vectơ riêng ứng với các trị riêng khác 0: 


Az = À `(Az, #)&j = >` À;(#, 8;)8¿. (24) 
j J 


. Chứng minh. Đương nhiên ta có thể coi như ||4|| > 0, vì trường 
hợp 4 = 0 tầm thường. Theo trên, tập các trị riêng khác 0 của .4 không 
rỗng và cùng lắm là đếm được, mặt khác theo tính chất toán tử hoàn 
toàn liên tục, không gian con riêng ứng với mỗi trị riêng ấy là hữu hạn 
chiều. Ta hãy lấy trong mỗi không gian con riêng này một cơ sở trực 
chuẩn (gồm một số hữu hạn phần tử), và kí hiệu {e, eạ,..., e„,...} là 
hợp của tất cả các cơ sở có được như vậy. Theo tính chất của toán tử đối 
xứng (tính chất II, mục 5.1), {e„} cũng là một hệ trực chuẩn. Cho À„ là 
trị riêng ứng với e„ (nếu éạ, e„ cùng thuộc một không gian con riêng 
thì Àạ = À„). Như vậy dãy {À„} bao gồm tất cả các trị riêng khác 0, 
mỗi trị riêng được lặp lại một số lần bằng thứ nguyên của không gian 
con riêng tương ứng. Gọi Ä⁄ là bao tuyến tính của hệ {e„}, là phần 
bù trực giao của nó. Vì Ä đương nhiên là không gian con bất biến đối 
với 4, nên theo tính chất của toán tử đối xứng (tính chất IH, mục 5.1), 
N cũng bất biến đối với A. Mà là một không gian con đóng của X, 
nên bản thân nó cũng là một không gian Hilbert. Vậy ta có thể xét toán 
tử A thu hẹp trong X: đĩ nhiên trong toán tử A4 cũng đối xứng và 
hoàn toàn liên tục nên theo tính chất I ở trên nó phải có một trị riêng 
À với |À| = ||A|| (chuẩn của A xét trong ). Nhưng theo cách xây 
dựng của ta, dấy {A„;} đã bao gồm tất cả các trị riêng khác 0 rồi, cho 
nên À = 0, tức là ||A||y = 0. Do đó 4z = 0 với mọi z € W. Đến 
đây ta có thể hoàn thành chứng minh định lý một cách dễ dàng. Thật 
vậy cho một vectơ bất kỳ z € X. Vì hệ {e„} là trực chuẩn nên chuỗi 
Fourier 3”,(z, e;)e; của z hội tụ và z = z — 3;(2, e;)e; trực giao với 
mọi eạ 1 1, tính chất H). Vậy z € N và đo đó Az = 0. Như thế 
(23) đã được xác lập, và áp dụng toán tử A cho hai vế của nó ta suy ra 
(24). h 
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Hệ quả. (chính hệ quả này cũng có khi gọi là Định lý Hilbert). 
Trong không gian Hilbert tách được, mọi toán tử đối xứng hoàn toàn 
liên tục đều có một hệ trực chuẩn đây đủ vectơ riêng. 


Thật vậy không gian con vừa xác định ở trên là không gian con 
riêng ứng với trị riêng 0 (nếu W # {0)). Vì X tách được nên jV cũng 
tách được và có một hệ trực chuẩn đầy đủ { ƒ„„}. Hệ này cùng với {ea} 
lập thành một hệ trực chuẩn đầy đủ trong X (vì nếu z trực giao với mọi 
e„ và mọi /„„ thì theo (23) z = 0). „ 


Sau cùng, dựa vào những kết quả trên ta có thể chứng minh định lý 
sau đây, cho thấy rằng bất cứ toán tử hoàn toàn liên tục nào cũng có 
thể xấp xỉ, với độ chính xác tuỳ ý, bởi một toán tử thoái hoá. 


Là Định lý 7. Một toán tử tuyến tính A trong không gian Hilbert là 
? hoàn toàn liên tục khi và chỉ khi nó là giới hạn (theo chuẩn) của một 
| dãy toán tử thoái hoá. 

Chứng minh. Phần "khi" đã rõ, vì mỗi toán tử thoái hoá là hoàn toàn 


liên tục và giới hạn của một dãy toán tử hoàn toàn liên tục cũng hoàn 
toàn liên tục (mục 5.2). Vậy chỉ cần chứng minh phần "chỉ khi". 


Cho A là một toán tử hoàn toàn liên tục. Toán tử A*A cũng hoàn 
toàn liên tục (mục 5.2) và đối xứng vì 
(A"”Az, ) = (Az, Ay) = (z, A*Avw). 


Vậy theo Định lý Hilbert có một hệ trực chuẩn vectơ riêng {en} của 
A*A sao cho Á* Á4en = Àazen, Àa — 0 (n —> oœo) và với mọi z € X ta 
có 


BH Huy k»cawaae __ 
s~ ts 


KH... 


°oo° 
+= ».. ®j)e; + z 
= 


trong đó 4".4z = 0. Áp dụng toán tử A cho hai vế của đẳng thức trên 
và chú ý rằng 4z = 0 vì (Az, Az) = (A*Az, z) = 0 ta được 


Az = ». e;)Ae;. 
= 


Các hệ thức (Ae;, Áe;) = (A*Ae¡,e;) = À;(e¡, e;) chứng tỏ rằng các 
vectơ 4e; làm thành một hệ trực giao và ||.Ae; ||? = À¿. Ta hãy xác định 


toán tử Á„ bởi 


l 
| 

Ề" 
li 
| 

§ 
' 
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An1z = 2 “(s, e;)Ae¿. 
J=l 
Rõ ràng Á„ là toán tử thoái hoá vì miền trị của nó nằm trong không 
gian m chiều sinh bởi các 4e; (j = 1,2,...,n). Vì J4s;l|" = À; > 
0 (7 —> ©o) ta có thể chọn n đủ lớn để I4s;ll? < £? với mọi j > ñn. 
Khi ấy 


=s) œ 
Í(4- Aa)zl? = 3 lœ,s;)4ej#= 3> I(z,s;)l?.|As;|ll 
j=n+l j=n+l 
œ, 
< £2Ð5_ |(.e)| < e°Jz|Ẻ. 
j=n+l 
cho nên ||4 — Az|| < e. Do đó ||A — 4a|| — 0. I8) 


Chú ý. Chứng mình vừa rồi cho thấy rằng bất cứ toán tử hoàn toàn 
liên tục nào cũng có dạng  - 


Az = 3 '(, e;)e; (25) 


trong đó {e;} là một hệ trực chuẩn, { Ae;} là một hệ trực giao và 
4e; => 0 (j7 => œo). Cách biểu diễn đó cũng là đặc trưng của toán 
tử hoàn toàn liên tục, vì nếu 4 có thể biểu diễn dưới dạng đó, thì đoạn. 
cuối chứng minh trên đã cho thấy rằng A = lim„.,„„Áa, trong đó 4„ 
là toán tử thoái hoá xác định bởi 4a = }”;_(, e;)e;. 


Đặt 4e; = À/;, với le; || = _„ ta có thể viết 
co 
Az = » €j)E;. 


J=1 
Công thức này mở rộng công thức (24) của toán tử hoàn ~: liên tục. 
đối xứng. 


6. PHƯƠNG TRÌNH TÍCH PHÂN LÁ H4 

Nhiều vấn để toán học (phương trình vi phân với điều kiện ban đầu 

hay điều kiện biên), cơ học, vật lý, dẫn đến những phương trình trông: 

đó hàm chưa biết ở dưới dấu tích phân. Những phương trình " gọi là 
phương trình tích phân. 
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Sau đây chúng ta sẽ vận dụng lý thuyết toán tử trong không gian 
Hilbert vào việc khảo sát các phương trình tích phân thường gặp nhất, 
gọi là phương trình Fredhom loại hai, có dạng như sau: 


b 
ø(z) = ƒ(ø)+ [` K(z.s)#(s)4s (26) 
a 
trong đó ¿(z) là hàm chưa biết, ƒ(z), X(z, s) là những hàm cho trước. 
Nếu ƒ(z) = 0 thì phương trình được gọi là thuần nhất. 
Phương trình Fredhom loại một là phương trình có dạng 


b 
J K(z,s)e(s)ds = ƒ(z). 


Lý thuyết các phương trình này phức tạp hơn lý thuyết phương trình 
Eredhom loại hai, mà lại không có ý nghĩa nhiều lắm nên sẽ không 
được xét tới ở đây. 


6.1. TOÁN TỬ TÍCH PHÂN. Cho một hàm hai biến #(z, s) có bình 
phương khả tích nghĩa là 


b 
/ ƒ Kˆ{(z, s)dzds = N° < œ. (27) 


Ta hãy xác định trong L2, „ một toán tử Á bởi công thức 


b 
Ag(z) = Í K(œ, s)@(s)ds. (28) 


Toán tử này gọi là toán tử tích phân Fredhom sinh bởi hạch K(+, 3). 


Trước hết, có thể thấy rằng đó là một toán tử tuyến tính liên tục 
trong LỆ, „- 

Thật vậy cho ¿(z) € LỚP Do (27) nên theo định lý Fubini, hàm 
K*(z, s) khả tích theo s, với hầu hết mọi z, nghĩa là X(z, s), xét như 
một hàm của s, thuộc Lần: Do đó tích phân (28), tức là tích vô hướng 
của K(z, s) và ¿(z), tổn tại với hầu hết mọi z. Cũng theo Định lý 
Fubini, hàm 


k(z) = H K*(z, s)ds 
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khả tích theo z và tích phân của k2(z) (từ a đến b) bằng N? < oo, cho 
nên k(z) € L,„. Theo bất đẳng thức Schwarz-Buniakowski áp dụng 
cho tích vô hướng (28) ta có: 


b 
IAø(z)| < ( II K®(z, s)ds)( ƒ #*(s)ds)3 = ||ll.k(z). 


Vậy A¿(z) € Lệ, „, nghĩa là 4 quả là một toán tử trong LẬ, „- Toán tử 
ấy đĩ nhiên là tuyến tính, và do 


b 
Í LAøts)4z < li" [ **&)az = Nai" 


lI4y|l < Mllel 


nên 4 là toán tử bị chặn (liên tục), với 


IAI<w=(ƒ ƒ*“ KtG.9)4za)) @9) 


Định lý 8. Toán tử Fredhom là một mà tử hoàn toàn liên tục trong 
Lậ | 
la,ð|" 
_ Chứng minh. Trước hết ta xét trường hợp hạch X{(z, s) thoái hoá, 
nghĩa là có dạng : 


K(z,s) = À3 pi(z)a(s), với puq € Lẫui: 


¡=] 


Khi ấy: 


b 
Aụ = j K(z, s)¿(s)ds = >> H q¡()w(s)đs = Sứ 4¡)Pi 


‡=l ‡=] 


thành thử miền trị của 4 dầu trong không gian con sinh bởi ?n vectơ 
pi(z). Vậy A là toán tử thoái hoá, do đó hoàn toàn liên tục. 


Trong trường hợp tổng quát ta sẽ chứng minh rằng: 


— 


——==-.-.«ằ.=.ắ.=.-=-=m==.=—=.-.ĂẮĂẶạẶ{ẶẰ© 


Re 


.sn=======- 
~_— 


tx:T 
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`Hạch K(z,s) (với bình phương khả tích) là giới hạn, theo chuẩn 
trong LỄ sxIað) của một dãy hạch thoái hoá, và toán tử tích phân (28) 
sinh bởi hạch K(z, s) là giới hạn của dãy toán tử thoái hoá tương ứng 
(do đó theo tính chất III ở mục 5.2, A là hoàn toàn liên tục. 

Cho {e,} là một hệ trực chuẩn đầy đủ trong L2 „. Ta hãy xét hệ 
{e:(Z)e;(s)} trong không gian L2 „„\„„„. Rõ ràng đó là một hệ trực 
giao, hơn nữa là hệ đầy đủ. Thật vậy giả sử ƒ(z, s) trực giao với mọi 
e;(z)e;(s), tức là 


(ƒ:. 6¡€;) 


lÌ 


H 4 ƒ(z. s)£¡(+)e;(s)d+ds 


/ ' eÁz)( |) ` tú, 3)e/(s)ds) = 0. 


Như thế hàm Tụ ƒ(z, s)e;(s)ds trực giao với e;(Z) trong Lễ „. Điều này 
đúng với mọi ¿, cho nên, do tính đầy đủ của hệ {e;(z)}: 


Ỷ /ƒ(+, ke 0 với hầu hết mọi z. 


Điều này đúng với mọi 7, đo nên, do tính đầy đủ của hệ {e;(s)}: 
Ƒ(z,s) =0 với hầu hết mọi z, và mọi s, 

nghĩa là ƒ = 0 trong L2 u„a„j- Vậy hệ {e(Z)e;(s)} quả là đầy đủ 

trong không gian này. Mà X{(z, s) là một phần tử của không gian này 


(do giả thiết (27)), cho nên theo Định lý 3, /{(z, s) có son phân tích 
thành: 


Kía, s) = ›» aj@¡(%)€; (3). 
1j=l 


Điều này có nghĩa là: 


l4 ƒ [K(z.s) ~ 3` sa( (z)e;(s)]Ì®dzds — 0(n,rm —› œ) (30) 


i=l j=l1 


'ứ a» 4s2] là không gian các hàm ƒ(x,s), xác định Ứ% chữ nhật: a < x < 
b,a<sSb, và có bình phương khả tích. 
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Vậy K(z, s) là giới hạn, trong t, s;oai của đấy hạch thoái hoá 
Kmn(#, $) = ¬ 3—sue(2 )£;(5) 
¿=] j= 


và gọi 4„„„ là toán tử sinh bởi hạch „„(z, s) ta suy ra từ ước lượng 
(29) (áp dụng cho toán tử A — Áz;.„) và từ (30): |4- — Âm n|| —> 0. Định 
lý đã được chứng minh . I, 


Ta nói hạch J{(z, s) là đối xứng nếu: 
K(z, s) = K(s,z) (31) 
"hầu khắp nơi trong [a, b} x [a, b]. 


Định lý 9. Toán tử Fredhom sinh bởi một hạch đối xứng là một 
toán tử đối xứng. 


Thật vậy, do (6) và định lý Fubini ta có: 


(Áø,v) / Ÿ: / ` K(œ,s)e(3)ds)0(z)dz = 


/ { / -Kặ „)6(z)4z)e(9)4s = (ø, 9) 


Ở đây, định lý Fubini áp dụng được vì ¿(s)/(z) € LẬ, sx|a,pị Về É(Z, s) € 
Lễ s)xịa. „ cho nên tích vô hướng của hai hàm ấy tức là tích phân kép 
sau đây tồn tại: 


ƒ ƒ Kt(+, s)e(z)0(+)dsd+. 


6.2. PHƯƠNG TRÌNH TÍCH PHÂN VỚI HẠCH ĐỐI XỨNG. Ta hãy 
ấp dụng các kết quả vừa rồi để khảo sát phương trình:. 


b 
c(z) = ƒ(z) + J K(z,s)g(s)ds (2) 


trong đó ƒ(z), X(z, s) cho trước, và giả thiết: ƒ(z) € Lh# Kí, s) 
đối xứng và có bình phương khả tích. 


Phương trình này có thể viết lại đưới dạng trừu tượng: 
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@=ƒƑƒ+Ao | (33) 
trong đó A là một toán tử đối xứng hoàn toàn liên tục. 


Như đã biết (mục 5.3), toán tử A có một hệ trực chuẩn đây đủ vectơ 
riêng {ea} (Lễ „ tách được!) ứng với các trị riêng À„ và À„ —› 0 (0 — 
eo). Giả sử rằng bằng cách nào đó ta đã biết {e„} và {A„}. Khi ấy, 
muốn xác định ¿ chỉ cần biết các hệ số Fourier (œ, e;) của nó đối với 
hệ {e¡} vì @ = 33;(Ø;6i)ei. 

Vậy ta hãy xác định các (Ú, e;). 

Với mỗi ¿ ta có: 


` (te. 1) K= ( 6¡) + (Aụ, 6¡) j _ 


= .&)+ 2) =(,s)+Àj(@,e). — 4) 
Thành thử nếu À; z1 thì | w | 
: l l?ể 6;) Í 
: x. TẾ, 1À : 
| k " 

Còn nếu À; = 1 thì (34) cho thấy rằng hàm ƒ cho trước phải thỏa mãn , 
(ƒ, e¡) = 0, nhưng khi ấy (34) không đặt điều kiện nào cả chợ (w, ej). 

Ta hãy chứng minh rằng với giả thiết ( ƒ, e¡) = 0 cho mọi e; ứng với 
À¡ = 1, nghiệm của phương trình (33) là: - “ SẺ: duêu „_. 


2= DÀI 1. Đã + »"É;€; | (35) 
l— À¡ 
trong đó €; là những số tuỳ ý, 5 chỉ tổng số lấy theo các e; có À; z 1, 
và Ð” chỉ tổng lấy theo các e;.có À; = 1. 
Vì À¡ — 0 (2 —> oo) nên M = sup; rỶ~ < oo, và 

2 
>|‡#°)[ < M*e|/(a)# < M?|/IP < œ. 
Do đó chuỗi thứ nhất trong (35) hội tụ, (mục 2.1, tính chất VI), chẳng 
hạn cho // là tổng của chuỗi ấy. Còn tổng thứ hai trong (35) thì chỉ 
gồm một số hữu hạn hạng tử, vì theo tính chất của toán tử hoàn toàn 
liên tục (mục 2.2), chỉ có thể có một số hữu hạn e; với À; = 1. Vậy 

tổng ấy bao giờ cũng xác định và bằng một phần tử ¿”. Ta có: 


ứ, &ị) = 
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`. ,(ƒ; ®¡) ru ,(ƒ,®¡) SỐC tóc 
AØ# = ĐỊT, Ái = ĐỊT Ty Àếi = 


mi tà 6¡)€¡ + 2s, = -ƒ + 2Á 
“£¡Ae; = “¡8i = ¿”. 


Aự” 


Cho nên 


Aø = Aự + Ag" = —ƒ +ự +ự"=—ƒ +, 


đó chính là điều cần chứng minh. Để ý rằng ¿“ thuộc không gian con 


riêng ứng với trị riêng 1, ta có thể phát biểu: 


Định lý 10. Nếu A không có trị riêng nào bằng 1, thì phương trình 
(33) có một nghiệm duy nhất, với mọi ƒ cho trước. Nếu A có trị riêng 
bằng 1 thì phương trình (33) chỉ có nghiệm khi ƒ trực giao với không 
gian con riêng với trị riêng 1, và khi đó nghiệm được xác định xê xích 
một phần tử tuỳ ý của không gian con riêng này. 


Như vậy, việc giải phương :trình tích phân (32) hoặc (33) trong 
trường hợp hạch đối xứng được qui về tìm các vectơ riêng và các trị 
riêng của toán tử 4 tương ứng. 


6.3. PHƯƠNG TRÌNH TÍCH PHÂN VỚI HẠCH THOÁI HÓA. Đẻ 
chuyển sang khảo sát các phương trình tích phân với hạch không đối 
xứng, ta chú ý sự kiện đã được chứng minh ở mục 6.1 là bất kỳ hạch 
nào (miễn là có bình phương khả tích) cũng có thể được xấp xỉ, với độ 
chính xác tuỳ ý, bởi một hạch thoái hoá có dạng: 


K(œ,s) = À ”Pi(+)q(s), Pu, qi € LỆ ạ, (36) 
i=l 
Dựa vào sự kiện đó, một phương trình tích phân với hạch bất kỳ 
(không nhất thiết đối xứng) có thể thay thế gần đúng bởi một phương 
trình tích phân với hạch thoái hoá. Vì vậy bước đầu tiện trong, việc. 
nghiên cứu của chúng ta là xét các phương trình có hạch thoái hoá. 


Các phương trình này có thể khảo sát dễ dàng theo phương pháp 
sau đây. : : | 
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Cho phương trình 
b 
ø(z) — [` K(œ,s)ø(s)ds = ƒ) G?) 
với hạch /{(z, s) xác định bởi (36). Ta có 


m b 
c(z) — 3 _p(z) [` w(s)ø(s)4s = f9), 


1= Ì 


hay là 
@¿— ) (q.€)Pi = Í: (38) 
i=] 
Thành thử đặt 
(q¡, 9) = &¡ (39) 
ta có thể viết „ 
=ƒ+ 3 _&mi. (40) 
¡¿=l 
Đem biểu thức này thay vào ự trong (39) và đặt 
b, = (đu ƒ)v au = (@:Pj) 
ta được hệ phương trình đại số bậc nhất chứa rn ẩn số: 
M _ / 
c6 — ` aụ & = bị (L= 1,2,...,n). (41) 


j=l 


Hệ phương trình này cho phép ta xác định các £; và từ đó suy ra theo 
công thức (40). 

Ta hãy xét sự liên hệ giữa các nghiệm ¿ của phương trình (38) với 
các nghiệm € = (&¡.....m) của hệ (41). Trước tiên cơ thể giả thiết 
rằng các ø;(z), cũng như các q¡(s), là độc lập tuyến tính (sự độc lập 
này hiểu theo nghĩa LT tức là các p;(z) là độc lập tuyến tính nếu: 
œxp(#) +... + %mPm(Z) = 0 hầu khấp nơi, kéo theo œ¡ = ::-: = 
œ„ = 0). Vì rằng, nếu chẳng hạn các p;(z) không độc lập tuyến tính 
thì có một ø;;(+) là tổ hợp tuyến tính của các p¡(z) khác, và đem thay 
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tổ hợp này vào 7„;(#) trong {(z, s) ta sẽ được một biểu thức vẫn có 
dạng (36), nhưng trong đó sẽ bớt đi được p„(z); lắp lại phép toán đó 
một số lần cần thiết dĩ nhiên cuối cùng ta sẽ thu được một biểu thức 
có dạng (36) trong đó các 7;(z), cũng như các g¡(s) đều độc lập tuyến 
tính. 


Với giả thiết đó, hệ thức (40) xác lập một phép tương ứng giữa tập 


các nghiệm ¿ của phương trình (38) với tập các nghiệm £ = (ết,..., m) 
của hệ (41). Thật vậy, với mỗi nghiệm ¿ của (38), hệ thức (40) hoàn 
toàn xác định các €, (nhờ các ø, độc lập tuyến tính), và các §; này, 
như đã thấy trên, sẽ nghiệm đúng hệ (41). Ngược lại với mỗi nghiệm 
£.= (É¡..... m) của hệ (41), hệ thức (40) hoàn toàn xác định ¿, và từ 
(40) và (41) ta suy ra (q¡, ) = €¿, tức là nghiệm đúng phương trình 
(38). Do đó việc khảo sát phương trình (38) hoàn toàn tương đương với 
việc khảo sát hệ phương trình (41). 

Hơn nữa khi ƒ = 0 thì hệ thức (40) trở thành  = 3;-¡É¡p, và thực 
hiện một phép đẳng cấu giữa không gian tuyến tính tạo thành bởi các 
nghiệm của phương trình thuần nhất 


@~— } `(q,)p: = 0 (42) 


i=l 


với không gian tuyến tính các nghiệm của hệ thuần nhất 


„m 
Ệ¡ — » =0 (¿=]1,2,...,rn) (43) 
£=l 
Cùng với phương trình (37) ta hãy xét phương trình liên hợp của 
nó. 


b 
(2) ~ [ K(e,z)#(3Jds = ø(2) 44) 


có hạch /{(s, z) thay cho cho #(z, s). Dễ thấy rằng toán tử 


b 
Bụ= li K(s, z)/(s)ds 
là liên hợp của toán tử 


Aụ = J K(s,z)(s)ds, 


—=—.~ 
..—. 
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tức là  = *. Thật vậy: 


(A¿, U) 


ƒ ( Ƒ bí (z,s)ø(s)ds)0(z)dz = 


/ ví) J 'K, z)0(s)ds) dz = (ø, BÙ). 


(Ở đây ta đã chuyển từ tích phân thứ nhất sang tích phân thứ hai bằng 
cách đánh đổi vai trò của z và s, rồi đổi thứ tự lấy tích phân, điều này 
hợp pháp nhờ định lý Fubini). 


Trong trường hợp đang xét, hạch K(z, s) có đạng thoái hoá (36) thì 
phương trình liên hợp là: 


#(z) — ` a(z [ sí (s)0(s)ds = ø(z) 


¿=] 


hay là, đưới dạng trừu tu tượng 


U— Ö (p9) = 9. (45) 


{e] 


Bằng lập luận tương tự như trước ta cũng thấy rằng việc khảo sát 
(45) hoàn toàn tương đương với việc khảo sát hệ phương trình đại số 


— Ö ` au = œ (š = 1,2,...,m) (46) 
j=I 


trong đó a;¡ = (P¡,;). e¡ = (p¡, g). Cụ thể là hệ thức ý = g+ 3 ”;=¡?h4 
xác lập một phép tương ứng 1-1 giữa tập các nghiệm của phương trình 
(45) với tập các nghiệm +) = (?n,..., T?„) của hệ (46), và khi g = 0, xác 
lập một phép đẳng cấu giữa không gian tuyến tính tạo thành bởi các 
nghiệm của phương trình thuần nhất 


Ú ~ Ð `(p, Ủ)q = 0 — 47) 


¡=l 


với không gian tuyến tính các nghiệm của hệ thuần nhất 
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mm 
Tụ — 3ˆ đặn; = 0 (š = 1,2,..., m). (48) 
¡=] 

Trong đại số ta biết nếu hệ thuần nhất (43) không có nghiệm nào 
khác 0 thì với mỗi b = (b\,..., b„) cho trước hệ (41) có một nghiệm 
duy nhất, và do ma trận của hệ (48) chẳng qua là chuyển vị của ma trận 
hệ (43), nên trong trường hợp này hệ (48) cũng không có nghiệm khác 
0 và với mỗi e = (ey,..., c„) cho trước hệ (46) cũng có một nghiệm 
duy nhất. 


_ Còn nếu hệ thuần nhất (43) có nghiệm khác 0 thì hệ (48) cũng có 
nghiệm khác 0 và số nghiệm độc lập tuyến tính của hai hệ (43) và (48) 
bằng nhau (nhớ rằng ma trận của hệ (48) là chuyển vị của ma trận của 
hệ (43) !). Khi ấy, muốn cho hệ (41) có nghiệm, điều kiện cần và đủ 
là vectơ b = (bạ,..., b„„) phải trực giao với mọi nghiệm +) = (?n,.... ? m) 
của hệ thuần nhất (48). Thật vậy cho +, là vectơ r chiều mà thành 
phần thứ ¿ là 1 — a¿¿, còn thành phần thứ j # ¡ là —a;; ta thấy rằng 
vế thứ nhất của (48) chính là tích vô hướng của 1 = (?h,..., Tạ) với 
u,, cho nên tập 4V các nghiệm của hệ (48) chẳng qua là tập các vectơ 
f) = (f\, -.-, Tjm) trực giao với mọi veCtƠ 1, tạ, ..., tạ; hay nói khác đi, 
cho M⁄ là không gian con sinh bởi ạ, tạ, ..., ưạ thì V = M†. Nếu hệ 
(41) có nghiệm thì vectơ b = (bị,..., bạ) € ẤM, do đó b L N; ngược lại 
nếu b L X thì b € , tức là tồn tại những số ế),..., €„ nghiệm đúng 
(41), do đó hệ (41) có nghiệm. Tương tự như thế, muốn cho hệ (46) co 
nghiệm, điều kiện cần và đủ là vectơ e = (€,..., C„) trực giao với mọi 
nghiệm của hệ (43). 

Nhưng ta để ý rằng điều kiện: b = (b\,..., b„„) trực giao với các 
nghiệm r của (48) có nghĩa là ƒ trực giao với các nghiệm của (47), 
cũng như điều kiện : e = (€¡..... cm) trực giao với các nghiệm € của. 
(43) có nghĩa là ø trực giao với các nghiệm của (38), vì chẳng hạn 


(7.9) = Ứ, 3 )m«&) = 3 mỮ,w) = 3 mà 


Dựa vào nhận xét đó và dựa vào sự liên hệ nói trên giữa tập các 
nghiệm của (37) hoặc (45) với tập các nghiệm của (41) hoặc (48), ta 
suy ra “Định lý hai khả năng" sau đây cho các phương trình tích phân 
có hạch thoái hoá. ` ‹ 
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Định lý 11. (Fredhom). Đới với các phương trình 


@~— Aẹ = ƒ (49) 
@ —= Aụ =0 (50) 
— A') =g (51) 
— A'=0 (52) 


trong đó A, A* là các toán tử tích phân với hạch 


K(z,s), K*{(z,s) = K(s,3), 


chỉ có hai khả năng: 

I. Hoặc là phương trình thuần nhất (50) không có nghiệm khác 0, 
thì khi ấy phương trình thuần nhất (52) cũng không có nghiệm khác 
0, và với mọi ƒ, g cho trước, mỗi phương trình (49), (51) đêu có một 
nghiệm duy nhất. | | 

II. Hoặc là phương trình thuần nhất (50) có nghiệm khác 0, thì khi 
ấy phương trình thuần nhất (52) cũng có nghiệm khác 0. Số nghiệm 
độc lập tuyến tính của (50) và (52) bằng nhau, và phương trình (49) 
có nghiệm khi và chỉ khi ƒ trực giao với mọi nghiệm của (52), phương 
trình (51) có nghiệm khi và chỉ khi g trực giao với mọi nghiệm của (50). 

Để ý rằng chúng ta đã chứng mình định lý này không những cho 
các phương trình tích phân với hạch thoái hoá mà nói chung cho các 
phương trình trong không gian Hilbert trừu tượng, quí hồ toán tử 4 có 
dạng (xem (38)) _ 


Aø = Ð `(q.9)p. 
t=] 


Đây là dạng tổng quát của toán tử thoái hoá, là vì một toán tử thoái 
hoá .4, theo định nghĩa, biến không gian Hilbert X thành một không 
gian con hữu hạn chiều, chẳng hạn rm chiều, và lấy 7), Øa...., Ð„ là một 
cơ sở trực chuẩn của không gian con này ta sẽ có 


Aụ = 3 (Ao, Pi)Di = À '(ợ, Api)Pi 
t=l ¡¿=l 


tức là 4 có dạng trên với g¡ = 4*?p;. Vậy định lý trên đúng cho mọi 
toán tử thoái hoá .4 trong không gian Hilbert. 
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6.4. PHƯƠNG TRÌNH TÍCH PHÂN VỚI HẠCH BẤT KỲ. Bây giờ ta 
xét phương trình tích phân 


#(z) — ƒ K(z, s)g(s)ds = ƒ(z) 
trong đó /{(z,s) chỉ giả thiết có bình phương khả tích, còn ngoài ra 
không đòi hỏi điều kiện gì khác. Một cách tổng quát hơn ta xét phương 
trình: 
@— Ae = ƒ 

trong đó 4 là một toán tử hoàn toàn liên tục trong không gian Hilbert 
X. 

Ta sẽ chứng minh rằng định lý Fredhom vẫn đúng cho trường hợp 
tổng quất này. 


Bồ đề 1. Cho một dãy toán tử (tuyến tính liên tục) Aa hội tụ theo 
chuẩn tới toán tử A. 

() Nếu đãy phần tử ạ là bị chặn, và Aœa hội tụ, thì Axự„ cãng 
hội tụ đến cùng giới hạn đó. : 

(1) Nếu A hoàn toàn liên tục, và tk), @f?,.... @f) là r nghiệm trực 
chuẩn của phương trình @ — An = 0 thì có một dãy con {n¿} sao cho 
mỗi dãy {e1} đều hội tụ, và các gj) = lim") (ft = 1,2,...,r) là 
r nghiệm trực chuẩn của phương trình  — Ag = 0. 

Thật vậy, ta có ||Ág„ — Anợn|| = ||(4 — Aa)#all < l|4— 4all.|lwa 
—› 0, từ đó suy ra ngay (Ì). | 

Nếu A hoàn toàn ~= tục thì có một dãy {n„} sao cho mỗi dãy 
{Avf}} hội tụ (¿ = ,r), và theo (Ì), ¿9 ¿j) là giới hạn của 
All). ta có gŸ) = rà) — gÿ), do đó Ag§” = 2i) (§ = 1,3,...,r), 
chứng tỏ Ông các gị) là nghiệm của phương trình ¿ — ị Aụ = 0. 'Và 
lại vì các ¿Ì} (¡ = 1,2,.... r) trực chuẩn cho nên giới hạn của chúng là 
các gŸ cũng trực chuẩn, đúng như khẳng định. n 

Từ phần (ii) của bổ đề ta suy ra rằng: Nếu phương trình @— A@ = 0 
chỉ có r nghiệm độc lập tuyến tính thì với mọi r‹ đủ lớn, mỗi phương 
trình  — An = 0 không thể có quá r nghiệm độc lập tuyến tính. Vì 
nếu trái lại thì sẽ có vô số phương trình @ — Áa = 0 có r + 1 nghiệm 


¬- 
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độc lập tuyến tính, do đó có r + 1 nghiệm trực chuẩn và áp dụng bồ đề 
ta sẽ được 7 + 1 nghiệm trực chuẩn cho phương trình ¿ — A¿ = 0. 


Sau một số nhận xét sơ bộ đó, ta bắt đầu chứng minh định lý Fred- 
hom. 


Gọi Ä⁄/ là không gian con tạo thành bởi các nghiệm của (52). Do 
AM chẳng qua là không gian con riêng ứng với trị riêng l của toán tử 
hoàn toàn liên tục 4* (xem mục 6.2) nên M⁄ phải có thứ nguyên hữu 
hạn. Dễ thấy rằng phần bù trực giao M#+ của nó là một không gian con 
bất biến đối với A, h nến Ú\, ..., ú„ là một cơ sở trực chuẩn của A thì 
với mọi ¿ = 1,2,...,r': (Au, ¡) = (ý, A*/) = (0, ,), chứng tỏ rằng 
nếu t € M*, tức là (tử ¡) = 0 (¿ = 1,2,....r), thì 4ý € M†+. Do 
đó có thể coi A là một toán tử trong A⁄†. Mọi ¿ € X đều có thể đặt 
một cách duy nhất dưới dạng ¿ = ' + ý“ với ' € M, "“€ Mì, 
và ta có 4¿ = ự!' + Aự“, hay, nếu gọi P là toán tử chiếu lên M, 
(tức là toán tử biến thành ¿') thì. 4ø = 4P + Agø”. Nhưng toán 
tử A xét trong không gian À4+ vẫn là hoàn toàn liên tục cho nên theo 
nhận xét sau Định lý 7, 4y“ = 3>.(g“, e;)Ae; trong đó {e.) là một hệ 
trực chuẩn trong M⁄, và {.Ae;} là một hệ trực giao cũng của Ä#†+. Chú 
ý rằng (#”,e¡) = (@ — #, ®¡) = (,®¡) vì (',e¡) = 0, ta có thể viết 
A¿ = APụ + ),(g, e¡)Ae¡. Vả lại cũng theo nhận xét sau Định lý 7, 
4 là giới hạn (theo chuẩn) của dãy toán tử thoái hoá .4„ xác định bởi 


An¿ = AP¿ + » @, 6¡)Ae,. 


Lm đã biết, P = P* (mục 5.1) và dễ thấy rằng liên hợp của toán tử 
= (2, e)Ae là B* = (Ú, Ae)e, vì ((œ, e)Ae,U) = (œ;e)(Ae, U) = 
= (ú, Ae)e), cho nên liên hợp của 4„ là toán tử 


AnU = PA*e+ » Ae;)ei. 


Theo trên, định lý Fredhom đúng cho các phương trình 


„— An = “_ J (49;) 
@-Av=0 -' (50a) 

' Ñ -AaU=g . (51a) 
U —= A? = 0. (52a) 
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Nếu ự' là một nghiệm của phương trình (52), tức là  € Ä⁄ thì 
PA* = Pụ = , (ụ, Ae¡) = 0 (¡ = 1,2,...) 


cho riên theo biểu thức của A7, ta có 4? = 1, nghĩa là cũng là 
nghiệm của phương trình (52„). Thành thử tập các nghiệm của (52) bao 
hàm trong tập các nghiệm của (52„). Theo định lý Fredhom cho toán 
tử thoái hoá, số nghiệm độc lập tuyến tính của (50„) bằng số nghiệm 
độc lập tuyến tính của (52„), vậy nếu số nghiệm ấy là r„ và số nghiệm 
độc lập tuyến tính của (50) là r ta có r < r„. Mặt khác theo bổ đề, với 
mọi m đủ lớn rạ < r“ = số nghiệm độc lập tuyến tính của (25). Vậy 
r ` r“, Bằng lập luận tương tự, nhưng xuất phát từ A4" và coi 4 là liên 
hợp của A*, ta cũng có r7 < r. Vậy r = r, và do đó r = r„, chứng tỏ 
rằng tập À các nghiệm của (52) trùng với tập các nghiệm của (52a), 
vì ở trên vừa thấy rằng ÄM⁄ bao hàm trong tập này. 


Nếu phương trình (49) có một nghiệm thì với mọi nghiêm t' của 
(52) ta có ( Ụ) “ (ự XI Aụ, Ú) đảC (ọ, ) ze (Ag, ) sự (ợ, L)) =: 
(œ. A*/) = (@,~ A*/) = 0. Vậy ƒ phải trực giao với mọi nghiệm 
của (52). Ngược lại, giả sử ƒ trực giao với mọi nghiệm của (52). Khi 
ấy ƒ cũng trực giao với mọi nghiệm của (52a) (vì tập các nghiệm của 
- (52) và (52„) trùng nhau), nên theo định lý Fredhom cho toán tử thoái 
hoá, phương trình (49„) có ít nhất một nghiệm, ựạ. Bao giờ ta cũng 
có thể chọn „ trực giao với không gian X tạo thành bởi các nghiệm 
của (50„), vì nếu ¿„ chưa trực giao với # thì ta có thể thay nó bởi 
hình chiếu ự/. của nó lên NẺ (tức là vectơ ¿j, trong cách biểu diễn 
@n = Vạ +ựa với @' € N+, ý" € N): rõ ràng gạ — ÁnVn = (@n — 
Aa@n) — (@ÿ — Aavƒ) = ƒ ~ 0 = ƒ, cho nên ự/, cũng là nghiệm của 
- (49„). Ta cũng có thể khẳng định rằng dấy {¿„} bị chặn. Thật vậy, 
ˆ nếu trái lại thì, bằng cách lấy một dãy con (nếu cần) ta có thể cho rằng 
ll„[Ì => œo, và lúc ấy 


Wn v. ¬x-.‹. v.v 
"n 
II leall — lleall 


Vì A hoàn toàn liên tục nên, lại bằng cách lấy một dãy con nữa nếu cần, 
ta có thể cho rằng { 4z/||za||} hội tụ (tới cùng giới hạn). Vậy theo 
(53) {¿a/ll„||} cũng hội tụ và gọi ựo là giới hạn của Øn/ |len| ta „ 
Øo — Aøo = 0, nghĩa là œọ là nghiệm của (50). Cho g0), gŸ2,..., đụ ) 


— 0 (n — co). (53) 
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là một cơ sở trực chuẩn của X, tức là một hệ nghiệm trực chuẩn của 
(50„). Dựa vào Bỏ đề và lấy một dãy con, nếu cần, ta có thể cho rằng 
œ†) = œj) (rn => œ) và các gị) (¡ = 1,2,...,r) là một hệ nghiệm trực 
chuẩn của (50). Khi ấy œ„ .L ¿Ÿ” với mọi n, nên đến giới hạn sẽ có 
œo L ÿÿ) (2= 1,9,...,r) và do đó ¿ọ = 0 vì (50) chỉ có r nghiệm độc 
lập tuyến tính. Nhưng vì ¿/|lea|| có chuẩn bằng 1 nên giới hạn của 
nó là ¿ọ cũng phải có chuẩn bằng 1: mâu thuẫn. 


Thành thử dãy {¿„} bị chặn, và do tính hoàn toàn liên tục của A, 
có thể cho rằng dãy {Av„} hội tụ. Theo bổ để dãy { Áa} cũng hội 
tụ tới cùng giới hạn, và do đó dãy ¿ạ = Áa¿ + ƒ cũng hội tụ. Gọi ý 
là giới hạn của ¿„ ta cũng có @ = 4 + ƒ, chứng tỏ rằng ¿ chính là 
một nghiệm của phương trình (49). 


Như vậy phần thứ hai của định lý Fredhom đã được chứng minh. 
Còn phần thứ nhất thì có thể suy ra dễ dàng từ đó, vì nếu phương trình 
(50) không có nghiệm khác 0, thì suy luận vừa rồi cho thấy phương 
trình (52) cũng thế, tức là A4 = {0}: khi ấy mọi ƒ đều trực giao với 
M, cho nên phương trình (49) có nghiệm với mọi ƒ, và nghiệm ấy là 
duy nhất, vì nếu ý, ¿¿ cùng là nghiệm của (49) thì ¿¡ — ý; là nghiệm 
của (50), do đó ý — ¿ = ÔÖ. 


Tóm lại Định lý 11 đúng trong trường hợp tổng quát (A là toán tử 
hoàn toàn liên tục dù đối xứng hay không). Chú ý rằng Định lý 10 
chẳng qua là một trường hợp riêng của Định lý 11, vì một vectơ riêng 


ứng với trị riêng 1 không gì khác là một nghiệm của phương trình thuần 
nhất  — Aự = 0. 


6.5. PHƯƠNG PHÁP XẤP XỈ DẦN. HẠCH tiểu -Để giải phương 
trình 


ÿ = Aø@ + ƒ (54) 
ta có thể tiến hành theo phương pháp xấp xỉ dần như sau. Xuất phát từ 
xấp xỉ đầu tiên ựọ = 0 ta lần lượt thu được 


@ = ƒ./›= ƒ+ Avoi =ƒ+Aƒ Ă8 đ66u28521663)006 l0 
{#{n “= ƒ + Ava- = ƒ + Aƒ +-- + An) 


Nếu „ hội tụ tới ¿ (trong không gian Hilbert X đã cho), thì do 
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tính liên tục của toán tử A ta có: 
ụọ = lim A¿„ = lim A(ƒ +:--+ A*~!/) 
nă—+oo no 
= Aƒ+A)ƒ+---+A*ƒ+‹--= lim (øaT— ƒ) =@— Ứ, 
ni~+oo 
cho nên ¿ sẽ là nghiệm của phương trình (54). | 
| Đương nhiên một nghiệm của phương trình (54) có thể xem là một 
| điểm bất động của toán tử Ø xác định bởi Đự = Áự + ƒ. Vậy theo kết 
| quả đã biết ở Chương 2, mục 5.3, phương trình (54) sẽ có một nghiệm 
duy nhất nếu Ö là một ánh xạ co, và khi ấy, nghiệm này sẽ thu được 
theo phương pháp xấp xỉ dần liên tiếp. Ta có 
|/Bẹ - Bu|| = ||Ae - 4w|| < lÌ4|I-lle — 9lÌ 
cho nên Ö sẽ là ánh xạ co nếu ||4|| < 1. Thành thử: 
Định lý 12. Nếu ||A|| < 1 thì với mọi ƒ cho trước, phương trình 


 = Aeg+ ƒ 
có một nghiệm duy nhất ọ xác định bởi 
@¿=ƒ+Aƒ+A?ƒ+--- (55) 


Chuỗi (55) thường gọi là chuỗi Neumann. 


Điều kiện ||4|| < 1 là đủ để bảo đảm cho chuỗi Neumamn hội tụ 
và do đó có thể áp dụng phương pháp xấp xỉ dần để giải phương trình 
(54). Tuy nhiên nó không phải là một điều kiện cần. 


Một cách tổng quát hơn, nếu tồn tại một hằng số Œ sao cho 


s C 
lA Ti 


thì chuỗi (55) sẽ được làm trội bởi một chuỗi hội tụ, cho nên bản thân 
nó sẽ hội tụ, và do đó, theo trên, tổng của nó cho ta nghiệm của phương 
trình (54). 


Chẳng hạn xét phương trình Volterra sau đây trong LỆ, „ 


s(z) = Í ˆ K(z,s)e(s)ds + ƒ(z) (56) 


U 

Ệ 
Í 
\: 
Ì 
W 
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trong đó hạch (z, s) là bị chặn: |(z,s)| < Mí. Phương trình này 
là một trường hợp riêng của phương trình Fredhom, vì có thể xem như 
K(z, s) = 0 với s > z, khiến cho tích phân đáng lẽ lấy theo s từ a đến 
b thì chỉ lấy từ a đến z. Đặt 9 = /7|ƒ(z)|dz ta có 


|A7)|= | [ Kứ,s)f(9J4ã|< 8M: 
I4°/()= | Í Kte.s)IA7()jds 

< / “ M.SMads = SM*(z — a); 
(4*/()|= | Ƒ Kíz.s)|4°/(s)|4i 


+ - 2 
< Ỉ M.SM?(z — a)ds = sM°#—SE, " 


Một cách tổng quát: 
—a\n-l 
I4*/(ø)|< SM" ST (n= 1,2...) 
Do đó §.jÉ4 
I4"/l|< 5M TT (ä «1L4,..3. 


(S; là một hằng số). Nghĩa là chuỗi (55), bắt đâu từ hạng tử thứ hai, 
được làm trội bởi chuỗi số hội tụ: 


(b~ 2) 


2I 
Vậy bản thân chuỗi (55) hội tụ trong (Lệ „) và tổng của nó cho ta 
nghiệm của phương trình (56). Nói cách khác phương trình Volterra 
luôn luôn có một nghiệm duy nhất xác định bởi (55). 

Ta hãy xét xem trong trường hợp toán tử 4 trong phương trình (54) 
là toán tử tích phân sinh bởi hạch #{(z, $): 


S\.M + S¿M?(b - a) + SM) +... 


b 
Ag(z) = II K(z,s)e(s)ds 
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thì toán tử 4” được sinh bởi hạch như thế nào. 


Bồ để 2. Nếu A, B là hai toán tử tích phân sinh bởi các hạch 
K(z.s). L(z,s) € (Lễ »xIaa) thì toán tử AB cũng là toán tử tích 
phân, sinh bởi hạch 


b 
M(z, s) =Í Ktz,t)LÍt, s)dt € (LÃ »x\e4) 


và 
IIM|| < lIK|I-||LI|- (57) 


Thật vậy, phần đầu Bổ đề là do 
b b 
lj Ktz,9\ j Lít, s)(s)ds}dt 
vẻ ộ a 
J tj K(¿,t) L(t, s)dt}e(s)ds 
trong đó ta đã có quyền đổi thứ tự lấy tích phân là nhờ dựa vào định lý 
Fubini áp dụng cho hàm 
K(z,t)Lít, s)£(s), 


hàm này là tích của hai hàm có bình phương khả tích theo í VÀ 8: 
K(z,t)@(s) và L(t, s), cho nên bản thân nó khả tích theo ? VÀ S. 


Ước lượng (57) là do ta có, theo bất đẳng thức Schwarz-Buniakowski: 


ABụ 


|M(s,z)|? < ƒ K*(z, t)dt ƒ Lˆ(t,s)dt ˆ 


từ đó 


Ƒƒ M†(z, s)drds < ÿ! K?(z, t)dtda. [ ƒ te 


Như vậy, cùng với toán tử 4 các toán tử A?, A3,.... A",... đều là 
toán tử tích phân, sinh bởi các hạch lặp K¿, Ks,..., K„ xác định như 
sau: 


Kì(z,s) = K(+, ); Ka(œ, s) = ƒ K(+,t)Ka-:(t,s)dt. — G8) 
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Chuẩn hạch lặp #Z„ nghiệm đúng bất đẳng thức || „|| < ||K||*, cho 
nên nếu || || < 1 thì chuỗi 


K(œ, s) + Ka(z, 8) +... + Ka(œ, s) +... (59) 


được làm trội bởi một chuỗi hội tụ, và do đó bản thân nó hội tụ trong 
L2 »x(„¿¡ đến một hàm #ï (z, s) cũng có bình phương khả tích theo z 
và s. Cho /ƒ là toán tử sinh bởi hạch /7(z, s). Vì ||4|| < ||K|| < 1, nên 
chuỗi toán tử 


Á+A?+.4+ “+... (60) 


cũng hội tụ, và dễ thấy rằng ;/ chính là tổng của chuỗi này. Thật vậy, 
đương nhiên Á+ A2?+-...+ A" là toán tử sinh bởi hạch ý + Kạ+-... + Ka 
và áp dụng ước lượng (29) (ở mục 6. 1) cho toán tử # —(A+A2+...-+- A") 
ta có 


|H — (A+ A? +... + A*)||< 
` }IH(z,s) - K(œ,s) —.... — Ka(z, s)|2dzds — 0 (n —> œo). 


Vậy Ở chính là tổng của chuỗi (60). Tóm lại: 
Định lý 13. Nếi: 


||(œ. s)|| = II ƒ K*(+,s)dzds < 1 (61) 
thì với mỗi hàm ƒ(z) € Lậ, ¡ị Cho trước, phương trình 
b 
(z) = [ K(œ,s)e(s)ds + /) 
có một nghiệm duy nhất @(z) € Lễ, ị: xác định bởi 


¿(z),= hụ H(z,s)e(s)ds + ƒ(z) 


trong đó H(z, s) là tổng của chuỗi hạch lặp (59), với các hạch lặp 
Ka(z, s) xác định theo (58). 


Chương 7. Không gian Hilbert 359 


Cũng như trước, điều kiện (61) là đã để bảo đảm sự hội tụ của chuỗi 
(34), nhưng không phải là cần. Một cách tổng quát hơn, nếu tồn tại một 
hằng số Œ sao cho 


C" 
l|K› || < "1 (62) 


thì chuỗi (59) được làm trội bởi một chuỗi số hội tụ nên sẽ hội tụ và 
những kết quả trên vẫn đúng. 


Chẳng hạn, đối với phương trình Volterra (56), dễ kiểm tra lại rằng 


< ME-”— (s<z) 
K,sø) |Š 0 5 (s > Z) 


cho nên ước lượng (62) được thoả mãn, và Định lý 15 luôn luôn đúng 
mà không cần điều kiện (61). 


Ví dụ: Giải phương trình 


- e(ø)~ [_ e*“"e(3Jda = ƒQ). 
Ta có 
Kí(+,s)=e°°  (s<z) 
K;(z, 3) = lề e*~te!~*®đ‡ = e"~*(z — s) (s < +) 
K:(+, s) - Ƒ« — t)e*~t!et~*dt = c¬- (s< z) 


....ˆ.*c*w “#9 #491. *€ 


Kde4)=e (s 43) 
Từ đó: 
“ma nnnn 
Vậy 


ø(z) = ƒ(z) + š c3(*~%) ƒ(s)ds, 
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7. KHÔNG GIAN HILBERT PHỨC 


7.1. ĐỊNH NGHĨA. Trong phần trước ta chỉ mới nói đến không gian 
Hilbert thực. Nhưng trong giải tích nhiều khi phải xét những hàm lấy 
giá trị phức. Vì vậy cần định nghĩa không gian Hilbert phức. 


Trước hết ta nhận xét rằng đối với không gian tuyến tính phức, 
các tiên để 1)-4) về tích vô hướng như trước đây (tiết 1) không thể 
giữ nguyên được, vì chẳng hạn (¿z,¿z) theo 1) và 3) bằng ??(z,Z) = 
—(z,z) do đó theo 4) phải âm (với z # 0) nhưng mặt khác cũng theo 
4) thì nó dương. 


Cho nên phải thay đổi một chút các tiên đề. Cụ thể, người ta thay 
1) bởi 

1) (z,) = (0,2), 
còn các tiên đề khác vẫn giữ nguyên: 

2) (z+ 9,z) = (œ,z) + (0, 2), 

3) (az,) = o(z, y) với mọi số phức œ, 

4) (z,z) > 0 nếu z # 0; (z,z) = 0 nếu z = 0. 


Do sự thay đổi đó cho nên 


(z, œụ) = (œ,z) = a(ụ, z) = ð(u,), 


thành thử qui tắc đưa một thừa số phức ra ngoài dấu tích vô hướng là: 
nếu thừa số ấy ở ngôi thứ hai trong tích vô hướng thì phải lấy liên hợp 
phức của nó. 


Một không gian tuyến tính phức gọi là không gian tiền Hilbert phức 
nếu trong đó có cho một hàm hai biến (z, 1), gọi là tích vô hướng, của 
z và ụ, với các tính chất 1') 2) 3) 4) kể trên. 


Cũng như đối với không gian tiền Hilbert thực, hệ thức 


llzll = v(z.#) (63) 


xác định một chuẩn. Cách chứng minh tương tự như trước, chỉ có khác 
là để xác lập bất đẳng thức Schwarz | 


I(z.)| < llzll-llwll (64) 
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lập luận được thay đổi một chút như sau: 
0 = (z—(z,),z — o(z,)9) = 
=_ ||z|#~ 2al(z,y)|? + a?\(z.)|°:|lw|Ứ, 


từ đó, do bất đẳng thức trên đúng với mọi số thực œ, nên 


| |(z.9)lÝ — IIzl.|(z. w)1°.|lllf < 0. 
và ước lược ta sẽ có (2). . 


___. Thành thử một không gian tiền Hilbert phức là một trường hợp riêng 
của không gian định chuẩn phức. Cũng như trước, có thể chứng minh 
dễ dàng đẳng thức bình hành 


llz + w| + lle — w|Ý = 2(IzlỨ + IIwll) 


và đẳng thức này không những là điều kiện cần mà cũng là điều kiện đủ 
để cho một không gian định chuẩn phức có thể biến thành một không 
gian tiền Hilbert, với tích vô hướng nghiệm đúng (63). Cụ thể là nếu 
đẳng thức đó đúng với mọi z, y thì đặt 


lì ` í : : 
(z.9) = 2(lz + v|Ủ ~ llr — vi? + dlz + #|Ÿ ~ :l|z — #|) 
có thể chứng minh rằng (z,+) thỏa mãn các tiên để 1')-4) và nghiệm 
đúng (63). 
Một không gian tiền Hilbert phức đủ gọi là không gian Hilbert phức. 


Chẳng hạn không gian I?(, u) gồm tất cả các hàm phức z(£) có 
bình phương môđun khả tích trên # (đối với độ đo ) là một không 
gian Hilbert phức, với tích vô hướng là 


(z,v) = | z0, 


Một ví dụ khác là không gian i? gồm tất cả các dãy số phức z = 
(€,€a,...) sao cho 2°, |€;|? < oo. Tích vô hướng ở đây là 


(z, 1) " * ¡TT 
j=l 


LG T.XẺ1<........ 
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Tất cả các kết quả cơ bản về không gian Hilbert thực đều mở rộng 
cho không gian Hilbert phức, với ít nhiều thay đổi hiển nhiên trong phát 
biểu hoặc chứng minh. Chẳng hạn trong bất đẳng thức Bessel, đẳng thức 
hàn tế và định lý Riesz-Fisher cần thay 32°°.£? bởi 32“°, |€;|? (ở đây 

= (z,e¡), hệ số Fourier của z, nói chung là số phức), và trong Định 
r 2, tiết 3 về các đặc trưng của hệ trực chuẩn đầy đủ cần thay 3”, 
bởi ) ”,€ïn. 

7.2. TOÁN TỬ ĐỐI XỨNG TRONG KHÔNG GIAN HILBERT PHÚC. 
Vẫn như trước, một toán tử tuyến tính Á trong th: gian Hilbert X 
gọi là đối xứng nếu với mọi z,1 € X 


(Az,v) = (z, Áp): 


Mặc dù trong không gian Hilbert phức tích vô hướng của hai phần 
tử có thể lấy mọi giá trị phức, và trị riêng của một toán tử có thể là số 
phức, nhưng nếu A là toán tử đối xứng thì - 

- }) Với mọi + € X tích vô hướng (A+, +) là số thực. 

2) Các trị riêng của A đều là số thực. 

Thật vậy, theo định nghĩa tích vô hướng (z,.4z) = (4z, z), mặt khác, 
theo định nghĩa toán tử, đối xứng (z, Az) = (Áz, z) cho nên (Áz, z) = 
(4z, +), chứng tỏ rằng (Az, z) là số thực. Nếu 4z = Àz, z # 0 thì 
(Az, z) = (Az, z) = À|Ìz||?, và do (Az, z) thực nên À cũng thực. 

Ngoài ra cần chú ý rằng (œ4)* = #A" và nếu A đối xứng thì œ4 
chỉ còn đối xứng nếu a là số thực. 


Toán tử tích phân Fredhom 


b 
Aụ = lI K(z, s)¿(s)ds 
4 
trong không gian phức Lậ „¡ là hoàn toàn liên tục nếu 


`. 
| j |K(z, s)|?dzds.< œ, 
a a > 


và là đối xứng nếu hầu khắp nơi: 
Kíz, s) = K(s, 2). 
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Liên hợp của A là toán tử A" xác định bởi 


A*U= J "[z.Zj0()ds ị 


sa... 


Các định lý về trị riêng, vectơ riêng... của toán tử hoàn toàn liên tục 
và đối xứng vẫn đúng trong không gian Hilbert phức. Nói riêng định lý 
hai khả năng của Fredhom và các Định lý 12, 13 vẫn có giá trị. 

7.3. PHƯƠNG TRÌNH TÍCH PHÂN VỚI THAM SỐ PHỨC. Ta hãy 
xét phương trình: 


. ~ HAụ = ƒ % (65) 
trong đó 4 là một toán tử hoàn toàn liên tục trong không gian Hilbert 
phức X, và ¿ là một tham số phức. 


Theo định lý Fredhom, với mỗi trị ¿ cố định: hoặc là phương trình 
(65) có một nghiệm duy nhất ¿ với mọi ƒ € X cho trước (khi ấy u gọi 
là một trị thường); hoặc là phương trình 


ÿ ~ HA = 0 


có ít nhất một nghiệm  # 0, nghiệm này đương nhiên sẽ là một vectơ 
š riêng của A với trị riêng À = 1/ (khi ấy u gọi là một (rị bất thường). 
: Gọi 7 là toán tử đồng nhất, ta có thể viết phương trình (65) dưới 
. — đạng 


(ï— uA) = ƒ (66) | 


Nếu ¿ là một trị thường thì, kí hiệu #„ƒ là nghiệm duy nhất của 
(66) ứng với ƒ, ta sẽ xác định một toán tử ?t„ là nghịch đảo của toán 
tử Ï — uA : R„ = (I — uA)"}, 


Áp dụng Định lý 12, ta thấy rằng nếu ||¿4|| < 1 thì với mọi ƒ cho 
trước phương trình (65) có một nghiệm duy nhất bằng 


Š | @= ƒ+UAƒ + u2A2ƒ + --- 


+ 
ĩ 
& | 


_——__~Ỷ——=— ——* 
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Vậy mọi trị u sao cho |u| < TỊ đều là trị thường và với các u ấy ta 
có 


ụ=l+uA+u°A°+‹-‹ 


Áp dụng Định lý 13, ta lại được: nếu A là toán tử tích phân sinh 
bởi hạch #(z, s), có bình phương môđun khả tích và |u| < rặ thì 


R„=lI+H, 
với H'là toán tử tích phân sinh bởi hạch 
Ha, s) = uK(z, s) + u?K;(#z. 8) + - - :+ u"Ka(+, s) + : -- 


(dấu = hiểu theo nghĩa hội tụ trong metric của L2, „ „„ „)- 


BÀI TẬP 


Khái niệm không gian Hilbert. 


1. Nếu tích vô hướng của hai vectơ có trị tuyệt đối bằng tích các độ dài 
(chuẩn) của chúng thì hai vectơ ấy cộng tuyến (nghĩa là  = Àz). 


2. Cho c¡, cạ,..: là một dãy số dương cho trước, M là tập con của không 
gian Ì*, gồm tất cả các phần tử z = (€:,€¿,...) € i2 cho cho |€¡| < œ¡ (i¡= 
1,2,...). Chứng minh rằng M compac khi và chỉ khi 522 c2 < oo. 


Chỉ dẫn. Nếu 5”°° c2 < oo thì với e > 0 cho trước, có thể chọn nọ để 
cho 33Znạcn < £. Khi ấy tập các phần tử z = (&:,...,€no,0,...) với |€¡| < 
€¡ (i = 1,2, .... no) làm thành một e-lưới compac của Mí. Còn nếu $2%° c2 = 
2c thì chọn những m¿ sao cho với mỗi k = 1,2,..., tổng các c2 từ n = r 
đến n+„+¡; — 1 lớn hơn 1, khi ấy các phần tử z¿ = (0,...,0, ng ‹ 5v Ông; “ 
1,0,...,0) € A và ||z¿ — za|| > 2 với mọi k, h. 


Tính trực giao, Hình chiếu. 


3. Nếu Äí là một không gian con của một không gian Hilbert #7 thì 
(M1)+ =M. 


4. Cho Œ là một tập lồi đóng trong không gian Hilbert H, và z là một 
điểm cho trước trong #ï. Bao giờ cũng có một phần tử duy nhất  € C, gần z 
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nhất, nghĩa là sao cho 


— || = min ||z — 
lz — vil = min |z — w| 


Chỉ dẫn: Xem chứng minh Định lý 1. Chú ý rằng nếu ư„ € C\, ưựy € Œ 
thì 3(u„ + ư„) € C. 


5. Cho Äf là một không gian con đóng của không gian Hilbert H và z là 
một điểm của #ƒ. Chứng minh rằng: 


min{||z — u|| : w € M} = max{|(z,)| :  € M*, |ly|| = 1} 


. 6, Cho A là một toán tử tuyến tính liên tục từ không gian Hilbert thực #ï 
vào chính nó. A gọi là xác định dương nếu với mọi z € H ta có (Az,z) > 
œ(z,z) trong đó œ > 0. Khi ấy A là song ánh và ||4~!|| < a~}, 

Chỉ dẫn: Trước hết nhận xét rằng 4 là đơn ánh sau đó chứng minh rằng 
Ä = ImA là không gian con đúng của Hƒ (nếu z„ € Mí, zạa — zthì{A~!zạ} 
là đấy cơ bản, cho nên A~Ìz„ —›  € H, từ đó suy ra Ay = z). Chứng minh 
rằng: z € ÄAƒ† => z = 0, và suy ra M = H. 


Hệ trực chuẩn 


7. Trong một không gian Hilbert H, cho một hệ trực chuẩn e, ea,.... 
Gọi Pạ là không gian con sinh bởi e,....e„. Chứng minh rằng với mọi 
+ € H, uạ = }3;_¡(z,e¡)e¡ là hình chiếu của z trên Ö„, và nếu hệ trực 
chuẩn là đầy đủ thì y„ —› z (n —> o©). 

§. Trong một không gian Hilbert H, cho một hệ z), z¿,... Chứng minh 
rằng có một hệ duy nhất (xê xích những thừa số bằng số) ,1¿,... sao 
cho 1 .L #¡ (¿ = 1,...,& — 1) và với mọi m, „ thuộc bao tuyến tính của 
11,22; ‹‹.; Ty ‹ 

9, Các phần tử của LỆ thu được do trực hoá hệ 1, z, z2,... gọi là các 
đa thức Legendre. Chứng minh rằng đa thức Legendre thứ mø là 


Øn(z) = Ca[(z? — 1)"]() 


(đạo hàm cấp m‹ của Ca[(z? — 1)"\). : 

'Chỉ dẫn: Các vectơ 1, z, z? độc lập tuyên tính. Chỉ cần chứng minh ø„(z) 
trực giao với 1,z,...,z^~1, 

10. Chứng minh rằng các đa thức Legendre (xem bài tập trước) làm thành 
một hệ trực giao đẩy đủ của LỆ tay 
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Chỉ dẫn: Dùng định lý Weierstrass về xấp xỉ các hàm liên tục bằng đa 
thức (Chương 2). 
-x 


II. Các phấn tử của LỆ „ „y thu được do trực hoá hệ _UIC: - nuờt 
só§ T^e~#?, ... gọi là hàm Hermite. 


Chứng minh rằng hàm Hermite thứ m‹ có dạng: 
Ena(z) = Ca|e#ˆJ") 
(đạo hàm cấp r: của Ca|e~* `). 
12. Các hàm Hermite làm thành một hệ đầy đủ của LỆ. „.. „.) 


Chỉ dẫn: Hàm nguyên (theo 3) f(s) = ƒ®%ƒ(z)e'*“#e~*” da triệt tiêu tại 
s = 0, cùng với đạo hàm của nó, nếu ƒ trực giao với tất cả các hàm Hermite. 


13. Chứng minh rằng nếu A là một tập đo được trong |0, 2r] thì 


lim | exnzdz = lim [ sanzdz =0 
A n7 *oo A 


n+oo 


Chỉ dẫn: Khai triển 3⁄4 theo chuỗi Fourier. 
14. Cho nị < nạ < ... là những số nguyên đương. Chứng minh rằng tập 


„các điểm z € |0, 2z] tại đó sin n„z hội tụ (khi & —> oo), có độ đo bằng 0. 


Chỉ dẫn: Dựa vào bài tập trước. 


Phiếm hàm tuyến tính và song tuyến tính. 


15. Cho một không gian định chuẩn X. Ta nói một dãy {z„} € X hội tụ 
yếu tới z € X nếu với mọi phiếm hàm tuyến tính liên tục ƒ trên X, ta đều có 
ƒ(>a) —> ƒ(z). Chứng minh rằng trong một không gian Hilbert, nếu #ạ => 7 
yếu và ||z„|| — l|zl| thì z„ — Z. 

16. Cho ƒ là một phiếm hàm tuyến tính liên tục trên một không gian con 
í của một không gian Hilbert #J. Chứng minh rằng có một phiếm hàm tuyến 
tính liên tục duy nhất khuếch ƒ từ Ä⁄ lên toàn không gian mà vẫn bảo toàn 
chuẩn của ƒ, và phiếm hàm ấy triệt tiêu trên A#+. 


Chỉ dẫn: Dùng định lý Riesz. 
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17. Cho một tập lồi đóng Œ C ¿Öï (không gian Hilbert) thực và một điểm 
+zọ £ Œ. Chứng minh rằng bao giờ cũng có một  € ¡ sao cho (Vz € 
C) (w,z — #o) >œ>°0. 


Chỉ dẫn: Xem bài tập 4. Nếu a là điểm của Œ gần zọ nhất thì với mọi 
+ € C và mọi œ, 0< œ < l: 


lla + œ(z — a) — zo||Ÿ > lla - zollŸ hay 
TINH ưa >0 
Cho œ —> 0, suy ra (z — a,a — zọ) > 0, do đó 
(a — zọ, — zo) > lÌa — zo||? > 0. 


18. Cho một tập lồi đóng C C HH. Nếu {z„} C C và z„ hội tụ yếu tới zọ 
(xem bài tập 15) thì zọ € €. 


Chỉ dẫn: Dùng kết quả bài tập 17. 


19. Cho một dạng song tuyến tính đối xứng liên tục ƒ(z, ) trên Öƒ sao 
cho ƒ(z, z) 2 > al|z||?. Với mỗi phiếm hàm tuyến tính liên tục L trên H có 
một phần tử duy nhất zọ € #Ởï nghiệm đúng ƒ(zo,2) = L{z) V+z € H (bổ đề 
Lax-Milgram). 


Chỉ dẫn: Xem bài tập 6. 


20. Trong một không gian Hilbert thực, cho một tập lồi đóng C, một dạng 
song tuyến tính liên tục (không nhất thiết đối xứng) z(z, ) và một phiếm hàm 
tuyến tính liên tục E(z). Giả thiết rằng dạng z là bức trên C, nghĩa là 


(Vz€C) z(z,z) > ellz|?, œ > 0 


Bao giờ cũng có một phần tử duy nhất zạ € Œ đạt cực tiểu của phiếm hàm 
J(z) = r(z,z) ~ 2L(z) trên €. 


Chỉ dẫn: Để ý rằng với mọi z, y : 

_ Tr(+ + U,Z + ) + (+ — 1, — U) = 2(z, z) + 2m(w, 9) (67) 
Cho {z„} C Œ là một dãy nghiệm đúng J(z„) —> w = limzecJ(z). 
Theo (67) có 


= 


2J(zn) + 2J(Zm) = T(Tn — Zm; Zn — Zm) + 4J{ 
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từ đó, khi n, ?n — co : T(#„ — #m›#n — Em) — Ö. 


#o = lima-›ooZn đạt cực tiểu J(z) trên Œ. Tính duy nhất của zọ dựa vào tính 
lôi chặt của (+, z), (và do đó của J(#)), tức là (0z + (1 — Ø)y,Øz + (1— 
8)) < 9(z,) + (1 — 8)z(w, y) với mọi Ø € (0, 1), trừ khi z = g. 


21. (Nguyên lý biến phân cơ bản). Cho A là một toán tử tuyến tính đối 
xứng liên tục xác định dương (tức là (4z,z) > a||z||*, œ > 0). Muốn cho 
phần tử zọ € H là nghiệm của phương trình Áz = g với  € Hĩ cho trước, điều 


| 
Dựa vào giả thiết bức, suy ra {zn} là dãy cơ bản, và chứng minh được 
kiện cần và đủ là zọ đạt cực tiểu của phiếm hàm J(z) = (Áz, z) — 2(z, 9). 


ị 
Chỉ dẫn: Viết J(œ(z — zo) + zo) > J(zọ) (Vz) và cho œ =— 0 sẽ có | 
(Ázo — ,# — Zzọ) > 0 (V+). 
ị 


Í Xem bài tập 6 và bài tập 20. 


Toán tử đối xứng hoàn toàn liên tục. 


. 22. Trong không gian Là, ¡ị: cho ;B là toán tử nhân với ¿ tức là Ö : z(£) r> 


ị t.Z(t). Chứng minh rằng Ö là toán tử tuyến tính liên tục, đối xứng, có chuẩn 
IB| = 1, và không có trị riêng nào cả. 


Chỉ dẫn: Với e.> 0 tuỳ ý, lấy z(£) là hàm bằng 0 khi 0 < ‡ < 1 — e và 
bằng % khi 1 — e < £ < 1, sẽ có ||z|| = 1 và (Bz, z) = 1 — § Mặt khác rõ 
ràng ||.|| < 1, cho nên IEll = ], 


Để thấy rõ không có trị riêng cần chứng minh rằng: Bz= = Àz kéo thẻo 
+ =0. 


23. Toán tử đồng nhất: z + z có hoàn toàn liên tục không? 


24. Chuẩn của một toán tử đối xứng hoàn toàn liên tục A, với các trị riêng 
là À, Àa,... có thể xác định như sau: 


|L4|| = max |À;| 


í ` Toán tử A được cho trong một hệ trực chuẩn {e¡} bởi công thức 
k = 3 =¡4/ex, hoàn toàn liên tục, nếu 3 3 a?, < œo. 


Chỉ dẫn: A có thể biểu diễn thành giới hạn của một dãy toán tử hữu hạn 
chiều. 


26. Nếu A là toán tử tuyến tính hoàn toàn liên tục thì nó biến mọi dãy hội 
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tụ yếu (xem định nghĩa ở bài tập 15) thành dãy hội tụ chuẩn, tức là z„ —› z 
yếu kéo theo Áz„ —› Áz. 


Chỉ dẫn: Từ z„ —› z yếu suy ra {zạ} bị chặn và Á4z„ — Áz yếu. Nếu 
Azn # Az thì e > 0 sao cho ||4za, — Az|| > e với một dãy m, nạ, .... Tuy, ... 
Vì A hoàn toàn liên tục, mà {za} bị chặn nên { Á4z„, } chứa một đãy con hội 
tụ tới //. Ta có  # Az đồng thời / = Az: mâu thuẫn. 


Phương trình tích phân. 
271. Giải các phương trình: 
a) @(z) = 3 T zsự(s)đs + 3z — 2 
b) ¿(2) = 3 ƒ}zs¿(s)ds + 3z — 2 
©) Ø(z) = J2 (z + s)@(s)ds + 18z2 — 9z — 4. 
đ) @(z) = Íÿ` cos(z + s)@(s)đs + 1. 
Chỉ dẫn: Xem mục 6.3. Lời giải: 
8) @(Z) = Ÿz — 2; 
b) ¿(z) = + — 2, Œ hằng số tuỳ ý; 
c) (+) = 18z? + 12z + 9; 
đ) (@z) =1— +. 
28. Giải các phương trình: 
8) Ø(z) =z + [Z(s — z)e(s)đs. 
b) @(Z) = 1 + Íÿ(s — z)(s)ds. 
c) @(z) = 1 + Íj (s)ds. 
d) @(z) = 1 — 2z — 4z? + ƒj {3 + 6(z — s) — 4(z — s)?]u(s)ds. 
e) @(z) = 29 + 6z + J2 (6+ — 6s + 5)u(s)ds. 
Chỉ dẫn: Lời giải: 
a) @(z) = sỉn z. 


b) /() = cos 1. 
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c) @(z) = e. 
đd) /(z) = e. 


©) (+) = e2 — c3, 


29. Chứng minh rằng phương trình: 
| - 
@(z) = A + Bz t[ |C + D(z - s)]@(s)ds 
0 


(A, ,C, D-- hằng số) có nghiệm dạng (+) = Kiez + K?"?* trong đó , 
#, ¿,1n,Tnạ phụ thuộc A, B,C, D. 


Chương 8 


› KHÔNG GIAN TUYẾN TÍNH TÔPÔ 


1. KHÔNG GIAN TÔPÔ 


1.1. KHÁI NIỆM CẤU TRÚC TÔPÔ. Trong các không gian metric 
có thể nói tới giới hạn của các dãy điểm và sự liên tục của các ánh XẠ. 
Nhưng thật ra các khái niệm này không nhất thiết gắn liền với metric. 
Theo nghĩa trực quan, một dãy điểm z„ hội tụ tới zọ nếu z„ có thể gần ` 
tuỳ ý zọ, miễn là n đủ lớn; ánh xạ ƒ(z) liên tục tại zo nếu ƒ(z) có thể 
gần tuỳ ý ƒ(zo) miễn là z đủ gần zọ. Như vậy, mấu chốt trong các khái 
niệm giới hạn và liên tục không phải là bản thân metric, mà là khái 
niệm trực quan về sự "gần nhau" giữa các điểm. 


Nếu có một metric trong X, thì những điểm gần một điểm zạ € X, . 
chẳng hạn, là những điểm cách zọ chưa tới một khoảng cách nào đó. 
Nhưng nếu không có metric thì vẫn có thể nói đến sự "gần" nhau bằng 
cách: ta khoanh trong X một vùng V nào đó chứa zạ và qui định 
những điểm gần zọ là những điểm thuộc vùng W. Một cách tổng quát, 
ta qui định, đối với mỗi điểm zọ € X, một họ tập làm những vùng 
"lân cận” cho nó. Khi ấy câu nói trực quan: "z gần tuỳ ý zọ" sẽ có nội 
dung chính xác: "z thuộc một lân cận tuỳ ý của zọ"; "z đủ gần zọ" 
sẽ có nghĩa: "z thuộc một lân cận có thể chỉ rõ của zọ", v.v... Làm 
như thế ta tách được khái niệm gần, xa, ra khỏi khái niệm metric, và 
có thể xét những không gian trừu tượng trong đó tuy không có metric, 
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vẫn có thể nói tới sự gần nhau của các điểm và từ đó, nói tới sự hội tụ, 
tính liên tục, v.v... Đại thể những không gian trừu tượng xây dựng theo 
cách ấy gọi là không gian tôpô. 


Như vậy, cách tự nhiên nhất để xác định sự gần nhau mà không 
dùng tới metric là qui định các lân cận cho từng điểm của không gian. 
Đương nhiên các lân cận này cần phải thỏa mãn một số điều kiện hợp 
lý (các "tiên đề về lân cận") thì từ đó mới có thể xây dựng được các 
khái niệm giới hạn, liên tục và những khái niệm khác cần thiết cho giải 
tích. 


Nhưng bên cạnh khái niệm lân cận, trong không gian metric còn có 
một khái niệm quan trọng khác là tập mở, xuất phát từ đó cũng có thể 
xây dựng được khái niệm gần nhau. Nói rõ hơn, người ta có thể xây 
dựng không gian tôpô bằng cách bắt đầu qui định các tập được coi là 
tập mở. Những điều kiện mà họ tập mở cần thỏa mãn để cho phép xây 
dựng được các khái niệm cần thiết của giải tích, lại rất đơn giản: giao 
của một số hữu hạn, hoặc hợp của một số bất kỳ tập mở bao giờ cũng 
mở (Chương 2, Định lý 1). Cho nên về phương pháp trình bày, đi từ tập 
mở có phần thuận tiện hơn và dưới đây ta sẽ theo đường lối đó, mặc dù 
về trực quan cách làm đó không được tự nhiên bằng đi từ lân cận. 


Định nghĩa. Cho một tập X bất kỳ. Ta nói một họ 8 những tập con 
của X là một :ôpô (hay xác định một cấu trúc tôpô) trên X nếu: 


() Hai tập 0 và X đều thuộc họ 9. 

(1) 9 kín đối với phép giao hữu hạn, tức là: giao của một số hữu 
hạn tập thuộc họ 9 thì cũng thuộc họ đó. 

(li) 9 kín đối với phép hợp bất kỳ, tức là: hợp của một số bất kỳ 
(hữu hạn hay vô hạn) tập thuộc họ 9 thì cũng thuộc họ đó. 


Một tập X, cùng với một tôpô 9 trên X, gọi là không gian tôpô 
(X,8) (hay đơn giản: không gian tôpô X, nếu không sợ nhầm lần). 
Các tập thuộc họ 9 gọi là áp mở. Như vậy, cho một tôpô trên một 
tập X, có nghĩa là qui định rõ những tập con nào của X được coi là tập 
mở, và việc qui định đó phải chú ý sao cho: Ø và X đều là mở, và 
giao của một số hữu hạn, hoặc hợp của một số bất kỳ tập mở, cũng là 
tập mở. 


Vì họ các tập mở trong một không vá metric thỏa mãn các điều 
kiện trên, nên các không gian metric (bao gồm cả các không gian định 
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chuẩn và không gian Hilbert) đều là không gian tôpô. 


Cùng trên một tập X có thể xác định nhiều tôpô khác nhau để 
biến nó thành những không gian tôpô khác nhau. Chẳng hạn, nếu lấy 
3 = {0, X}, nghĩa là qui định chỉ có tập rỗng và bản thân không gian 
là tập mở thì cố nhiên các điều kiện (¡) (ii) (i11) được thỏa mãn : tôpô 
đó gọi là tôpô thô hay tôpô tầm thường . Một thái cực khác là lấy 9 
bằng họ tất cả các tập con của X, nghĩa là qui định mọi tập con của X 
đều là mở: các điều kiện (¡) (ii) (ii) cũng được thoả mãn, và tôpô đó 
gọi là tôpô rời rạc. 


Khi có hai tôpô 8, 3! trên X ta nói tôpô 8 yếu hơn tôpô 9“ (hay 
tôpô 8“ mạnh hơn tôpô 8) nếu 9 C Sƒ, nghĩa là mọi tập mở trong tôpô 
9 đều là tập mở trong tôpô 8“. Dĩ nhiên, trong tất cả các tôpô trên X, 
tôpô thô là yếu nhất, tôpô rời rạc là mạnh nhất. 


__ 1.2. TÔPÔ SINH BỞI MỘT HỌ TẬP HỢP. Trước hết ta nhận xét 
rằng: 
Bổ đề 1. Giao của một số bất kỳ tôpô trên X 
8 =na5a 
thì cũng là một tôpô trên X. 


Thật vậy, điều kiện (¡) hiển nhiên. Vả lại nếu 9; € 9 (¿ = 1,2,..., rm) 
thì G; € 8„ (¿ = 1,2,...,m) nên f°;G; € 84 với mọi œ, do đó 
fJ?,G;¡ € 8, chứng tỏ rằng điều kiện (ii) cũng được thoả mãn. Điều 
kiện (iii) chứng minh tương tự. 


Bây giờ cho 3 là một họ tập con tuỳ ý của X. It nhất có một tôpô 
bao hàm (, đó là tôpô rời rạc trên X. Vậy họ các tôpô bao hàm Xf 
không rỗng. Theo trên, giao của tất cả các tôpô ấy cũng là một tôpô 
trên X bao hàm %(, và đĩ nhiên đó là :ôpô yếu nhất chứa 3{. Ta gọi nó 
là rôpô sinh bởi 2M và ký hiệu 6(X(). Thành thử : 


Định lý 1. Cho trước một họ tập con 3 tuỳ ý của X, bao giờ cũng 
có một tôpô duy nhất (NÀ trên X, bao hàm % và yếu hơn tất cả các 
tôpô khác trên X bao hàm 3. n 


Đương nhiên do các điều kiện (¡) (i1) (iii) của một tôpô, nên tôpô 
S(%0) sinh bởi { phải bao gồm: 
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a) các tập hợp 0 và X; 

b) mọi tập nào là giao của một số hữu hạn tập trong họ #{ đã cho; 

c) mọi tập nào là hợp của một số bất kỳ những tập có dạng b) vừa 
nói. 

Ngược lại, cho 9 là họ tất cả các tập vừa mô tả. Rõ ràng 9' thỏa 


mãn các điều kiện (¡) và (iii) của một tôpô trên X. Mặt khác, nếu 
G¡, G¿ € 8', tức là, chẳng hạn 


Gị = UaÄMM¿, Gạ = U¿}Na 


với À„, jVạ là giao của một số hữu hạn tập thuộc họ %({, thì ¡ Ga = 
Ủa Ja(Mạ f1 Na), với Mạ f\ N; cũng là giao của một số hữu hạn tập 
thuộc họ (. Vậy G¡ n1 Gạ € Ø', chứng tỏ rằng 9“ cũng thỏa mãn cả 
điều kiện (ii). Thành thử 9“ cũng là một tôpô bao hàm #(, và do đó 
Ø' Đ 9(M). Nhưng ở trên đã thấy 3(M) 2 ', vậy 3(1Q) = S', tức là 
8(M) chính là họ tất cả các tập có dạng a), b) hoặc c) đã mô tả. 


Một trường hợp riêng đáng chú ý là khi 3( có các tính chất sau đây: 


L) Mỗi z € X đều thuộc ít nhất một G € .. 


2) Với mọi G¡, G¿ € W{ và mọi z € G¡ ñ G; đều có một G € M 
sao cho z € G C€ G¡fñ\G¡. 


Định lý 2. Nếu 3 có các tính chất 1) 2) nói trên thì tôpô S(M) 
sinh bởi 3 là họ tất cả các tập có thể biểu diễn bằng hợp của một số 
(bất kỳ) tập thuộc họ 3L. 


Chứng minh. Rõ ràng  = UacøG„, và do 1) nên X == U;exG;, 
trong đó Œ„ chỉ một phần tử của { chứa z. Vả lại, nếu G = G¡ G¿ 
với Gì, G¿ € Xí thì do 2) nên với mọi z € G đều có G„ € M sao cho 
z€ G; C G¡ñG¿, và rõ rằng G = U;eœG;. Thành thử mọi tập có 
dạng a) hoặc b) mô tả ở trên đều là hợp của một số tập thuộc họ 1. 
Do đó các tập có dạng c) cũng thế. ñ 


Ta nói một họ X C 8 là một cø sở của tôpô 9 nếu mọi tập G € 9 
đều là hợp của một họ con của 3í. Như vậy Định lý 2 có thể phát biểu: 


Nếu họ 3 có các tính chất 1) và 2) thì 3L là cơ sở của tôpô 5(®0). 
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1.3. LÂN CẬN. Lân cận của một điểm z trong một không gian tôpô 
X là bất cứ tập nào bao hàm một tập mở chứa z. Nói cách khác I/ là 
lân cận của z nếu có một tập mở G sao cho z € GŒC Ứ. 


Định lý 3. Một tập là mở khi và chỉ khi nó là lân cận của mọi điểm | 
của nó. 


Chứng minh. Nếu Œ là mở thì rõ ràng, theo định nghĩa lân cận, nó 
phải là lân cận của mọi điểm z € G. Ngược lại, giả sử Œ có tính chất 
này và với mỗi z € Œ hãy gọi Œ; là tập mở sao cho z € Œ„ C G. Khi 
ấy G = UzeœGŒ„, cho nên Œ là tập mở. n 


` Thành thử, nếu biết tất cả các lân cận của tất cả các điểm thì có thể 
dựa vào định lý trên để nhận ra tất cả các tập mở. Điều đó cho phép 
xác định tôpô bởi họ tất cả các lân cận. Cụ thể là: 


Định lý 4. Nếu V; là họ tất cả các lân cận của điểm + thì: 

() z € V với mọi V € ®,; 

(1) Nếu Vì, Vạ b— Ýz thì Vì 1; € Ty; 

(ii) Nếu Vị € Ý; và Vạ Đ Vì thì V¿ € Y„; 

(iv) Với mỗi V € Ý; có một .W € Ý„ sao cho V € y cho mọi 
€W. 

Ngược lại, nếu với mỗi z € X có một họ Ÿ„ các tập con của X, 
sao cho thỏa mãn các điều kiện trên thì có một tôpô duy nhất trên X 
nhận mỗi Y„ làm họ tất cả các lân cận của điểm z. 


Chứng minh. Các tính chất () (ii) (ii) hiển nhiên. Để chứng minh 
(iv) ta nhận xét rằng nếu V € Ý; thì có một tập mở Œ sao cho z € 
G C V: lấy W = G ta sẽ có, với mọi  € W, W €,, do đó V € %ụ. 


Bây giờ giả sử với mỗi z € X có một họ Ý, thỏa mãn các điều 
kiện (ï) (i) (iii) (iv). Cho 8 là họ tất cả các tập G sao cho: Œ € Y, với 
mọi z € G. Rõ ràng J € G và do (¡) và (iii) nên X € 8. Vả lại nếu 
G\,G; € 6thì GịnGs €6,vì rằng Với mọi z € G¡1G; ta có Gị€'%, 
(do z € G¡), G¿ € ; (do z € G;) và do đó, theo (ii), Gì  G; € Y¿. 
Nếu G„ € 8 thì U„Œ„ € G, vì rằng với mọi z € U„Gạ ta có z € Gạ„ 
(với một œọ nào đó) và G„„ € ;, do đó, theo (iii), U„G„ € Y;. Vậy 
ở là một tôpô trên X. Trong tôpô đó, ta hãy chứng minh rằng mỗi Y, 
là họ tất cả các lân cận của z. Thật vậy, nếu W là một lân cận của z thì 
theo định nghĩa phải có một tập Œ € 9 với z € G C V; và vì z € G 
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nên theo định nghĩa của 9, G € ;, rồi do đó, theo (iii) V € ?;. Ngược 
lại, cho ƒ € ; và gọi Œ là tập tất cả các điểm + sao cho V € %y. Với 
mỗi  € G, vì V € y nên theo (iv) có một Wy € 9y sao cho V € ; 
cho mọi z € M,: điều này có nghĩa là W, C G, và do đó theo (ii), 
G€,. Vậy G € 9, và vì z € G C V nên V là một lân cận của z. 
Tóm lại 9 là tôpô nhận mỗi '; làm họ tất cả các lân cận của z. 


Nếu có một tôpô 6“ cũng có tính chất đó thì theo Định lý 3, ta phải 
có 9“ = 9. Vậy tôpô đó là duy nhất. I8 


Một tập ®; C Ÿ; gọi là một cơ sở lân cận (hay một hệ cơ bản 
lân cận) của z nếu với mọi V € ?®; tồn tại một W € 2; sao cho 
IỨƒ € V. Chẳng hạn, họ các tập mở chứa z bao giờ cũng là cơ sở lân 
cận của z. Trong không gian metric, họ các hình cầu tâm z, bán kính 
l/n (n = 1,2,...) cũng là một cơ sở lân cận của z. Dĩ nhiên, biết một 
cơ sở lân cận Ð, của z thì mỗi lân cận của z sẽ là một tập bao hàm 
một phần tử nào đó của ®,. 


1.4. TẬP ĐÓNG. Cũng như trong không vào metric, một điểm z 
gọi là điểm trong của tập 4 nếu có một lân cận z nằm trọn trong Á (tức 
là bản thân A là một lân cận của z). Theo Định lý 3, một tập mở khi 
và chỉ khi mọi điểm của nó đều là điểm trong của nó. 


Một điểm z gọi là điển biên của một tập 4 nếu mọi lân cận của z 
đều chứa ít nhất một điểm của A và một điểm không thuộc 4. Rõ ràng 
một tập là mở khi và chỉ khi nó không chứa điểm biên nào của nó cả. 


Ta gọi một tập là đóng nếu no chứa tất cả các điểm biên của nó. 


Định lý §. Một rập là đóng khi và chỉ khi phần bù của nó là tập 
mở. 


NGGHHGHGGGGGGg St c1 tagttrrrrrcrrraiiciaiiicciiccKc=es.....rra 


Chứng mỉnh. Cho một tập ` và phần bù G = X\_ #' của nó. Đương 
nhiên mỗi điểm biên của #` cũng là điểm biên của Œ và ngược lại. Do 
đó Ƒ' chứa tất cả các điểm biên (tức #` đóng) khi và chỉ khi G không , 
chứa điểm biên nào (tức Œ mở, theo nhận xét ở trên). Im 


Từ định lý này ta suy ra rằng nếu gọi Z là họ các tập đóng thì: 


1*) Ø và X đều thuộc #Ø (đều là đóng). 
2*) 7 kín đối với phép hợp hữu hạn (nghĩa là hợp một số hữu hạn 
tập đóng là đóng). 


Chương 8. Không gian tuyến tính tôpô ° 377 


3*) 2 kín đối với phép giao bất kỳ (nghĩa là giao một số bất kỳ tập 
đóng là đóng). 

Thành thử muốn xác định một tôpô trên X chỉ cần chọn ra một họ 
tập con Ø của X có các điều kiện I*) 2*) 3*) làm tập đóng: khi ấy, 
tôpô sẽ gồm có tất cả các phần bù của những tập thuộc họ Z. 

Một điểm z gọi là điển (¿ của một tập 4 nếu mọi lân cận của nó 
đều chứa ít nhất một điểm của A khác với z. Dễ thấy rằng một điểm 
không thuộc A là điểm biên của 4 khi và chỉ khi nó là một điểm tụ của 
A, cho nên: mớt tập là đóng khi và chỉ khi nó chứa tất cả các điểm tụ 
của nó. 

Đối với một tập A C X, bao. giờ cũng có : một tập mở bao hàm 
trong 4 (đó là 0); một tập đóng bao hàm 4 (đó là X). 


Hợp của tất cả các tập mở nằm trọn trong 4 là tập mở lớn nhất chứa 


trong 4. Ta gọi nó là phẩn trong của A và ký hiệu nó bằng rì hay intA 
(tiếng Anh interior, nghĩa là trong). 

Giao của tất cả các tập đóng bao hàm A đĩ nhiên là tập đóng nhỏ 
nhất chứa A. Ta gọi nó là bao đóng của A và ký hiệu nó bằng hay 
clA (tiếng Anh closure, nghĩa là bao đóng). 


Định lý 6. Phần trong À của một tập A chính là tập các điểm trong 
của A. Bao đóng Ä của A bằng hợp của A và tất cả các điểm biên 


của A. Do đó A là mở khi và chỉ khi A =A; A là đóng khi và chỉ khi 
A=A. 

Chứng minh. Chứng minh định lý này không khác gì chứng minh 
định lý tương tự cho không gian metric (Chương 2, Định lý 4). 


1.5. ÁNH XẠ LIÊN TỤC, KHÔNG GIAN ĐỒNG PHÔI. Nhờ có khái 
niệm lân cận ta có thể định nghĩa ánh xạ liên tục như sau: 


Cho X,Y là hai không gian tôpô. Một ánh xạ ƒ từ X vào được 
gọi là liên tục rại rọ, nếu với mọi lân cận Ứ„„ của điểm ọ = ƒ(Zo) 
đều có một lân cận W⁄+„ của điểm zọ sao cho ƒ(W+,) C „„, nghĩa là: 
z € M¿„ => ƒ(z) € U„,. Anh xạ ƒ gọi là liền r„c nếu nó liên tục tại 
mọi z € X. Hiển nhiên định nghĩa này bao hàm định nghĩa về ánh xạ 
liên tục từ một không gian metric vào một không gian metric khác. 


". 
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Sau đây là một định lý khái quát định lý tương ứng đối với không 
gian metric (Chương 2, Định lý 11). 


Định lý 7. Một ánh xạ ƒ từ một không gian tôpô X vào một không 
gian tôpô Y là liên tục khi và chỉ khi nó có một trong hai điều kiện 
dưới đây: 


(Ì) Nghịch ảnh (bởi ƒƑ) của mọi tập mở (trong Y) đều là tập mở 
(trong X). 

(1Ì) Nghịch ảnh (bởi ƒ) của mọi tập đóng (trong Y') đều là tập đóng 
(trong X'). : 


Chứng minh. Giả sử ƒ liên tục và cho Œ là một tập mở trong 
Y, ƒ~!(G) là nghịch ảnh của ŒG. Nếu z € /~}(G) thì ƒ(z) € G, và 
vì G mở nên G là một lân cận của ƒ(z), và theo định nghĩa ánh'xạ liên 
tục, có một lân cận 1⁄¿ của z sao cho ƒ(W„) C G, tức là V¿ C ƒ~}(G). 
Vậy mỗi z € ƒ~!(G) đều nhận ƒ~!(Œ) làm một lân cận. Do đó ƒ~'(G) 
mở. Ngược lại giả sử ánh xạ ƒ thỏa mãn điều kiện (¡) và cho zọ là một 
điểm bất kỳ của X. Nếu „„ là một lân cận của 1o = ƒ(zo) thì có một 
tập mở G sao cho yạ € Œ C ,,y và V;„ = ƒ~(G) sẽ là một tập mở 
chứa zo và có ƒ(Wzy) = G C Ư„. Vậy ƒ liên tục tại zo. 


Thành thử (¡) tương đương với điều kiện : ƒ liên tục. Nhưng vì 
nghịch ảnh của phần bù của một tập là phần bù của nghịch ảnh của tập 
đó (Chương l, mục 7.3), nên (ï) và (ii) tương đương nhau. I8 


Ta nói hai không gian tôpô X,Y là đồng phôi nếu có một ánh xạ 
I-I 7: từ X lên Y sao cho qua ánh xạ đó họ tất cả các tập mở trong X 
biến thành họ tất cả các tập mở trong Y; nói khác đi, sao cho ảnh của 
mỗi tập mở trỏng X là một tập mở trong Ýˆ, và nghịch ảnh của mỗi tập 
mở trong là một tập mở trong X. Khi ấy ánh xạ z gọi là một phép 
đồng phôi giữa X và Y. 


Do Định lý 7, ta có mệnh đề: 


Một ánh xạ I-l m từ Ä* lên Y là một phép đồng phôi khi và chỉ khi 
7 và 1Ì (ánh xạ ngược) đều liên tục. 

Như vậy tôpô trong hai không gian đồng phôi là ảnh và nghịch ảnh 
của nhau, và hai không gian đồng phôi có những tính chất tôpô như 
nhau, cho nên về phương diện tôpô có thể xem chúng là đồng nhất 
(mỗi cái là bản sao của cái kia). 


—i 
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1.6. TÔPÔ YẾU XÁC ĐỊNH BỞI MỘT HỌ HÀM. 


Cho ƒ là một ánh xạ từ một tập X vào một tập Y. Nếu trên Y có 
cho một tôpô 9, thì do toán tử ƒ~` bảo toàn các phép toán tập (Chương 
l, mục 1.3), nên ƒ~'(8,) (tức là họ tất cả các tập có dạng ƒ~!(G) với 
G € 8,) sẽ là một tôpô trên X. Nếu X vốn đã có sắn một tôpô 8„ thì 
Định lý 7 cho biết rằng ƒ là ánh xạ liên tục khi và chỉ khi ƒ~!(8„) C „, 
nghĩa là khi và chỉ khi nghịch ảnh của tôpô trên Y' (tức là ƒ~'(3„)) yếu 
hơn tôpô trên X(8;). Cũng do đó ta thấy rằng: nếu trên Y' đã có một 
tôpô, mà trên X chưa có tôpô, thì có thể biến X thành không gian tôpô 
bằng cách gán cho nó tôpô ƒ~!(3„): đó là tôpô yếu nhất bảo đảm sự 
liên tục của ánh xạ ƒ. 


Tổng quát hơn, cho một họ ánh xạ {ƒ„ : X —› Y2}, trong đó mỗi 
Y,„ là một không gian tôpô, với tôpô 8„. Khi ấy tôpô trên X sinh bởi 
họ M = Uaƒ!(84) (theo Định lý 1) sẽ là :ôpô yếu nhất bảo đảm sự 
liên tục của tất cả các ánh xạ ƒạ; ta gọi nó là tôpô yếu xác định trên 
X bởi họ ƒ„. 


Hai trường hợp thường gặp nhất là tôpô tương đối và tôpô tích. 


Tôpô tương đối. Nếu M là một tập con của một không gian tôpô 
(X, 8) thì ta có thể xét ánh xạ ƒ từ M vào X biến mỗi điểm z € M 
thành chính z, và gán cho M tôpô ƒ~!(8). Tôpô này gọi là :ôpô tương 
đối cảm sinh từ X : một tập 4 là mở trong tôpô này khi và chỉ khi 
A=MfG, với G là một tập mở trong X. 


Tôpô tích. Nếu X), Xạ,... , X„ là những không gian tôpô, và X = 
IIX: (tích trực tiếp) thì ta có thể xét các phép chiếu p;, : (Z\, #a,... , #m) — 


Lzz ] 

z¡. Tôpô yếu xác định trên X bởi họ 7, pạ,...,Pp„ gọi là fôpô tích: 
một lân cận của điểm z = (Z¡,Z¿,..., #„„) trong tôpô này là một tập 
có dạng U\(m) x Ua(z:) <...X Un(#m) trong đó U:(zx;) là một lân 
cận của z; trong X;. 


Khi {X;}(À € A) là một họ bất kỳ không gian tôpô thì tích trực 
tiếp X = [];¿¿a Xa được hiểu là tập tất cả các hàm z = (za) trên A 
sao cho zạ € X; VÀ € A. Khi ấy tôpô tích trên X là tôpô yếu nhất bảo 
đảm sự liên tục của các phép chiếu pạ : z > zạ : đó cũng là tôpô sinh 
bởi họ tất cả các tập px (U), với À € A và U là tập mở trong Xạ, hay 


=—=—~..... 


.—=—^- 


T1: 
¬ : 


“=2. 
...=< 
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cũng là tôpô sinh bởi họ các tập có dạng [[;¿a Ưa với.Ưa là tập mở 
trong X; và Ư = X; với mọi À chỉ trừ một số hữu hạn chỉ số. 


2. GIỚI HẠN , TÍNH COWIPAC 


2.1. GIỚI HẠN, LỌC. Trong không gian tôpô cũng có thể định nghĩa 
sự hội tụ của một dãy điểm tương tự như trong không gian metric, cụ 
thể là ta nói một dãy {z„} C X hội tự tới điểm z (hoặc z là giới hạn 
của #a) và viết z„ —› z nếu với mọi lân cận V cho trước của z đều tồn 
tại ?o sao cho zạ € V với mọi m > nọ. 


Tuy nhiên nếu trong không gian metric nhiều tính chất quan trọng 
có thể mô tả qua các dãy hội tụ, thì trong không gian tôpô tổng quát 
vấn đề phức tạp hơn. Chẳng hạn, trong không gian metric một điểm z 
thuộc bao đóng của một tập A khi và chỉ khi có một dấy {za} C 4 
hội tụ tới z, nhưng trong không gian tôpô điều đó nói chung không còn 
đúng. Vì vậy ở đây cần phải đưa vào một khái niệm rộng hơn khái niệm 
dãy hội tụ. 


Một họ Š những tập con không rỗng của một tập X gọi là một lọc 
trên X nếu: 


IJ)A,BeS=>aAanbBece®S, 
2Aecs AcCB=>PbBec6S. 


Ví dụ: a) Họ tất cả các tập chứa một tập cho trước 4 C X; b) Họ 
tất cả các lân cận của một điểm z € X. 


Một họ 2 những tập con không rỗng của X, gọi là một cơ sở lọc 
nếu với mọi A, 8 € ® có một Œ € Đ sao cho f C 4ƒ B. Khi ấy họ 
tất cả các tập A⁄ sao cho M Đ A, với A € ?® (bất kỳ), làm thành một 
lọc, gọi là lọc sinh bởi cơ sở ®. 


Với mỗi dãy {z„} ta có thể cho ứng cơ sở lọc gồm tất cả các tập 
Sụ = {Z¡ : ¿ > n}. Lọc sinh bởi cơ sở này gọi là lọc sơ cấp ứng với 
dãy {ra}. 


Bây giờ cho một không gian tôpô X. Ta nói một lọc (hay cơ sở 
lọc) S trên X hội f tới +z nếu mỗi lân cận của + đều bao hàm một 
tập thuộc 6. Khi ấy ta viết Š -+z và cũng gọi + là giới hạn của S. 
Nếu §S là một lọc thì rõ ràng điểu đó cũng có nghĩa là: mọi lân cận 
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của z đều thuộc ®,.. 


Ta nói một lọc Š mạnh hơn một lọc 7 nếu 7' CS. Vì họ các lân 
cận của một điểm cũng là một lọc, nên khái niệm hội tụ cũng có thể 
định nghĩa : S -› z nếu Š mạnh hơn lọc các lân cận của z. 


Dễ thấy rằng: miột dãy {z„} C X hội tụ tới z khi và chỉ khi lọc 
sơ cấp tương ứng hội tụ tới z. Thành thử khái niệm lọc có thể coi là 
khái quát khái niệm dãy. Vả lại, nếu S,7' là hai lọc sơ cấp ứng với hai 
dãy {za}, {„} và nếu {za} là dãy con của {y„} thì đối với mỗi tập 
Tì„ = {¡ : ¡ 3> rh} đều tìm được n sao cho 6Š = {Z¡ : ¿ 3> n} C Tịa, 
cho nên ta có 7' C S, nghĩa là lọc Š mạnh hơn lọc 7'. Ngược lại, nếu 
lọc 9Ÿ mạnh hơn lọc 7' thì tập 7ì thuộc S cho nên phải bao hàm một 
Snọạ nào đó và ta có {z; : ¿ > nọ} C {wa}, chứng tỏ rằng đãy {z„}, bỏ 
đi một số hữu hạn phần tử, thì là một dãy con của {y„}. Như vậy việc 
chuyển từ một lọc Sang một lọc mạnh hơn chẳng qua là khái quát việc 
lấy một dãy con của một dãy cho trước. Ta cũng để ý thêm rằng nếu 
{za} C A thì A thuộc lọc sơ cấp Š ứng với dãy {z„} (do điều kiện 2 
trong định nghĩa-lọc). Ngược lại, nếu A thuộc lọc này thì 4 phải bao 
hàm một Š;„„ = {z¡ : ¿ > nọ} nào đó, cho nên toàn dãy {z„}, trừ một 
số hữu hạn phần tử, nằm trong '4. Vậy một lọc chứa A có thể coi là 
khái quát một dãy trong A. 


Với khái niệm lọc ta được lại trong không gian tôpô nhiều sự kiện 
tương tự như trong không gian metric, chẳng hạn: 


—_ Định lý 8. Một tập A là đóng khi và chỉ khi mọi lọc chứa A mà hội 
tụ thì phải có giới hạn thuộc A. 


Chứng minh. Nếu A € Š và Š —› z thì mọi lân cận V của z đều 
thuộc .ŠS, cho nên 4ñ W € § (điều kiện 1 trong định nghĩa lọc), do đó 
AnV # ð (vì mọi phần tử của Š đều không rỗng), nghĩa là: mọi lân 
cận của z đều có chứa những điểm của A. Nói cách khác, z thuộc bao 
đóng của A. Ngược lại nếu z thuộc bao đóng của A thì mọi lân cận 
V của z đều có chứa những điểm của 4, cho nên các tập A4 1V # Ú 
làm thành một cơ sở lọc: đương nhiên lọc sinh bởi cơ sở này chứa 4 
(vì 4 5 AnV) và chứa tất cả các lân cận của z (vì V  4nV) cho 
nên lọc đó hội tụ tới z. Vậy z thuộc bao đóng của A khi và chỉ khi z 
là giới hạn của một lọc chứa 4. Từ đó suy ra kết quả nói trên. n 
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Nếu ƒ là một ánh xạ từ X vào Y và Š là một cơ sở lọc trên X 
thì /(S) là một cơ sở lọc trên Y, vì ƒ/(An 8) c /(4)n /(B). Bàng 
phương pháp tương tự như trên, độc giả có thể chứng minh dễ dàng: 


Một ánh xạ ƒ từ một không gian tôpô X vào không gian tôpô Y 
liên tục tại + khi và chỉ khi với mọi lọc S —> z ta đều có ƒ(S) = ƒ(z). 


Ta thấy rõ nhiều kết quả suy rộng những sự kiện trong không gian 
metric. Tuy nhiên có một vấn đề phải chú ý: trong không gian metric, 
giới hạn của một dãy, nếu có, bao giờ cũng là duy nhất, còn ở đây 
không nhất thiết như thế. Muốn bảo đảm tính duy nhất của giới hạn ta 
xét các không gian tôpô đặc biệt thỏa mãn tiên đề tách sau đây: 


Với mọi cặp điểm khác nhau z¡,+¿ € X đều có hai lân cận Vì, Vạ 
của #\,a¿ sao cho Vị f\Vạ = Ú (nói cách khác hai điểm khác nhau bao 
giờ cũng có thể tách được bởi hai lân cận rời nhau). 


Một không gian tôpô thỏa mãn điều kiện đó gọi là không gian tách! , 
hay không gian Hausdorƒf, và tôpô của nó cũng gọi là ¿ópó tách hay 
tôpô Hausdorƒ. 


Định lý 9. Trong không gian tôpô Hausdorff một lọc chỉ có thể hội 
tụ tới nhiều nhất là một điểm. 


Chứng minh. Giả sử trái lại có một lọc Š hội tụ tới hai điểm khác 
nhau z¡,z¿. Vì X là không gian Hausdorff nên tồn tại hai lân cận Vì, W2 
của z¡,z¿ sao cho Vì f1 Vạ = Ú. Nhưng Wì, V¿ đều thuộc Š (vì Š —> #\ 
và 9 —› zạ), vậy theo điều kiện 1) trong định nghĩa lọc, Vì f\ V¿ạ € 6, 
nhưng W f1 W⁄¿ = Ô, trái với định nghĩa lọc. . IB 


Các không gian metric đều là không gian tôpô Hausdorff, và phần 
lớn các không gian tôpô cần dùng trong giải tích cũng là Hausdorff. 


2.2. KHÔNG GIAN COMPAC. Trong Chương 2, tiết 4, một không 
gian metric X được gọi là compac nếu mọi dãy vô hạn {z„} C X đều 
chứa một dãy con hội tụ (trong X). Chuyển sang không gian tôpô ta 
có định nghĩa: 


. Một không gian tôpô X gọi là compac nếu mỗi lọc Š trên X đều 
có một lọc mạnh hơn hội tụ. 
"Chú ý rằng không gian tách (separated space) khác không gian tách được 
(separable space)„ đã định nghĩa ở cuối tiết 4, Chương 2. 
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Định lý 10. Một không gian tôpô X là compac khi và chỉ khi nó có 
một trong hai điều kiện dưới đây: 


() Mọi phủ mở của X đều chứa một phủ con hữu hạn, nghĩa là: 
nếu U„G„  X và các G„ mở thì phải có các œ,..., œn, sao cho 
Uf`¡Ga, 2 X 

(ii) Bất.kỳ họ tập đóng nào trong X mà có giao rỗng thì phải chứa 
một họ con hữu hạn có giao rỗng , nghĩa là nếu f\„F}„ = Ô và các Fạ 
đóng thì phải có các œ,... ,œ„, sao cho f`_\Fa„ = Ô. 


Chứng minh. Bằng cách chuyển qua phần bù ta thấy ngay () và (ii) 
„tương đương. Vậy chỉ cần Nà, mìỉnh rằng X compac khi và chỉ khi 
có (iì). 


Trước hết, giả sử X compac và cho { F,} là một họ tập đóng với 
f„#¿ = 0. Nếu mọi họ con hữu hạn của họ đó đều có giao không rỗng 
thì gác tập có dạng (ƒ' ; F2, sẽ làm thành một cơ sở lọc, và sẽ có một 
lọc $ mạnh hơn lọc sinh bởi cơ sở này, hội tụ tới một điểm z € X. Vì 
các Fạ đóng, mà #4 € Š, Š — z, nên z € Fạ, với mọi o, trái với giả 
thiết các F„ không có điểm chung. Vậy phải có một họ con hữu hạn 
của họ { F⁄,} có giao rỗng . 


Ngược lại, giả sử có điều kiện (ii) và cho Š là một lọc bất kỳ 
trên X. Ký hiệu Ả là bao đóng của A. Nếu FuesÃ = 0 thì tồn tại 
Á¡, 4a,.... A¿ sao cho 

n?.\¡Ã¡ = 0, 


trái với định nghĩa lọc, vì các 4, Đ 4; nên đều thuộc Š. Vậy phải có 
một điểm z thuộc tất cả các bao đóng 4 của các tập A € Š, tức là một 
điểm z sao cho mỗi lân cận V của nó đều có chứa những điểm của mỗi 
tập A € S. Khi ấy các tập có dạng ⁄ f1. đều không rỗng và làm thành 
một cơ sở lọc (vì họ đó kín đối với phép giao hữu hạn, như có thể kiểm 
tra lại dễ đàng). Lọc sinh bởi cơ sở này sẽ mạnh hơn Š và mạnh hơn 
lọc các lân cận của z, nghĩa là hội tụ tới z. Vậy X đúng là compac. 


Hệ quả. Đối với không gian metric, hai định nghĩa về comjpac (định 
nghĩa mới dùng lọc, và định nghĩa cũ dùng dãy) ương đương. 

Thật vậy, theo Định lý 9, Chương 2, một không gian metric X là 
compac theo nghĩa dãy khi và chỉ khi nó có một trong hai tính chất nêu 
trên, tức là nó compac theo nghĩa lọc. 
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Một tập con Ä của một không gian tôpô X gọi là compac nếu mỗi 
lọc chứa AM đều có một lọc mạnh hơn, hội tụ tới một điểm thuộc M. 
Dễ thấy rằng nếu coi Ä⁄ là một không gian tôpô, với tôpô cảm sinh 
từ X, thì Ä⁄ là một không gian compac khi và chỉ khi nó là một tập 
compac, vì rằng mỗi lọc trên À⁄ đều là cơ sở của một lọc trên X chứa 
Mĩ, và ứng với mỗi lọc Š trên X chứa Ä⁄ đều có một lọc trên Mí tạo 
thành bởi các tập M  A, với A € ®S. 


Từ Định lý 10 ta suy ra: 


Một tập con M của một không gian tôpô X là compac khi và chỉ 
khi nó có một trong hai điều kiện dưới đây: 


() Mọi phủ mở của M đều chứa một phủ con hữu hạn. 
(i) Bát kỳ họ tập đóng nào trong X mà có giao không cắt M thì 
phải chứa một họ con hữu hạn vẫn có giao không cắt M. 


Điều kiện (ii) đĩ nhiên cũng có thể phát biểu: 


() Bất kỳ họ tập đóng nào mà mọi họ con hữu hạn đều có điểm 
chung thuộc Ä⁄ thì cả họ cũng phải có điểm chung thuộc M. 


Một tập con ÄM⁄ của không gian tôpô X gọi là compac tương đối 
nếu bao đóng Äƒ của nó compac. Dĩ nhiên nếu tập  compac tương 
đối thì mọi lọc chứa M đều có một lọc mạnh hơn, hội tụ (tới một giới 
hạn không nhất thiết thuộc M), vì mỗi lọc chứa Mí thì cũng chứa cả 
M 5 M. Nhưng ngược lại, một tập À⁄ sao cho mọi lọc chứa A⁄ đều có 
một lọc mạnh hơn, hội tụ -- không nhất thiết là compac tương đối nếu 
X là không gian tôpô bất kỳ. Có thể chứng minh rằng nó là compac 
tương đối nếu X là không gian tách và chính qui, theo nghĩa: với mỗi 
tập đóng 4 và mỗi điểm z £ A đều có một tập mở U  A và một lân 
cận V của z sao cho  nV = 0}. 


Định lý 11. () Môi tập con đóng của một không gian tôpô compac 
đều là compac. 

(1) Trong một không gian Hausdorff, mỗi tập con compac đêu là 
đóng.. 


Chứng minh. (¡) Nếu X⁄ là một tập con đóng của một không gian 
compac X, thì với mọi lọc chứa Mí, do X compac phải có một lọc 


!'Xem N. Bourbaki, Topologie generale, Chương 1, mục 3.3) 
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mạnh hơn hội t tụ tới một z nào đó, mặt khác do Mí đóng nên z € Mí. 
Vậy Mí compac. 


2) Giả sử X là không gian Hausdorff và M4 C X là một tập compac. 
Với mỗi lọc Š chứa Xí và hội tụ tới một phần tử z, đều có một lọc mạnh 
hơn, hội tụ tới một phần tử nào đó,  € AM. Dĩ nhiên lọc này cũng hội: 
tụ tới z (vì nó mạnh hơn Š), nhưng trong không gian Hausdorff một 
lọc chỉ hội tụ tới một giới hạn là nhiều nhất (Định lý 9) nên z = y. Vậy 
z € M và theo Định lý 8, M đóng. n 


Định lý 12. Ảnh của một tập compac qua một ánh xạ liên tục cñng 
là một tập compac trong bản thân. 


Chứng minh. Định lý này có thể chứng minh dựa vao đặc tính của 
các ánh xạ liên tục ƒ : ƒ(S) => ƒ(z) với mọi lọc S —› z. Nhưng cũng 
có thể chứng minh dựa vào đặc tính của tập compac, nêu ở Định lý 10. 
Thật vậy, cho ÄM là một tập compac, ƒ(Mí) là ảnh của ÄM⁄ qua ánh xạ 
liên tục ƒ. Nếu /7 là một phủ mở của ƒ(M) thì ƒ~!{ 7) là một phủ mở 
của ÄM, và do đó phải chứa một phủ con hữu hạn. Các phần tử của ,7 
mà các nghịch ảnh thuộc phủ con này sẽ làm thành một phủ con hữu 
hạn của ƒ(M⁄), chứng tỏ ƒ(M) eompac. D 


Hệ quả. Một hàm số thực liên tục trên một tập M compac thì bị 
chặn trên tập đó và đạt một cực đại và một cực tiểu trên tập đó. 


Thật vậy, ƒ(Äí) sẽ là một tập con compac của không gian #RÌ 
cho nên, như đã biết, ƒ(Aí) phải bị chặn và đóng, do đó sup ƒ(z) € 
zeM 


ƒ(M), inf ƒ(œ) € ƒ(M). n 
Định lý 13. * (7ychonoƒf) Tích trực ti? của một họ không gian 
tôpô compac {Xx}(À € À) cũng là không gian tôpô compac. 


Chứng minh. Để đơn giản, ta xét trường hợp một họ hữu hạn không 
gian X\,..., Xa. Chứng minh có thể mở rộng dễ dàng cho trường hợp 


_ một họ vô hạn. Cho X = ]]ÿ X; là tích trực tiếp của các không gian 


compac X;, p; : X —› X; là phép chiếu từ X xuống X;, tức là p;(+) = z;¡ 
với mọi # = (z¡,..., #n) €' X. Ta chỉ cần chứng minh rằng nếu { M¿} 
là một họ tập con bất kỳ của X có tính tương giao hữu hạn (tức là mọi 
họ con hữu hạn của nó đều có giao không rỗng) thì cả họ {M„} có 
giao không rỗng . Để làm việc ấy ta có thể giả thiết rằng { M„} là họ 
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tối đại trong X có tính tương giao hữu hạn, vì dựa theo tiên đề Zorn ( 
Chương 6, mục 1), nếu { M„} chưa phải là tối đại thì ta có thể mở rộng 
nó cho thành tối đại: nếu các bao đóng của các tập trong họ tối đại này 
có điểm chung thì đó cũng là điểm chung cho cả họ {Ã„}. Vậy giả 
sử { Ma} là một họ tối đại tập con của X có tính tương giao hữu hạn. 
Điều đó có nghĩa là: , 


a) {M„} có tính tương giao hữu hạn; 

b) Giao của một họ con hữu hạn bất kỳ của { M4} phải thuộc họ 
{Aa} (vì nếu trái lại thì thêm tập đó vào { M„} sẽ được một họ rộng 
hơn mà vẫn có tính tương giao hữu hạn); 

c) Nếu một tập nào đó cắt mọi giao hữu hạn của những tập trong 
họ { M„} thì nó phải thuộc họ { M„} (vì lẽ tương tự như ở b). 


Cho Mị = p¡(M„). Với mỗi ¿ cố định, các Ä⁄/ có tính tương giao 
hữu hạn, mà chúng là tập con của không gian compac X; cho nên chúng 
phải có bao đóng giao nhau ở một điểm z; nào đó. Ta sẽ chứng minh 
# = (1y... v#a) là điểm chung cho mọi (Ma }, nghĩa là mọi lân cận 
U của z đều cắt mỗi M,. - 


Thật vậy, theo định nghĩa tôpô tích, có thể giả thiết  = T]ƒ'; V{ 
trong đó V/ là lân cận của z; trong X;. Xét một ¿ cố định, bất kỳ. Vì ® 
thuộc mọi {Äf/ } nên V/ cất mọi M‡}, tức là U; = p7(V,) cắt mọi Mạ. 
Nói riêng, theo b), U; phải cắt mọi tập nào là giao của một họ con hữu 
hạn bất kỳ của { M„}. Do đó, theo c) U; € {Ma} và vì điều này đúng 
cho mọi ¿ = 1,...,?: nên Ư = fƒ_:U; cũng thuộc họ {A4} (theo b)). 
Vậy, theo a), U phải cắt mọi À⁄4„. I8 


3. KHÔNG GIAN TUYẾN TÍNH TÔPÔ 


3.1. KHÁI NIỆM KHÔNG GIAN TUYẾN TÍNH TÔPÔ. Một không 
gian tuyến tính (thực hay phức) có thể đồng thời được trang bị một cấu 
trúc tôpô. Khi ấy ta có một không gian vừa tuyến tính vừa tôpô. Nhưng 
nếu cấu trúc tôpô hoàn toàn độc lập đối với cấu trúc đại số thì các tính 
chất của không gian sẽ không có gì mới, ngoài những tính chất đã biết 
về không gian tuyến tính đơn thuần và không gian tôpô đơn thuần. Vấn 
đề chỉ đáng chú ý nếu giữa hai cấu trúc ấy có một mối liên hệ nhất định 
làm nảy sinh nhiều tính chất mới. 
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Ta nói một tôpô 9 trên không gian tuyến tính X tương hợp với cấu 
trúc đại số, nếu các phép toán đại số trong X liên tục trong tôpô đó, 
tức là nếu: 


l1) z + là một hàm liên tục của hai biến z, ; nói rõ hơn, với mọi 
lân cận V của điểm z + đều có một lân cận U„ của z và một lân cận 
„ của sao cho nếu z“ € U;, y € Uy thì tức khắc z' + + € V. 


2) az là một hàm liên tục của hai biến œ,z; nói rõ hơn, với mọi 
lân cận V của œz đều có một số e > 0 và một lân cận Ứ của z sao cho 


|a' — a| < e, z' € U thì tức khắc œ'z' € V. 


Một không gian tuyến tính X trên đó có một tôpô tương hợp với 
cấu trúc đại số gọi là một không gian tuyến tính tôpô (hay không gian 
vectơ tôpô). 


Từ điều kiện tương hợp có thể suy ra dễ dàng: 


Bổ đề 2. Các phép tịnh tiến ƒ(z) = z + a (a cố định tuỳ ý) và các 
phép vị tự q(+) = œ+ (a # 0 cho trước tuỳ ý) là những phép đồng phôi 
từ X lên bản thân nó. 


Thật vậy, nếu ƒ(z) = z + ø = y thì ƒ~Ì(w) = z = y — a thành 
thử ƒ là ánh xạ 1-1 từ X lên bản thân nó và cả ƒ lẫn ƒ~' đều liên tục. 
Tương tự như thế, nếu g(z) = œz =  (œ # 0) thì g~Ì{y) = z = $9, 
cho nên ø cũng là ánh xạ 1-I từ X lên bản thân nó, và cả ø lẫn ø~' đều 
liên tục. D 


Hệ quả. (¡) V là một lân cận của gốc khi và chỉ khi V + a là một 
lân cận của a. 

(1) Nếu V là một lân cận của gốc thì với mọi a # 0 œV cũng là 
lân cận của gốc. 


Ở đây V +a = {z+a : z € V} (V tịnh tiến từ gốc đến a); 
œV = {œz : z € V} (vị tự của V đối với gốc, theo tỉ số œ). 


Như vậy cấu trúc tôpô của không gian được hoàn toàn xác định bởi 
tập các lân cận của gốc: biết tập này thì mọi lân cận của một điểm 
tuỳ ý sẽ suy ra bằng một phép tịnh tiến. Do đó sau đây ta thường chỉ 
nói về các lân cận của gốc, và để cho gọn, ta sẽ nói tắt "lân cận” (chứ 
không nói rõ "của gốc"), trừ trường hợp sợ nhầm lẫn. Nếu V là một lân 
cận (của gốc) thì z € V + a (z thuộc lân cận V + a của a) có nghĩa 
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z—=a€V, 


3.2. CƠ SỞ LÂN CẬN CỦA MỘT KHÔNG GIAN TUYẾN TÍNH TÔPÔ. 
Ta hãy tìm các điều kiện đặc trưng cho cơ sở lân cận của một không 
gian tuyến tính tôpô. 


Một tập A gọi là hấp thu nếu với mọi z € A tồn tại một số À > 0 
sao cho hễ |œ| > À thì z € œA (nói cách khác, nếu A nhận 0 làm điểm 
bọc, như đã định nghĩa ở Chương 6, mục 1.3, II); A gọi là cán đối nếu 
với mọi z € 4 ta có œ# € A khi |œ| < 1 (nói riêng một tập cân đối 
không rỗng bao giờ cũng chứa gốc). 


Bồ đề 3. Trong không gian tuyến tính tôpô, mỗi lân cận V là một 
tập hấp thu, và bao hàm một lân cận cân đối WW sao cho W + W CV. 


(nhắc lại: A + Ö = {z+:+z€ A, „c P)). 


Thật vậy, với mỗi z cố định hàm ƒ(A) = Az liên tục tại À = 0 
nên với lân cận V cho trước tồn tại e£ > 0 sao cho hế |À| < z thì 
Àz € V, tức là hễ |œ| > 1/e thì z € œV. Do đó V hấp thu. Vả lại hàm 
(+, ) = z+ liên tục tại z = 0,  = 0 nên tồn tại các lân cận W;, W⁄¿ 
sao cho z +  € V với mọi z € W\,  € Wạ. Khi ấy U = W⁄ n W; 
là một lân cận, với + U C V. Vì hàm h(œ,z) = az liên tục tại 
œ = 0, z = 0 nên tồn tại một lân cận W⁄ạ và một số e > 0 sao cho 
œz € Ù với mọi z € W2 và |a| < e. Do đó alWạ C U với mọi |œ| < e, 
tức là co & ÀU, với mọi |A| =:ã: Thành thử co CW-= f\Ax>ìÀU, 
mà l1 là một lân cận nên W⁄ cũng là một lân cận. Nhưng rõ ràng 
W CŨ, do đó W +W C V, đồng thời W là cân đối vì rằng nếu 


z €W,0 < |a| < 1 thì z € ^U với mọi |À| > 1 (khi ấy |À| > 1) tức 


là œz € ÀU với mọi |œ| < 1 và mọi |À| > 1 hay, nói khác đi, œz € W 
với mọi |œ| < 1. 


Định lý 14. Trong mỗi không gian tuyến tính tôpô X bao giờ cũng 
có một cơ sở lân cận ® của gốc, sao cho: 

(i) Mỗi V € ® đều cân đối và hấp thu, 

(ii) Nếu V € ® thì œV € ® với mọi œ # 0; 

(ii) Môi V € ® bao hàm một W € ® sao cho W + W C V; 

(iv) Với mỗi cặp Vì, V¿ạ € ® tồn tại W € #8 sao cho W C Wịn ạ. 

Ngược lại, nếu trong một không gian tuyến tính X lấy một họ B(# 
Ú) các tập con của X thỏa mãn các điều kiện trên thì có một tôpô duy 


Chương 8. Không gian tuyến tính tôpô 389 


nhất trên X tương hợp với cấu trúc đại số, nhận ® làm cơ sở lân cận 
của gốc. 


Chứng minh. Gọi ® là tập tất cả các lân cận cân đối của gốc (tồn 
tại theo Bổ đề 3) thì dễ thấy rằng ® là một cơ sở lân cận thỏa mãn cả 
bốn điều kiện ()-(iv). 

Ngược lại, giả sử ta lấy trong không gian tuyến tính X một họ ® 

các tập con của X thỏa mãn bốn điều kiện trên. Gọi * là họ tất cả các 
tập con của X có bao hàm một phần tử của 2 và ; là họ tất cả các 
tập có dạng V + z, với V € 3. 
. — Rõ ràng các W„ thỏa mãn ba điều kiện đầu nêu trong Định lý 4 
(chẳng hạn nếu Vị, V¿ € Ý, thì Vị Đ V/, Vạ Đ V¿ với V7, V¿ € 2®, và 
theo giả thiết (iv) tồn tại W € 2 sao cho W C V/ñ V2 € Wịñ Vạ, 
chứng tỏ Vì f1V¿ € '). Hơn nữa với mọi V € ”, ta có V Đ V“, V*“€® 
và theo giả thiết (iii) tồn tại W € ® sao cho W + W C€ V⁄; lúc đó, với 
mọi + € W⁄/-ta có € W € W +W CV“CV, cho nên V € 3y, vậy 
các ?; cũng thỏa mãn cả điều kiện thứ tư trong Định lý 4. Do đó theo 
định lý này, có một tôpô duy nhất trên X nhận mỗi ?; làm họ tất cả 
các lân cận của điểm z. 


Vấn đề còn lại là chứng minh rằng tôpô đó tương hợp với cấu trúc 
đại số. Nhưng, cho trước V € ?®, ta tìm được theo giả thiết (ii), 
W € ® sao cho W + W C V và khi ấy hễ z € W +z,  € W + y thì 
+ “+. € W +W +z+ C V+z + y, chứng tỏ hàm z + liên tục. Mặt 
khác với z cho trước, ta có theo giả thiết (¡) (W hấp thu), một À > 0 sao 
cho z € ÀW, và khi ấy hễ |œ' — œ| < 1/À, # € (|a| + 1/À)~'W +z 
thì œ'z'— œz = œ!(z'—z) + (œ' —øœ)# € (|a|+1/À)(le|+1/A)~1W + 
(1/À).ÀAW = W + W cV, chứng tỏ hàm œz cũng liên tục. n 


Ví dụ. 1) Không gian định chuẩn là không gian tuyến tính tô 
phép cộng vectơ và phép nhân vectơ với số ở đây liên tục trong tôpô 
xác định bởi chuẩn. Họ tất cả các hình cầu mở (hoặc tất cả các hình 
cầu đóng) tâm ở gốc, làm thành một cơ sở lân cận của gốc thỏa mặn 
bốn điều kiện nêu trong định lý trước. : 


2) Cho J#{„„¡ là không gian các hàm số vô cùng khả vi (nghĩa ) là cố 
đạo hàm mọi cấp) trên đoạn [a, b}. Với các phép toán đại số như: thường 
lệ, đó là một không gian tuyến tính. Ta hãy gọi W{„„ là ó4 -tất:cả sưyng 
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hàm (+) sao cho 


sup |@#®(z)| < e (k = 0,1,2,..., m) 
a<z<b 


trong đó ¿(*) là đạo hàm cấp k của ự (¿(9) là chính ¿). Dễ kiểm tra lại 
rằng họ các W⁄2„„ (với mọi số tự nhiên rm, và mọi e > 0) thỏa mãn bốn 
điều kiện nêu trên. Vậy nó xác định trên J{„„) một tôpô tương hợp với 
cấu trúc đại số. 


3) Cho R” là không gian các dãy số z = (€\,Ê¿,... ,Én,.. .) với các 
phép toán đại SỐ : +1 —= (fi+m, Éa +Tì.. "mì a3 = (œỆ, œạ,...). 
Với mỗi bộ mm số tự nhiên k, kạ,..., k„ và một số £ > 0, ta hãy ký 
hiệu W(k\, kạ,..., k„„; e) là tập tất cả các dãy z € IR°® sao cho 


l€«,| < e (¿ = 1,2,... ,m). 


Họ tất cả các V(k\, kạ,... , km; £) (với mọi giá trị có thể của k, ka,... 
km và £) thỏa mãn bốn điều kiện nêu trên, và lấy họ đó làm một cơ sở 
lân cận của gốc, ta biến R® thành một không gian tuyến tính tôpô. 


4) Cho X = ]|[;¿A Xa, là tập các hàm z = z(À) trên A sao cho 
z(À) € X. Nếu mỗi không gian X; là tuyến tính tôpô (thực hay phức) 
thì với tôpô tích trên X và các phép toán tuyến tính xác định bởi: 
(z + )(A) = z(A) + w(À), (œz)(A) = az(À), ta biến X thành một 
không gian tuyến tính tôpô. 

Chú ý. Trong phần thứ nhất của Định lý 14 có thể đòi hỏi các lân 
cận thuộc 2 là tập đóng. Nói rõ hơn: Trong mỗi không gian tuyến tính 
tôpô có một cơ sở lân cận đóng ® với các tính chất 1 )-4). 


Để thấy rõ điều đó ta dựa trên các nhận xét sau đây: 


1) Nếu W là một lân cận cân đối bao hàm trong một lân cận V⁄ 
sao cho W/ + W C V, thì bao đóng Wƒ của nó cũng bao hàm trong V. 
Thật vậy, với mọi z € VỮ, lân cận W/ + z của z chứa ít nhất một điểm 
ụ€, tức là € W +z hay z € — W C W —W =W +W CV. 

2) Nếu lân cận W cân đối thì W cũng cân đối. 

Thật vậy, với mọi z € W, 0 < |œ| < 1, và mọi lân cận U (của 
gốc), lân cận =U + z của z chứa ít nhất một điểm  € M, tức là 


Cmh°__-YkE=————xxkrzỶ-.g 
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U€ ~U + z, hay oụ € Ứ + az, mà W cân đối nên ơụ € YW, thành 


thử lân cận  +- œz của œz chứa ít nhất một điểm œụ € W, chứng tỏ 
œz € Ï7, 


3) Nếu 2 là một cơ sở lân cận thì mỗi lân cận ⁄ € ® bao hàm một 
lân cận Wo € 2® sao cho ŸỨạ + WỮạ C V. (Do đó các bao đóng của 
những phần tử của Đ cũng làm thành một cơ sở lân cận). Thật vậy, cho 
W; là lân cận cân đối sao cho W⁄) +; C V, W; là lân cận cần đối sao 
cho WỨạ + W⁄; C W\, ta chỉ cần chọn 1⁄2 € ® sao cho Wạ C 1⁄2 thì sẽ 
có [ƒạ C VỮ; C W (theo nhận xét 1)) nên Ïƒạ+ŸỮạ C W⁄+ +1, C V. 


_ Từ các nhận xét đó ta suy ra dễ dàng: Nếu #® là một cơ sở lân cận 
có các tính chất 1)-4) thì các bao đóng của các phần tử của cũng làm 
thành một cơ sở lân cận có các tính chất ấy. 


Trong nhiều vấn đề, người ta đòi hỏi không gian tuyến tính tôpÔ 
phải thỏa mãn tiên để tách (tức phải là không gian Hausdorff). Qua 
khái niệm cơ sở lân cận, điều kiện đó có thể phát biểu: 


Định lý 15. Cho 2 là một cơ sở lân cận trong không gian tuyến 
tính tôpô X. Không gian X là Hausdorff khi và chỉ khi với mỗi z z0 
đều có một V € ® không chứa z, tức là: 


ƒìv=t® (1) 


Vẹ5 


Chứng minh. Nếu X là không gian Hausdorff thì với mọi z # 0 
tồn tại một lân cận không chứa z, mà Z là cơ sở lân cận nên tồn tại 
V € 2 sao cho V C U, do đó z ế V và ta có (1). Ngược lại nếu (1) 
đúng thì với mọi z, phân biệt, tức z — y # 0 tồn tại một V € ® sao 
cho z —  £ V và theo Bồ đề 2 tồn tại một lân cận cân đối W sao cho 
W +W CV: hai lân cận W + z và W + không thể có điểm chung 
z vì khi ấy z —  = (z — 9) — (z— z) €W — W = W +W c V, trái 
với cách chọn V. BỊ 


3.3. KHÔNG GIAN THƯƠNG. Cho một không gian tuyến tính X và 
một không gian con À4 của nó, ta có thể xét không gian thương .X/M 
như đã định nghĩa ở Chương 6, mục 2.3. Ký hiệu Z là lớp tương đương 
(modulo Ä⁄4) của z. Nếu X là một không gian tuyến tính tôpô, ta có 
thể xác định trên X/M một tôpô như sau: tập mở trong X/M là các 
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tập có dạng {# : z € G} trong đó G là một tập mở tuỳ ý trong X. Có 
thể chứng minh dễ dàng họ các tập đó đúng là một tôpô, và tôpô này 
tương hợp với cấu trúc đại số của X/M. Ta gọi nó là £ôpô tự nhiên trên 
không gian thương, hoặc tópô thương. 


Với khái niệm không gian thương ta có thể biến mỗi không gian 
tuyến tính tôpô thành một không gian tuyến tính tôpô Hausdorff như 
Sau. 


Cho 2 là một cơ sở lân cận của X. Dễ thấy rằng tập 
M=[ì\V (2) 


Ve® 


là bao đóng của không gian con {0}, cho nên Ä⁄ là không gian con 
đóng của X. 


Không gian thương X/M (với tôpô tự nhiên) là không gian Haus- 
dorƒƒ. Thật vậy, nếu £ là một phần tử khác phần tử không của X/M thì 
€ = :o với zọ # M nên phải có một lân cận V € ? sao cho zo + V 
không cất M, và V“ = {# : z € V} sẽ là lân cận của gốc Õ trong 
X/M, không chứa € (vì nếu € = # với z € V thì z — z € M, tức 
(zo+ V)n M #9. 


Thành thử, nếu một không gian tuyến tính tôpô chưa thỏa mãn điều 
kiện tách thì bằng cách xem đồng nhất các điểm chỉ khác nhau bởi một 
phần tử của tập (2) ta sẽ có một không gian thỏa mãn điều kiện ấy. 


4. KHÔNG GIAN LỒI ĐỊA PHƯƠNG 


4.1. TÔPÔ LỔI ĐỊA PHƯƠNG. Trong số các không gian tuyến tính 
tôpô, một lớp không gian đặc biệt quan trọng là các không gian lồi địa 
phương. 

Nhắc lại rằng (theo định nghĩa ở Chương 6, mục 1.3) một tập con 
A của một không gian tuyến tính gọi là /ổi nếu 


z,,€<A,0<œ<1>oar+(1l~a)y€ A. 


Một không gian tuyến tính tôpô X gọi là không gian lôi địa phương (và 
tôpô của nó gọi là :ôpô lồi địa phương) nếu trong X có một cơ sở lân 
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cận (của gốc) gồm toàn tập lồi. Vì khi tịnh tiến một tập lồi ta lại được 
một tập lồi nên trong không gian lồi địa phương mỗi điểm đều có một 
cơ sở lân cận lồi. 


Đương nhiên, tất cả các không gian định chuẩn đều lồi địa phương: 
cơ sở lân cận lồi trong đó là tập các hình cầu tâm ở gốc. Các không 
gian X\;„¿¡, RÑ° trong ví dụ ở mục trước cũng lồi địa phương: cơ sở 
lân cận lồi trong XÍ(¿„¡ là các lân cận W„„; trong R® là các lân cận 
V(k\,...., km; ). Chẳng hạn, W⁄„ „ lồi là vì với ¿, ý € V„„ ta có 


sỤP, lz“)(z)|<e, sup |ự“®(z)| <e 
aSz<b 


` aS<z< 
(k = 0,1,... mm) cho nên, nếu 0 < ø < 1 thì 


sup |a@#(z) + (1— œ)®(z)| < a. sup |e®(z)|+ 
a<z<b a<z<b 


+(1— a) sup |ý#®(z)| < œe + (1 — a)e = £ 
` aSz<b 
với mọi k = 0,1,...,rn, do đó œự + (1 — œ}/ € V„ 


Định lý 16. Trong mỗi không gian lôi địa phương có một cơ sở lân 
cận lồi, cân đối, và hấp thu. 

Ngược lại, nếu ®ạ là một họ tuỳ ý các tập con lồi, cân đối, và hấp 
thu của một không gian tuyến tính X thì có một tôpô trên XÃ tương 
hợp với cấu trúc đại số, trong đó mỗi tập thuộc họ ®ọ là một lân cận. 
Tôpô ấy lồi địa phương và nhận làm cơ sở lân cận họ tất cả các tập có 
dạng 


V, (e>0, €2) (3) 


nẹ= 


Chứng minh. 1) Giả sử X là một không gian lồi địa phương, với cơ 
sở lân cận lồi ®. Cho 2®“ là họ tất cả các tập V“ có dạng V“ = Vf\—V, 
với V € ?. Rõ ràng các V“  ®“ cũng là lân cận, và vì /“ C WV nên ®“ 
vẫn là một cơ sở lân cận. Vì V lồi nên —W, và do đó W*, cũng lồi. Vả 
lại V“ cân đối, vì nếu z € W“, |a| < 1 thì 0 < #2 < 1, —z € V“, mà 


V' lôi nên az = #‡*z + (: _ sÐ)(~z) € V“. Vậy 2®“ là một cơ sở 
lân cận lồi, cân đối (và hấp thu, theo Bổ để 2). 


SG mỉ anuaunn 
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2) Ngược lại, giả sử là một họ tập con lồi, cân đối, và hấp thu 
của một không gian tuyến tính X, và gọi ® là họ tất cả các tập có dạng 
(3). Rõ ràng 2® thỏa mãn các điều kiện (0), (ii), (iv) của Định lý 14. 
Nó cũng thỏa mãn cả điều kiện (ii), vì nếu V € 2 (có dạng (3)) thì 
V ồi (giao của một họ tập lồi cũng là tập lồi), và lấy W = ‡V ta có 
W +W = ‡V + }V = V (đẳng thức này là do V lồi). Do đó, áp dụng 
Định lý 14, ta suy ra kết quả . D 


Chú ý. Có thể đòi hỏi các lân cận thuộc cơ sở nói trong phần đầu 
của Định lý 16 đều là đóng. 


Thật vậy, ta hãy lấy các bao đóng của những phần tử của một cơ sở 
lân cận lồi, cân đối (và hấp thu), và gọi ®¿ là họ tất cả các bao đóng 
ấy. 3o cũng là một cơ sở lân cận và các phần tử của Đo cũng cân đối 
(xem chú ý 3) và 2) sau Định lý 14). Vả lại các tập đó đĩ nhiên là đóng 
và hấp thu. Vậy chỉ còn phải chứng minh thêm rằng các tập đó lồi, và 
muốn thế chỉ cần chú ý rằng bao đóng của một tập lôi là lồi. 


Điều này có thể chứng minh đơn giản như sau: 


Cho 4 là một tập lồi, A bao đóng của nó, z, / là hai điểm bất kỳ của 
bao đóng này, và œ là một số thực giữa 0 và 1. Với mỗi lân cận V đều 
có một lân cận W/ sao cho W + W C V. Vì z € Á nên lân cận ÈW/ +z 
có chứa ít nhất một điểm zạ € 4, và vì  € Ä nên lân cận r`-W + y có 
chứa ít nhất một điểm 1; € A. Nhưng A lồi, nên œz; + (1 — œ)w\ € A, 
và ta có œz¡+(1—dœ) € (W+ez)+W +(1—a)ụ C V+œz+(1—a)w, 
chứng tỏ lân cận V+œz+‡ (1 — œ)w có chứa một điểm œz) + (1— œ)¡ € 
A. Do đó œz + (1 — œ)y Ệ Ä, và bao đóng này lồi. _ 


4.2. XÁC ĐỊNH MỘT TÔPÔ LỒI ĐỊA PHƯƠNG BỞI MỘT HỌ SƠ 
CHUẤN. Tôpô của một không gian định chuẩn được xác định bởi 


chuẩn ||+||. Nếu ta ký hiệu p(z) = ||z|| thì theo định nghĩa của chuẩn 
ta có (Chương 5, tiết 3): 


1) p(z +) < p(z) +P(v);` 
2) p(œz) = |œ|p(z); 
3)p(r) =Ù=>z=ÒÙ, 


Khái quát sự kiện đó, ta sẽ chứng minh rằng tôpô của một không 
gian lồi địa phương được xác định bởi một họ sơ chuẩn. 
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Nhắc lại rằng một sơ chuẩn (Chương 6, mục 1.2) là một hàm số 
thực hữu hạn p(z) xác định trên một không gian tuyến tính X và thỏa 
mãn hai điều kiện 1) và 2) (nhưng có thể không thỏa mãn 3)). Như vậy 
một chuẩn là một sơ chuẩn p(z) mà p(z) > 0 với mọi z # 0. 


Bổ đề 4. Một hàm p: X —> R là sơ chuẩn khi và chỉ khi nó là hàm 
cỡ của một tập lôi, hấp thu và cân đối; nó là một chuẩn khi và chỉ khi 
nó là hàm cỡ của một tập lôi hấp thu, cân đối và không chứa trọn một 
đường thẳng nào. 

Thật vậy, nếu Œ là một tập lồi, hấp thu và cân đối thì dễ thấy rằng 

‹hàm cỡ pc của nó (Bồ đề 2, Chương 6) nghiệm đúng pc(—#) = pe(z). 

do đó với mọi œ < 0: pc(œz) = —œpe(—z) = —eœpec(z), cho nên 
pc(œz) = |œ|pe(z) với mọi œ, và p„ là một sơ chuẩn. Nếu Œ lại không 
chứa trọn đường thẳng nào cả thì với mọi z # 0 phải có À > 0 sao cho 
z ý ÀC, tức là pe(z) > À cho nên p sẽ là một chuẩn. 

Ngược lại nếu p là một sơ chuẩn thì tập Œ = {z : p(z) < 1} 
lồi vì với z € Œ, € Œ,0 < a < 1 ta có p(œz + (1 - œ)y) < 
œ0(z) + (1 — œ)p(y) < 1. Hơn nữa Œ cân đối vì p(z) < 1 kéo theo 
p(—z) = p(z) < 1, và C cũng hấp thu vì nếu z € X và À > ?(z) 
thì p(z/À) = p(z)/À < 1. Dễ thấy p(z) = inf{À > 0: z € ÀC} 
cho nên p(z) = pc(z). Sau cùng, nếu p là một chuẩn thì với mọi 
z # 0,p(z) > 0 cho nên p(œz) = œp(z) > 1 (với œ đủ lớn), tức là 
œz ý Œ, chứng tỏ Œ không chứa trọn đường thẳng nào đi qua 0 và z. 


Bồ đề 5. Trong một không gian tuyến tính tôpô một sơ chuẩn p(+) 
là liên tục khi và chỉ khi tập V = {z : p(z) < 1} là một lân cận. 


Thật vậy, nếu p(z) liên tục thì với 0 < e < 1 (tuỳ ý) tôn tại một 
lân cận Ư sao cho p(z) < e với mọi z € U, do đó U C V, và V là 
một lân cận. Ngược lại, nếu V là một lân cận thì với e > 0 tuỳ ý, eV 
cũng là lân cận và với mọi  € eV ta có p(y) =ep(Š) < e. Vậy với 


z €eV +a ta có p(z — a) < e, do đó |p(z) — p(a)| < p(z — a) < £, 
chứng tỏ p(z) liên tục tại a (tuỳ ý). 


Định lý 17. Trong một không gian tuyến tính X cho một họ sơ 
chuẩn Ï` tuỳ ý. Trên X có một tôpô tương hợp với cấu trúc đại số, 
trong đó mỗi sơ chuẩn thuộc họ P` đều liên tục. Tôpô ấy lồi địa phương 


| 
| 
ì 


396 Hàm thực và Giải tích hàm 


và nhận làm cơ sở lân cận của gốc họ tất cả các tập có dạng: 


{r: sụp pi(z) < e} (e >0, pị €T). (4) 


Nó là một tôpô Hausdorff khivà chỉ khi 
(vz # 0) (3p € T) p(z) > 0. (5) 


Chứng minh. Cho 2ạ là họ tất cả các tập có dạng V = {z : p(z) < 
1}, với p € F. Theo Bổ đề 4 các tập V lồi, cân đối và hấp thu, cho nên 
theo Định lý 16 có một tôpô trên X tương hợp với cấu trúc đại số, mà 
trong đó mỗi tập V là một lân cận, tức là theo Bổ đề 5, mỗi sơ chuẩn 
p €T là liên tục. Cũng theo Định lý 16 tôpô ấy lồi địa phương, với cơ 
sở lân cận là họ tất cả các tập có dạng 


c{ Vi - (e >0, Vị €®a) 


¿=1 
Nhưng rõ ràng 


cfP,V¿ = {ez:pj(z) < 1, ¡=1,2,...,n} 
{z: p(z) < e, ‡= 1,2,...›f} 
{z: sup p(z) < e} 
li 


<i<n 


nghĩa là các tập (3) chính là các tập (4). 

Mặt khác, theo Định lý 15, X là không gian Hausdorff khi và chỉ 
khi giao của tất cả các tập (4) là {0}, mà điều này lại tương đương với: 
bất kỳ z # 0, tồn tại một tập (4) không chứa z, tức là tồn tại một e > Ô 
và một p € Ï` sao cho p(z) > e. ñ 

Thành thử mỗi họ sơ chuẩn [' trên X xác định một tôpô lồi địa 
phương, với cơ sở lân cận là các tập (4). 

Ngược lại, bất kỳ tôpô lôi địa phương nào cũng có thể coi là được 
xác định bởi một họ sơ chuẩn 

Thật vậy, cho ®o là một cơ sở lân cận lồi, cân đối (và hấp thu), tồn 


tại theo Định lý 16, và xét các hàm cỡ của các tập thuộc g. Theo Bổ 
để 4, các hàm số đó là những sơ chuẩn và dễ thấy rằng tôpô lồi địa 
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phương xác định (theo Định lý 17) bởi họ sơ chuẩn này trùng với tôpô 
vốn có của không gian. 


Trong trường hợp họ sơ chuẩn T' chỉ gồm một phần tử duy nhất ?(z) 
thì điều kiện tách (Hausdorff) buộc p(z) > 0 với mọi z # 0: khi ấy 
p(z) là một chuẩn và ta có một không gian định chuẩn. 


Tôpô lồi địa phương mạnh nhất. Như vậy cùng trên một không 
gian tuyến tính X có thể xét nhiều tôpô lồi địa phương khác nhau, tuỳ 
theo cách chọn họ sơ chuẩn. Tôpô lồi địa phương xác định bởi họ tất 
cả các sơ chuẩn trên X đĩ nhiên là tôpô lồi địa phương mạnh nhất. 


›. Định lý 18. (¡) Tôpô lồi địa phương mạnh nhất trên một không gian 
tuyển tính X là Hausdorƒ. 

(ii) Trên một không gian tuyến tính hữu hạn chiều chỉ có một tôpô 
lôi địa phương Hausdorƒfƒ duy nhất, đó là tôpô Euclide thông thường. 


Chứng minh. (¡) Nếu a # 0 và „ là không gian một chiều sinh bởi 
a, M là bù đại số của R„ thì mọi z € X đều có một biểu diễn duy nhất 
- dưới dạng z = œa + ư với œ € R,u € M. Tập Œ = {z = aa + u: 
œ < 1} là tập lồi, cân đối và hấp thu, cho nên hàm cỡ pc(Z) là một sơ 
chuẩn, với pc(a) > 1, chứng tỏ tính Hausdorff của tôpô lồi địa phương 
mạnh nhất trên X. 

(ii) Gọi đo là tôpô Euclide và 9 là tôpô lồi địa phương mạnh nhất 
trên X. Để chứng minh (ii) chỉ cần vạch rõ 8 C 8o, nghĩa là mọi tập lồi, 
cân đối, hấp thu V (9-lân cận) đều cũng là 3o-lân cận. Nếu #y,..., é„ 
là một cơ sở (theo nghĩa đại số) của X thì do V hấp thu nên với mỗi 
¡ có một À; > 0 để cho +À;e; € V, và vì V lồi nên bao lồi U của 
{À¡€y,...,Àaea} nằm trong V, mà U hiển nhiên là một 9o-lân cận. 
Vậy 9 C 9o. D 


4.3. KHÔNG GIAN ĐẾM ĐƯỢC CHUẨN. Một không gian lồi địa 
phương mà tôpô được xác định bởi một họ sơ chuẩn Ï` hữu hạn hoặc 
đếm được, và thỏa mãn điều kiện tách (5), gọi là một không gian đếm 
được chuẩn. 

Chẳng hạn, không gian #{a„¡ trong ví dụ ở mục 3.2 là không gian 
đếm được chuẩn, với họ sơ chuẩn 


llellc= sup |@“(z)| (k = 0,1,2...). 
a<z<b h 
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Để ý rằng mỗi sơ chuẩn này thật ra là một chuẩn và 
lllla < llw|ls < --- < llellx < -- - : 
Không gian R® cũng đếm được chuẩn, với họ sơ chuẩn 
llzlle = |€«| (k = 1,2... .) 


(€„ là toạ độ thứ & của z). 
Định lý 19. Các mệnh đề sau đây tương đương: 


(¡) X là một không gian đếm được chuẩn. 

(ii) X là một không gian lôi địa phương Hausdorfƒ, có một cơ sở 
lân cận đếm được. 

(ii) X là một không gian lồi địa phương metric hoá được (nghĩa là 
trong đó có thể đưa vào một metric sao cho tôpô xác định bởi metric . 
này trùng với tôpô vốn có của không gian). | 

Chứng mỉnh. (¡) = (ii) rõ, và (ii) => (ii) cũng rõ, vì trong một 
không gian metric họ các hình cầu bán kính 1/n (n = 1,2,.. .) là một 
cơ sở lân cận đếm được. Cho nên chỉ cần chứng minh (ii) = (1). 

Giả sử X là một không gian lồi địa phương Hausdorff có một cơ 
sở lân cận đếm được. Vì mỗi lân cận đều bao hàm một lân cận lồi cân 
đối, nên sẽ có một cơ sở lân cận { W⁄/.} lồi, cân đối. Cho p(z) là hàm cỡ 
của Ví, và 

¬ 
0(z) = vã 2t min{pz(z), 1}. (6) 
k=l 

Khi ấy ø(z + w) < ø(z) + ø(w), ø(—z) = p(z), và nếu ø(z) = 0 
thì ø¿(z) = 0 do đó z € V¿ với mọi È, và theo Định lý 15, z = 0, vì 
theo giả thiết X là không gian Hausdorff. Vậy nếu đặt 


——- -——-G —=-— CƯ” m Ÿ.—— 


| 
| 


.  Ø(#,) = Ø(Z~— 9) 
thì ø sẽ là một metric. Trong tôpô xác định bởi metric này, các tập 
1 
Uy = {+: p(z) < 2x) 


làm thành một cơ sở lân cận. Nhưng trong tôpô vốn có của X, mỗi 
p„(z) là liên tục (Bổ để 5), cho nên ø(z) cũng liên tục (với £ > 0 cho 
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trước tồn tại một m‹ đủ lơn để ÿ^P „.; + < £/2, và một lân cận V sao 
cho p¿(z) < £/2 với mọi k = 1,2,..., +: khi ấy với mọi z € V sẽ có 
ø(z) < £). Do đó các tập Ư„ đều là mở trong tôpô vốn có của X. Mặt 
khác ¿ C V¿ vì rõ ràng nếu ø(z) < # thì phải có px(z) < 1. Vậy 
{U,} là một cơ sở lân cận của tôpô vốn có của X, nói cách khác tôpô: 
này trùng với tôpô xác định bởi metric ø. ñ 


Vì một không gian đếm được chuẩn là metrie hoá được nên có thể 
nói tới tính đủ của nó (với tư cách là không gian metric). Một không 
gian đếm được chuẩn và đủ gọi là một không gian Préchet. Như vậy 
mọi không gian Banach (không gian định chuẩn đủ) đều là không gian 
Fréchet. 

Không gian #{{„„ là không gian Frechet. Thật vậy, nó là giao của 
tất cả các DỊ, „ (n = 1,2,...), trong đó DẸ „ị là không gian Banach tạo 
thành bởi các hàm số ¿(z) có đạo hàm liên tục đến cấp n, với chuẩn 


llella = sup lø”°(z)| ( = 0, 1,...,m) 
h a<z<b : 


Giả sử {¿;¡} là một dãy cơ bản của #{„ tức là ø(¿;, #;) => 0 (2, j => - 
+oe), trong đó theo (6) metric ø được xác định bởi 


n1 


Rõ ràng, với mỗi mn, ta cũng có ||¿¡ — ý;Ì|z (¿, j => o), nên {¿;} cũng 
là dãy cơ bản của mỗi DƑ „, và do đó có một phần tử /o„ € Dị ụ 
sao cho ||; — #on|Ìa —> 0 (¿ —> œo). Nhưng dễ thấy rằng ựo„ như 
nhau cho mọi m, vì nếu rn < m thì @o„ € Dị „ và l|/¡ ~ (o,nÌÏm 
li — #olÌu —> 0 (¿ —> œ) nên #o,„ = #o,m. Do đó ựo,„ = #o (không 
phụ thuộc n) và ựọ € f1#2¡D[ „ = Ksz. Vì |Ì¡ — @olla —> 0 (¿ => œ) 
với mọi m nên để dàng suy ra Ø(;, o) —> 0Ö (¡ —> œ). Vậy K(a„¡ là 
không gian đủ. 

Bồ đề 6. Trong một không gian Frechet X, mỗi tập V lôi, cân đối, 
đóng và hấp thu là một lân cận của gốc. 


Giả sử V không chứa trọn bất cứ hình cầu nào của không gian metric 


` em | 
Ø(@¡› 9) = » 2n min{||@¡ — #;Ï|n › 1}. 
X. Thế thì øV (bất kỳ n) cũng có tính chất ấy. Ta hãy lấy một điểm 
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z¡ ý V. Do V đóng nên có một hình cầu đóng Š), tâm z›, bán kính 7ạ 
không cắt V (X là không gian metric !). Trong hình cầu này có ít nhất 
một điểm z; ế 2V, và vì 2V cũng đóng, nên có một hình cầu đóng 5S, 
tâm z¿ bán kính r¿ < r¡/2 không cắt 2V. Tiếp tục cách xây dựng đó 
ta được một dãy hình cầu đóng thất dần Š;  Š;¿ 2... 2 Sạ 2... có 
bán kính r„ — 0. Vì X là không gian metric đủ nên đãy hình cầu đó 
có một điểm chung zọ, và vì hình cầu $„ không cắt „V nên z không 
thuộc bất cứ tập +V nào, trái với tính hấp thu của V. Vậy phải có một 
hình cầu U (tâm a, bán kính r) nằm trọn trong V. Do V cân đối nên 
hình cầu —Ữ cũng nằm trọn trong V, rồi do V lồi nên bao lồi của Ư và 
—Ù cũng nằm trọn trong V. Nhưng bao lồi này phải chứa trọn hình cầu 
tâm ở gốc, và bán kính r, vì nếu ø(+) < r thì a+z € U, =a++z € —=U, 
do đó z = $(a +) + Ì(—a + z) phải thuộc bao lồi nói trên. Vậy V 
bao hàm một hình cầu tâm ở gốc, do đó là một lân cận của gốc. ñ 


Một tập lồi, cân đối, đóng và hấp thu trong một không gian lồi 
địa phương cũng gọi là một (hàng (tôn-nô), và một không gian lồi địa 
phương trong đó mọi thùng đều là lân cận của gốc gọi là một không 
gian thùng. Như vậy bổ đề trên cho biết: mọi không gian Fréchet là 


không gian thùng. 


5. TOÁN TỬ VÀ PHIẾM HÀM TUYẾN TÍNH 
TRÊN KHÔNG GIAN TUYẾN TÍNH TÔPÔ 


5.1. TẬP BỊ CHẶN. Trong không gian định chuẩn một tập À⁄ gọi là 
bị chặn (giới nội) nếu nó chứa trong một hình cầu nào đó. Rõ ràng điều 
này tương đương với: cho trước bất cứ hình cầu V nào cũng có một số 
œ > 0 sao cho Ä⁄ hoàn toàn chứa trong hình cầu œV. Dưới dạng đó, 
muốn mở rộng khái niệm tập bị chặn cho không gian tuyến tính tôpô 
chỉ cần thay hình cầu bởi lân cận. 


Nói rõ hơn, một tập con Ä của một không gian tuyến tính tôpô gọi 
là bị chặn (giới nội) nếu với mỗi lân cận V cho trước tồn tại một số 
œ > 0 sao cho M4 C œV (người ta cũng nói: tập AM được hấp thu bởi 
mọi lân cận). 

Đương nhiên, tập chỉ gồm một điểm (và nói rộng hơn một tập hữu 
hạn) bao giờ cũng bị chặn, vì trong không gian tuyến tính tôpô mọi lân 
cận đều có tính hấp thu. 


———————--——— ———¬ 
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Trong trường hợp không gian lồi địa phương ta có sự kiện sau: 


Bổ đề 7. Cho một không gian lồi địa phương X, có tôpô xác định 
bởi một hệ sơ chuẩn TY. Điều kiện cần và đủ để cho một tập M C X bị 
chặn là với mỗi sơ chuẩn p(+) € TP tập sốp(M) = {p(+) : z € M} bị 
chặn. 


Thật vậy, với mỗi p € Ï` tập {z : p(z) < 1} là một lân cận, cho 
nên nếu Ä⁄ bị chặn thì phải có một số œ > 0 để M C a{z : p(z) < 
1} = {z : p(z) < a}, tức là p(z) < œ với mọi z € Mí. Ngược lại, 
nếu p(M) bị chặn với mọi p € T` và V là một lân cận bất kỳ cho trước 
thì lấy p, € IF' (¡ = 1,2,...,?+) và e > 0 sao cho {z : p/(z) < £e (i = 
1/2,...,m)} C V ta sẽ có, theo giả thiết, p(M) < œ (¡ = 1,2,..., n) 
với một œ > 0 nào đó, tức là với mọi z € Mí ta có p;(z) < œ hay 
Pi(ỆZ) < £ (¡ = 1,2,...,n), do đó $M C V hay M C Ê®V. 


5.2. TOÁN TỬ TUYẾN TÍNH. Cho một toán tử tuyến tính từ một 
không gian tuyến tính tôpô X vào một không gian tuyến tính tôpô Y. 
Theo định nghĩa chung về ánh xạ liên tục, toán tử gọi là iiên tục tại 
zọ nếu với mọi lân cận Ư cho trước trong Y tồn tại một lân cận V trong 
X sao cho 

z€V+zạ > Az € U + Aro 


Toán tử A là /iên tc nếu nó liên tục ở mọi điểm. 


Cũng như trong không gian định chuẩn: muốn cho toán tử tuyến 
tính A là liên tục, chỉ cần nó liên tục tại điểm gốc. 


Thật vậy, nếu 4 liên tục tại z = 0 thì với mọi lân cận trong 
Ÿ, có một lân cận V trong X sao cho z € V => 4z € Ù tức là 
# — zọ € V  Áz — ro = A(+ — zọ) € U, chứng tỏ A liên tục tại 
mọi điểm zọ. 


Một toán tử A gọi là bj chặn nếu nó biến mọi tập bị chặn thành tập 
bị chặn, nghĩa là: nếu Ä⁄ bị chặn thì tập { Áz : z € À⁄} bị chặn. Trong 
không gian định chuẩn, điều này có nghĩa là có một hằng số # > 0 để 
cho ||4z|| < K||z|| với mọi z, và như đã biết (Chương 5, tiết 5), điều 
đó tương đương với tính liên tục. 


Trong không gian tuyến tính tôpô tổng quát, sự liên hệ giữa tính 
liên tục và tính bị chặn của toán tử được mô tả trong định lý sau: 


.. 
; 
' Ÿ†maIA 


402 Hàm thực và Giải tích hàm 


Định lý 20. Cho hai không gian tuyến tính tôpô X,Y”. Mọi toán tử 
tuyển tính liên tục từ X vào Y đều bị chặn. Nếu X có một cơ sở lân 
cận đếm được thì ngược lại mọi toán tử tuyến tính bị chặn từ X vào Y 
đều liên tục. 


+:rrr.¬ 


ốc ca c6 an nnannnanar 
CC nhi XS:E em —==am..tà ———— 


= 


Chứng minh. 1) Giả sử toán tử tuyến tính A từ X vào Y là liên tục, 
và cho một tập bị chặn Mí C X. Với mọi lân cận Ư cho trước trong 
Y, vì A liên tục nên có một lân cận V trong X sao cho A(W) = {Az : 
z€ V} CỮ, và vì M bị chặn nên có một œ > 0 sao cho M4 C œV, 
do đó A(M) = {Az : z€ M} C A(aV) = a|[A(V)] C œU, tạ tỏ 
rằng A(M) bị chặn. 


2) Giả sử X có một cơ sở lân cận đếm được { V+ }. Bao giờ cũng có 
thể cho rằng các W⁄ cân đối và 


W¿2W¿2---2Vạ2--: 


2® '? +- 


vì nếu chưa có điều kiện đó thì ta có thể thay Vị bởi Vý cân đối, bao 
hàm trong Vị (Bổ để 2), rồi thay 1¿ bởi V2 cân đối bao hàm trong 
V/n1¿, thay Vạ bởi Vÿ cân đối, bao hàm trong 1⁄2 f1 WẠ, v.v... Nếu toán 
tử 4 không liên tục thì có một lân cận Ữ trong Ÿ' sao cho mọi lân cận 
trong X đều chứa ít nhất một điểm có ảnh không thuộc , nói riêng, 
vì ‡Vạ là lân cận, nên với mỗi m có một z„ € *Vạ sao cho Azạ £ U. 
Khi ấy {nz„} là một tập bị chặn vì với mọi lân cận WV cho trước có 
một W2„ C V (do đó V+ạ C V với mọi n > nọ) và chọn œ > 0 để 
cho kz¿ € œV (với mọi k = 1,2,..., tạ — 1) ta sẽ có {nzna}.C 6V, 
trong đó đổ = max{œ, 1}. Nhưng tập {n4z„} không bị chặn, vì nếu 
W là một lân cận cân đối bao hàm trong ta có với mọi œ > 0 và 
nÐờ œ:œW C nW C nÙU, cho nên n4z„ ế œW/, chứng tỏ tập 
{nAza} không được hấp thu bởi lân cận W/. Vậy nếu-4 không liên tục 
thì A cũng không bị chặn. D 


Một không gian lồi địa phương X sao cho mọi toán tử tuyến tính bị 
chặn từ X vào một không gian lồi địa phương khác, đều liên tục, gọi 
là một không gian giới nội đóng (hay boocnôlôgic). Từ định lý trên có 
thể suy ra: 


“^^. 


H 
, 
Ÿ 
42 


Mọi không gian đếm được chuẩn (nói riêng, mọi không gian Fréchet) 
đều giới nội đóng. 
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Ệ 5.3. PHIẾM HÀM TUYẾN TÍNH. Một phiếm hàm tuyến tính ƒ trên 
một không gian định chuẩn X là liên tục khi và chỉ khi nó bị chặn, tức 
là có một số  > 0 để cho 


: (z) 1/()|< Kllzl 


(Chương 5, tiết 6). Trong không gian tuyến tính tôpô, và cả trong không 
gian lồi địa phương, tuy tính bị chặn không tương đương với tính liên 
tục (như trên đã thấy), nhưng chú ý ràng #{.||z|| là một sơ chuẩn, ta có 
, thể mở rộng sự kiện trên như sau: 


- Định lý 21. Cho một không gian lồi địa phương X, và một hệ sơ 
l§ chuẩn T` ứng với một cơ sở lân cận lôi, cân đối ® của nó. Muốn cho 
“_. một phiếm hàm tuyến tính ƒ trên X là liên tục, điều kiện cần và đủ là 
| có một sơ chuẩn p € T` sao cho 


; - (Ms) |ƒ@)|<p() (0 


lề: Chứng minh. Điều kiện (7) là đủ, vì ƒ(0) = 0 và nếu có (7) thì với 
“ mọi e > 0 cho trước _ 


z+€V:={z: p(z) < e} > |ƒ(z)| < s, 


. mà V là một lân cận nên điều này có nghĩa là ƒ liên tục tại z = 0, do 
ý đó liên tục tại mọi điểm. 

Ngược lại, nếu ƒ liên tục thì có một lân cận V € 2 sao cho | ƒ(z)| < 
1 với mọi z € V. Gọi p(z) là sơ chuẩn ứng với V, ta có {z : p(z) < 
1} C V. Với z cho trước tuỳ ý, nếu lấy À > 0 sao cho Àø(z) < 1, 
thì p(Àz) < 1 nên Àz € V, do đó |ƒ(Àz)| < 1, tức là À|ƒ(z)| < 1. 


Vậy |ƒ(z)| < ~x với mọi À > 0 nghiệm đúng h > p(z). Do đó 


[ƒ(z)| < p). = 
Từ định lý này ta suy ra: 
Hệ quả 1. Một phiếm hàm tuyến tính liên tục ƒ(+) xác định trên 
một không gian con M của một không gian lôi địa phương X bao giờ 
cũng có thể khuếch thành một phiếm hàm tuyến tính liên tục trên toàn 


P.$ 
; 
”..... ..ằ...—__———=———— 
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Thật vậy, các hàm p(z) € Ï` thu hẹp trên Ä⁄ dĩ nhiên là một hệ sơ 
chuẩn trên À⁄, ứng với cơ sở lân cận lồi, cân đối 5„„ = {VfM :V€ 
®} của X. Vậy theo định lý trước tồn tại p € P` sao cho 


(WzeM) |ƒ(z)| < p(z) 


và theo Định lý Hahn-Banach (Chương 5, tiết 1), ƒ(z) có thể khuếch 
thành một phiếm hàm tuyến tính Ƒ(z) trên toàn X sao cho 


(VzcX) |F(z)| < pz), 


mà điều này, theo định lý trước, chứng tỏ Ƒ'(z) liên tục. 


Hệ quả 2. Với mỗi điểm +ọ # 0 của một không gian lồi địa phương 
Hausdorƒf X, có một phiếm hàm tuyến tính liên tục ƒ(z) sao cho 
ƒ(za) # 0. 


Thật vậy, do X là không gian Hausdorff nên hệ sơ chuẩn TP thỏa 
mãn điều kiện tách (5) nêu trong Định lý 17, và có một ø € Ï` sao cho 
p(zo) > 0. Trên không gian con X⁄ sinh bởi điểm zọ, đặt ƒ(Àzo) = 
Àp(zo), ta được một phiếm hàm tuyến tính liên tục ƒ(z) trên À/, mà ta 
có thể khuếch thành một phiếm hàm tuyến tính liên tục trên toàn X. 


Hệ quả 2 cho thấy rằng trên mỗi không gian lồi địa phương Haus- 
dorff có "khá đủ" phiếm hàm tuyến tính liên tục theo nghĩa: nếu với 
mọi phiếm hàm tuyến tính liên tục ƒ ta có ƒ(zo) = 0 thì chỉ có thể 
To = 0. 


6. TÔPÔ YẾU VÀ TÔPÔ YẾU-- 


6.1. CẶP ĐỐI NGẪU. Khi X là một không gian tuyến tính tôpô thì 
tập các phiếm hàm tuyến tính liên tục trên X gọi là không gian liên 
hợp (hay đối ngẫu) của X và được ký hiệu X*. Đó là một không gian 
tuyến tính, với các phép toán tự nhiên: 


(ì + f2)(z) = fñị(2) + fa(x), (aƒ]h)(£) = ăƒfi(2). 


Nếu X là không gian định chuẩn thì ta biết rằng (Chương 5, mục 4) 
có thể đưa vào trong X* một chuẩn để biến nó thành một không gian 
định chuẩn đủ (Banach). Trong trường hợp tổng quát ta sẽ chứng minh 
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rằng bao giờ cũng có thể đưa vào trong X* một tôpô lồi địa phương 
Hausdorff để cho với tôpô ấy, đối ngẫu của X* trở lại là chính X. Hơn 
nữa sự đối ngẫu giữa X và X* cho phép xây dựng nhiều tôpô khác nhau 
trên mỗi không gian, và sự phong phú ấy là một thuận lợi lớn trong các 
ứng dụng (chẳng hạn trong việc nghiên cứu các phương trình vi phân 
thường và riêng, hay trong các bài toán biến phân). 


Một nhận xét quan trọng là khi ta cố định một phần tử z € X và 
cho ƒ € X* chạy trên X* thì bằng cách đặt z(ƒ) = ƒ(z) ta sẽ có một 
phiếm hàm z xác định trên X*, và phiếm hàm ấy cũng tuyến tính vì 
#(Jì + fa) = z(0) + z(ƒfa), z(aƒ) = az(ƒ). Thành thử, mỗi phần tử 
ụ € X* là một phiếm hàm tuyến tính trên X và ngược lại mỗi phần tử 
z € X cũng có thể xem là một phiếm hàm tuyến tính trên X*. Để nêu 
rõ sự đối xứng ấy người ta có thể dùng ký hiệu (z, ƒ) = /(z). Như 
vậy (z, ƒ) là một dạng song tuyến tính trên X x X*. Vấn để đã nêu 
(xây dựng trên X* một tôpô lồi địa phương để cho với tôpô ấy X trở lại 
là đối ngẫu của X*) chuyển thành trường hợp riêng của bài toán tổng 
quát sau đây, 


Cho hai không gian tuyến tính X,Yf và một dạng song tuyến tính 
B(z.) trên X x Y. Với những điều kiện nào có thể xây dựng được 
những tôpô lồi địa phương trên X, Y để cho với các tôpô ấy thì X là đối 
ngẫu của Y và ngược lại Y là đối ngẫu của X? (ở đây mỗi z € X được 
coi là một phiếm hàm tuyến tính trên Y' theo quy tắc  -> P(z, y); và 
tương tự, mỗi  € Y' được coi là một phiếm hàm tuyến tính trên X theo 
quy tắc z + B(z, 9)). 


May mắn là vấn để này được giải đáp khá gọn đẹp. 


Nói chung khi có hai không gian tuyến tính X,Y thì có thể có 
nhiều dạng song tuyến tính khác nhau trên X x Y. Dạng song tuyến 
tính P(z, ) đã được chọn để xét sẽ gọi là dạng song tuyến tính chính 
tắc và để cho gọn ta sẽ ký hiệu P(z,) = (z,). Khi ấy ta cũng nói: 
X,Y được đặt đối ngẫu theo dạng song tuyến tính (z, 9). 


_ Thông thường ta giả thiết: 


(¡) Với mỗi z # 0 trong X có một  € Y sao cho (z, 1) # 0. 
(ii) Với mỗi  # 0 trong Y có một z € X sao cho (z, y) # 0. 


Nếu có giả thiết (¡) ta cũng nói Y tách X; nếu có giả thiết (ii), ta 


_406 Hàm thực và Giải tích hàm 


nói X tách Y. Nếu có cả hai giả thiết, ta nói có một cặp đối ngẫu tách 
(nhiều tác giả hiểu ngầm đối ngẫu là đối ngẫu tách). 


Mỗi phân tử z € X xác định một phiếm hàm tuyến tính z(.) theo 
quy tắc => (, ). Vậy ta có một họ phiếm hàm tuyến tính {z(.), z € 
X} trên Y cho nên (xem mục 1.6) có một tôpô yếu nhất trên Ý đảm 
bảo sự liên tục của tất cả các phiếm hàm ấy. Ta gọi tôpô đó là X-tôpô 
trên Y và ký hiệu nó là ø(Y, X) (hay ø, nếu không sợ nhầm lẫn). 


Định lý 22. Cho một cặp (X, Y) đối ngẫu theo dạng (z. ). Tôpô 
Ø(Y, X) lôi địa phương và cũng là tôpô tuyến tính ' yếu nhất trên Y 
đảm bảo cho đối ngẫu của Y theo tôpô ấy là chính X. Nếu X tách Y 
thì tôpô ấy là Hausdorff. 


Chứng minh. Mỗi hàm |z(ƒ)| hiển nhiên là một sơ chuẩn trên Y 
nên theo Định lý 17 họ sợ chuẩn |z(w)|, z € X, xác định trên Ý một 
tôpô lồi địa phương øo nhận làm cơ sở lân cận của gốc họ tất cả các 
tập có dạng 

{w: |z(w)| < e, ¿= 1,...,n} (8) 


trong đó m là một số tự nhiên bất kỳ, e là một số dương bất kỳ, và z; 
là những phần tử bất kỳ của X. Ta hãy chứng minh øơọ = ơ(Y, X). 
Rõ rằng mỗi tập có dạng (8) là một lân cận trong tôpô ø(Y, X) nên 
Øo C ơ(Y, X). Mặt khác trong tôpô ơạ mọi hàm |z()| (và do đó mọi 
hàm z()) đều liên tục, nên theo định nghĩa của ơ(Y, X) ta phải có 
ơ(Y, X) C ơa. Vậy ơạ = ơ(Y, 3). 


Nếu ø là một phiếm hàm tuyến tính liên tục (bất kỳ) trên Y' thì tập 
{w : |ø(w)| < 1) mở và chứa gốc nên phải chứa một lân cận của gốc có 
dạng (8), tức là phải có những z; € X (i = 1,...,m) và e > 0 sao cho 
|z:()| < £ (¡ = 1,...,n) kéo theo |ø(w)| < 1. Từ đó #¡() = 0 (i¡ = 
1,...,?) kéo theo g(y) = 0. Cho ở là trường số (thực hay phức, tuỳ 
theo). Đặt A(w) = (zì (wÌ, - «+» #na()), ta có một ánh xạ tuyến tính từ Y' 
vào ®” với tính chất: A() = 0 kéo theo ø(y) = 0. Ta hãy xác định như 
sau một phiếm hàm z trên không gian con ImA C ®*. Với mỗi e € ImA 
lấy một t sao cho e = A(g) và (c) = ø(y). Nếu + cũng nghiệm đúng 
e= A(y) thì A(y~ ') = 0, cho nên g(y — 1) = 0, tức là ø(w) = ø(w). 


Tôpô tuyên tính (hay tôpô vectơ) là tôpô tương hợp với cấu trúc đại số 
của không gian tuyến tính được xét. 


r 
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Vậy (c) xác định đơn trị. Vì z tuyến tính nên z(€) = œe€: +- - --+œ„€x 
với a¡ € Ở, và ta suy ra g(U) = œ#¡(9) + - --+ œa#n(w) € X, vì X là 


| 
một không gian tuyến tính. 


Thành thử X vừa đúng là tập tất cả các phiếm hàm tuyến tính liên 
tục trên Y. Nói cách khác; X = Y* (Y xét với tôpô ø(Y, X)). 


Giả sử 3 là một tôpô tuyến tính trên Y sao cho đối ngẫu của Y theo 
tôpô ấy là X. Thế thì 3 đảm bảo sự liên tục của tất cả các phiếm hàm 


z(.) € X. Nhưng ơ(Y, X) là tôpô yếu nhất trên Y. đảm bảo được điều 
đó. Vậy ơ(Y,X) C 9. 


_. Sau cùng, nếu X tách Y (giả thiết (ii) được thoả mãn) thì (Vụ z 
0) (3z € X) |z(w)| > 0, cho nên theo Định lý 17, tôpô øọ = ø(Y, X) 
là Hausdorff. n 


Đương nhiên, trên X ta cũng có một tôpô ø(X, Y) với những tính 
chất tương tự. Thành thử khi (X,Y') được đặt đối ngẫu theo dạng 
(z.) thì ta có thể biến chúng thành hai không gian lồi địa phương 
(X,ø(X,Y)) và (Y,ø(Y, X)) đối ngẩu lẫn nhau, và nếu có các giả 
thiết tách (¡) và (ii) thì đó là hai không gian Hausdorff. 


Trở lại vấn đề ban đầu, giả sử cho trước một không gian tuyến tính 
tôpô X, với đối ngẫu là X*. Đặt (X, X*) đối ngẫu theo dạng song 
tuyến tính (+, ƒ) = ƒ(z) (z € X, ƒ € X*), và áp dụng Định lý 21 ta 
đi tới kết quả (chú ý rằng X bao giờ cũng tách X*): tôpô ø(X*, X) là 
tôpô lồi địa phương Hausdorff, yếu nhất trong tất cả các tôpô tuyến tính 
trên X* đảm bảo cho đối ngẫu của X* là chính X. Ta gọi nó là zópô 

_ yếu" trên X*. Đồng thời tôpô ø(X, X*) là tôpô lồi địa phương trên X, 
yếu nhất trong tất cả các tôpô tuyến tính đảm bảo cho đối ngẫu của X 
chính là X"*. Nếu X* tách X (theo các kết quả ở tiết trước điều này 
chắc chấn xảy ra nếu X là không gian lồi địa phương Hausdorff) thì 
ơ(X, X*) là tôpô Hausdorff. Ta gọi nó là :ópô yếu trên X. Vì tôpô vốn 
có trên X cũng đảm bảo cho đối ngẫu của X là X* (hiển nhiên!) nên 
tôpô yếu bao giờ cũng yếu hơn tôpô vốn có (vì lẽ đó nhiều khi người 
ta cũng gọi nó là ôpô suy yếu). 


Sau đây ta sẽ lần lượt khảo sát một số tính chất của tôpô yếu (trên 
X') và tôpô yếu” (trên X*): đó là hai tôpô có vai trò rất quan trọng trong 
nhiều vấn đề giải tích. 


TL TC naasaaeeaaacnỈ " 
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Để chuẩn bị cho việc đó, ta cần một số khái niệm và sự kiện liên 
quan tới các tập "đối cực”, thường dùng khi nghiên cứu các tính chất 
đối ngẫu. 


6.2. ĐỐI CỰC VÀ SONG ĐỐI CỰC. Xét một cặp (X, Y) đối ngẫu 
theo dạng song tuyến tính (z, 1). Với mỗi tập M4 C X, đới cực của M 
được định nghĩa là tập 


M° ={ye€Y : |(z.w)| < 1 (vz € M)). 


Bồ đề 8. Đối cực của M C X bao giờ cũng là một tập lồi, cân đối 
và đóng trong tôpô ơ(Y, X) của Y. Nếu M bị chặn trong tôpô ø(X, Y) 
thì M° cũng là tập hấp thu. 


Chứng minh. Ta có 


M°= \zyew{0 , |(œ,)|Ï'< 1} 


mà mỗi tập {+ : |(z,)| < 1} đều là lồi, cân đối và đóng trong tôpô 
ơ(Y, X) (vì trong tôpô này phiếm hàm z(.) :  > (z, y) liên tục). Do 
đó Ä° lồi, cân đối và đóng. Với  € Y cho trước, tập {z : |(z,w)| < 1} 
là một lân cận trong tôpô ø(X, Y) (do phiếm hàm ÿ/(.) : z => (z,1) 
liên tục trong tôpô này), cho nên nếu Xí bị chặn trong tôpô ø(X,Y) 
thì phải có À > 0 để 


MCAz: (=.w)|<1)= (e:l& xw)| <1). 


Khi ấy với |œ| 3 À ta sẽ có |(z, Èw)| < |(z, +w)| < 1 với mọi z ceM, 
do đó  € œMí°, chứng tỏ À⁄4° hấp thu. añ 


Do vai trò đối xứng của X và Y ta cũng có thể định nghĩa tương tự 
đối cực N'° của một tập M C Y. Nếu xuất phát từ /M, ta có thể lấy đối 
cực Ä° của nó, rồi lấy đối cực của Ä⁄° tức là M°° = (M°)° (song đối 
cực). Mệnh đề sau đây là một dạng của Định lý Hahn-Banach. 


Định lý 23. (Định lý song đối cực) Song đối cực M°° của M C X 
bao giờ cũng bằng bao lôi cân đối đóng của M (trong tôpô ø(X,Y)). 

(Bao lồi cân đối đóng của một tập Ä⁄ là tập nhỏ nhất lồi, cân x_: 
đóng mà chứa được À4). 
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Chứng minh. Trước hết ta để ý rằng: nếu trong một không gian lồi 
địa phương X có một tập lồi đóng M; và một điểm zọ ế M: thì bao 
giờ cũng có một phiếm hàm tuyến tính liên tục  € X”* và một số thực 
œ sao cho 

(Vxr€ Mì) Rew(z) << Rew(zo). (9) 
Thật vậy, cho X; là không gian X trong đó ta chỉ xét phép nhân vectơ 
với số thực (X) trùng với X nếu X là không gian thực). Vì ÄA⁄ đóng 
nên phải có một lân cận lồi V của zạ không cất Mí;, và theo Định 
lý tách tập lồi (Định lý 2, Chương 6) phải có một phiếm hàm ƒ # 0 
tuyến tính liên tục trên X; nghiệm đúng ƒ(z) < a < ƒ(z') với mọi 
+z“€ V, z € M; (œ là một số thực nào đó). Ta phải có ƒ(zo) > ở vì nếu 
ƒ(za) = œ thì do V là một lân cận của zo nên theo Bổ đề 2, Chương 6, 
ƒ =0. Đặt 

(2) = ƒ(œ) — 1ƒ(iz) | 

ta sẽ có một phiếm hàm tuyến tính liên tục  € X* thỏa mãn (9). 


Bây giờ ta chứng minh định lý. Vì Ä⁄°° = (A⁄°)° nên theo bổ để 
trước nó phải lồi, cân đối, đóng trong ơ(X,Y'). Cũng hiển nhiên là 
MẶC M°. Cho M: là một tập bất kỳ, lồi cân đối, đóng trong tôpô 
ơ(X,Y') và chứa M. Ta phải chứng minh À⁄4°° C Mạ. Giả sử zọ £ Mì. 
Theo nhận xét trên, phải có một phiếm hàm + € X* = Y (đối ngẫu của 
X theo tôpô øz(X, Y) là Y'), nghiệm đúng (9). Vì 0 € Mị nên œ > 0, 
và bằng cách thay œ bởi một số lớn hơn œ nhưng nhỏ hơn #(z) ta có 
thể cho rằng œ > 0; sau đó, bằng cách chia cho œ (nếu cần) ta có thể 
coi như œ = 1. Vậy (Vz € Mì) Rew(z) < 1 < Reyw(zo). Lấy À sao 
cho |À| < 1 và Ày(z) = |w(z)| (cụ thể là À = e~' nếu y(z) = øe#) 
và để ý rằng với mọi z € ÀM ta cũng có Àz € M; (do Mạ cân đối), 
cho nên Rey(Az) < 1, tức là |u(z)| < 1 (vì w(Az) = Àw(z) = |w(z)l). 
Mà M C M vậy |w(z)|.< 1 Vz € M, do đó y € M°. Mặt khác 
|w(zo)| > 1, chứng tỏ zo ý M°°. Vậy AM°° C Mí và do đó ÄM⁄°° là bao 
lồi cân đối đóng của M. I8 


6.3. TÔPÔ YẾU. By giờ ta khảo sát một số tính chất của tôpô yếu 
trên một không gian lồi địa phương X. 


L. Như đã thấy trong chứng minh Định lý 22 một cơ sở lân cận của 
gốc trong tôpô yếu ø(X, X*) gồm các tập có dạng 


1z: [R(Œ)| <e, =1....."®} (10), 


—... - 


—.—..*. 
—:-“_ 
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trong đó ø là số tự nhiên bất kỳ, e là số dương bất kỳ và ¿ là những 
phần tử bất kỳ của X"*. 


Từ đó dễ dàng suy ra: sự hội : yếi: (hội tụ trong tôpô yếu) của một 
dãy phần tử : z„, —> z (yếu) có nghĩa là 


(V/ € X") ƒ(#m) —> ƒ(z) (1) 


Thật vậy, vì ƒ liên tục trong tôpô yếu (do X* vẫn là đối ngẫu của 
X trong tôpô yếu), nên nếu z„ —› z (yếu) ta phải có ƒ(zm) => /(z). 
Ngược lại nếu có (11) thì với mọi lân cận yếi: V (lân cận trong tôpô yếu) 
có dạng (10) ta sẽ có, với rm đủ lớn, | ƒ:(#m)— ƒ.(#)| < e (i = 1,... ,n), 
tức là z„ — z € V, chứng tỏ z„, —› z (yếu). 


II. Vì tôpô yếu là yếu hơn tôpô vốn có nên một (áp đóng yếu (đóng 
theo tôpô yếu) bao giờ cũng đóng (theo tôpô vốn có). Nhưng ngược lại, 


một tập đóng có thể không đóng yếu. Tuy nhiên đối với các tập lồi ta 
có: 


Định lý 24. Trong một không gian lồi địa phương X, nếu một tập 
lôi C mà đóng thì nó cũng đóng yếu. 


Chứng minh. Giả sử zo # Œ. Vì Œ lồi đóng nên theo nhận xét trong 
phần đầu chứng minh Định lý 22, phải có một phiếm hàm tuyến tính 
liên tục ƒ € X* và một số thực œ sao cho 


- Wz€(C) Reƒ(z) < œ< Reƒ(sa). 


Khi ấy V = {z: Reƒ(z) > œ} sẽ là một lân cận yếu của zọ Sáu 
cắt Œ. Vậy Œ đóng yếu. n 


Hệ quả. Cho X là một không gian lồi địa phương metric hoá được. 
Nếu {+„} là một dãy trong X hội tụ yếu tới một phần tử + € X thì 
bao giờ cũng tìm được trong X một dãy {wk} sao cho ty —> + trong 
tôpô vốn có và mỗi tụ là tổ hợp lồi của một số hiu hạn phần tử +„. 


Chứng minh. Ta chỉ việc áp dụng định lý trên cho tập Œ = bao 
đóng yếu của bao lồi của {Zì,Za,. ‹-;#n,...}. Khi ấy Œ sẽ là bao 
đóng (trong tôpô vốn có) của bao lồi của zạ, z;,...,z„. Mà theo giả 
thiết z € Œ và tôpô vốn có là metric hoá được, cho nên phải có một dãy 
U¿ —? sao cho mọi t € conv {zZ¡, z¿,...,z„,...}. Điều này cũng có 


ỷ——— 


TT Tơ Ă---Ề~--——— 
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nghĩa J¿ = ồ)n-¡OknZn, đ¿„ > 0, Ÿ2°° 'œy„ = 1, trong đó chỉ một số 
hữu hạn các œ„ là z 0 (Chương 6, mục I.3, tính chất II), n 


HH. Cũng do tôpô yếu là yếu hơn tôpô vốn có nên một tập bị chặn 


(trong tôpô vốn có) thì phải bị chặn yết. Thật vậy, một tập bị chặn thì 


bị hấp thu bởi mọi lân cận (trong tôpô vốn có), cho nên, nói riêng cũng 
bị hấp thu bởi mọi lân cận yếu và do đó là bị chặn yếu. Tuy nhiên, 
đáng chú ý là: 


Định lý 25. Trong một không gian lồi địa phương X, họ các tập bị 
chặn yếu trùng với họ các tập bị chặn. 


Chứng minh. Ta chỉ cần chứng minh thêm rằng mọi tập AM bị chặn 
yếu thì cũng bị chặn. Trước hết hãy xét trường hợp X là không gian 
định chuẩn. Theo Bổ đẻ §, đối cực ! M⁄° của M là một tập lồi, cân đối, 
đóng (trong tôpô yếu, do đó càng đóng trong tôpô chuẩn) và hấp thu, 
mà X" là không gian Banach (Chương 5, tiết 4), nên theo Bổ đẻ 6, A⁄° 
là một lân cận của gốc trong X* và do đó phải bao hàm một hình cầu 
bán kính m: nào đó: {||ƒ|| < n} C M°, hay {||/|| < 1} C +M°. Nhưng 
với mỗi zo € M, zo # 0 phải có một phiếm hàm tuyến tính liên tục ƒ 


sao cho || ƒ|| = 1, ƒ(zo) = ||zol| (Hệ quả 2, Định lý 1, Chương 6). Ta _ 


có ƒ € zÄ⁄°, cho nên |nƒ(z)| < 1 do đó n||zo|| < 1 tức là l|zol| < è. 
Vì điều này đúng cho mọi zo € M, cho nên M là tập bị chặn. 


Trong trường hợp tổng quát, gọi T' là họ sơ chuẩn ứng với một cơ 
sở lân cận 2® của z. Với mỗi p € T, tập Ñp = {: : p(z) = 0} là một 
không gian con của X, nên ta có thể xét không gian X /N;. Trên không 
gian thương này có thể xác định tôpô tự nhiên, cảm sinh bởi tÔpô của 
X. Nhưng cũng có thể xác định trên đó một chuẩn bằng cách đặt cho 
mỗi phần tử z (lớp tương đương modulo N; của z): 


llZl| = p(z). (12) 
Nếu 7) = š; thì z¡ — z¿ € Ẩp Yà ta có p(z — z¿) = 0 do đó p(z¡) < 


P(#\ — #a) + p(za), và cũng tương tự, p(z;) < P(z¡), cho nên p(z¡) = 
P(zz). Vậy ||z|| hoàn toàn xác định với mỗi z, và rõ ràng đó là một 


_ “Cặp đổi ngẫu ở đây là (X, X”), với dạng song tuyến tính chính tắc là 


(x/) = x\(xeX. ƒ eX). 


h_ 
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chuẩn trên X/„. Cho X; là không gian định chuẩn có được bằng cách 
ấy. 


Nếu #` là một phiếm hàm tuyến tính liên tục trên X; thì rõ ràng 
phiếm hàm 


ƒ( = F() 


là tuyến tính liên tục trên X. Ngược lại, nếu ƒ(z) là một phiếm hàm 
tuyến tính liên tục trên X thì theo Định lý 21 phải có p € F sao cho 
(Vz) ƒ(z) < p(z), cho nên đặt 


P) = ƒ) 
ta sẽ có một phiếm hàm tuyến tính Ƒ'(#) nghiệm đúng 
|) < p(z) = ll#||, do đó liên tục trên X;. 


Đến đây có thể hoàn thành chứng minh dễ dàng. Giả sử tập M C X 
bị chặn yếu, tức là với mọi ƒ € X* tập ƒ(M) bị chặn, chẳng hạn 
|ƒ(z)| < a Yz € M. Như thế, đặt M„ = {Z : z € M} ta có, với mọi 
phiếm hàm tuyến tính liên tục Ƒ trên X, : |F(#)| < œ (Vẽ € M,), 
chứng tỏ Ä⁄„ bị chặn yếu trên X„. Mà X, là không gian định chuẩn 
nên theo trên, Ä⁄; bị chặn trong X;, tức là có một số đ > 0 để cho 
l|#|| < đ với mọi # € M,. Vậy theo (12) p(z) < Ø với mọi z € M, và 
do đó (vì p tuỳ ý), theo Bổ để 7 tập Mí bị chặn trong X. KH 


Hệ quả. Trong không gian Banach, mọi dãy hội tụ yếu là bị chặn. 


Thật vậy, giả sử za —› z (yếu), tức là với mọi ƒ € X* ƒ(za) —> 
ƒ(z). Khi ấy tập {ƒ(za)} n = 1,2,..., bị chặn, mà điều này đúng với 
mọi ƒ € X” nên tập {z„} n = 1,2... bị chặn yếu; do đó theo định lý 
trên nó phải bị chặn. I8ị 


6.4. TÔPÔ YẾU”. Nhắc lại rằng tôpô yếu trên không gian X* (đối 
ngẫu của không gian tuyến tính X) là tôpô ø(X*, X) lồi địa phương 
và bao giờ cũng là Hausdorff. Theo chứng minh Định lý 22, một cơ sở 
lân cận yếu" của gốc gồm tất cả các tập có dạng 


1ƒ e2: |ƒ(zdủ| < e, ‹=1,...,n} 


trong đó r: là số tự nhiên bất kỳ, e là số dương bất kỳ, z; là những phần 
tử bất kỳ của X. Vậy sự hội :ự yếi;* của một dãy phiếm hàm : /„ —› ƒ 


} 
- 
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(yếu*) có nghĩa là f„(z) -> ƒ(z) với mọi z € X. Nói khác đi, đó là 
sự hội tụ từng điểm (hay hội tụ đơn giản). 


Sau đây là một tính chất quan trọng của tôpô yếu". 


Định lý 26. (Banach-Alaoglu) Vếu V là một lân cận của gốc trong 
một không gian tuyến tính tôpô X thì đối cực của nó, tức là tập 


V*={ƒ€X'*:|ƒ(z)| <1 Vr e V} 
là compac yếu" (X* là không gian đối ngẫu của X'). 


- Chứng minh. Theo tính chất hấp thu của lân cận V⁄, với mỗi z € V 
có một số thực œ(z) (+ < a(z) < ©o) sao cho z € œ(z).V. Vậy 
(Vzc V) (WVƒ€W°) |ƒ(z)| < a2). 

Cho 4; là tập các số (thực hay phức, tuỳ theo) nghiệm đúng 
|£| < œ(z). Gọi A là tích tôpô của tất cả các AÁ;, z € V. Vì các A; 
đều compac nên theo Định lý 13 (Tychonoff), 4 cũng compac. Tà sẽ 
chứng minh rằng: 

a) V° là một tập con của A( X”: 

b) Tôpô trên W/° cảm sinh từ tôpô yếu" trên X* trùng với tôpô cảm 
sinh từ tôpô tích (ký hiệu là 9) trên 4; 

c) V° là một tập con đóng của A. Từ đó đĩ nhiên sẽ suy ra ngay 1° 
là compac yếu". 

Điều a) rõ ràng vì A chính là tập tất cả các hàm số ƒ xác định trên 
X và nghiệm đúng |ƒ(z)| < œ(z) (Vz € X). Để chứng minh b) ta 
chú ý rằng vì 6 là tôpô yếu nhất đảm bảo sự liên tục của mọi ánh xạ 
0: ƒ€ A => ƒ(z) (z € X), cho nên một cơ sở lân cận của 9 tại một 
điểm ƒo € V° gồm tất cả các tập có dạng 


6A: |ƒ(Œ) — fa(¡)| < e, ? = 1,..., n} 


(n là số tự nhiên bất kỳ, e là số dương bất kỳ, z; là những phần tử bất 
kỳ của X). Do đó tôpô trên V° cảm sinh từ 9 có một cơ sở lân cận tại 
ƒo gồm tất cả các tập có dạng 


(ƒ €V°: |[ƒ(Œ¡) — fo(=)| < £ ‡ = 1,...,n} 


Nhưng đây cũng chính là những tập làm thành một cơ sở lân cận 
tại ƒo trong tôpô cảm sinh từ tôpô yếu" trên X*. Vậy ta phải có b). 


_““—=....1. 1... 
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Sau cùng để chứng minh c) ta xét một điểm bất kỳ ƒ¿ thuộc bao 
đóng (trong tôpô 9) của \⁄“°. Lấy tuỳ ý hai phần tử u,u € X, hai số 
À, và một số e > 0. Khi ấy tập 


ƒ€ A:|ƒ(z) — fo(z)| <£ tại z = u,u, Àu + o} 


là một 9 lân cận của ƒạ, cho nên phải chứa ít nhất một phần tử ƒ € 1⁄°, 
Vì ƒ tuyến tính ta có 


f(Àu +0) — Àfa(u) = mfo(u) = 
=o— f)\(u+u) + À(ƒ — fa)(u) + w(ƒ — fo)(0), 


do đó 
[fo(Aw + ) = A/o(w) — #ƒe(9)| < (1 + |A| + Ìu|)e 
Mà e > 0 nhỏ tuỳ ý, nên điều này chứng tỏ 
đo(Au + mu) = À fa(u) + „fa(0), 
nghĩa là ƒo tuyến tính. Tương tự như thế với z € V,  > 0 tuỳ ý, tập 
(ƒ€ 4A: |ƒ() — fa(z)| < e} 
là một 9 lân cận của ƒọ nên phải chứa một ƒ € W° và ta có 
I/o(z)| < |/o(z) = ƒ(œ)| + |f(z)| < 1+, 


từ đó suy ra (vì e > 0 nhỏ tuỳ ý) |ƒo(z)| < 1 với mọi z € V. Điều 
này kéo theo sự liên tục của ƒọ, vì rằng cho trước £ > 0, ta sẽ có 
|ƒo(z)| < £ (Yz € eV). Vậy ƒo € V°, và V° quả là tập đóng. I8 
Hệ quả. Mọi hình cầu đóng trong không gian liên hợp của một 
không gian định chuẩn là compac yếu". 
Thật vậy, nếu r là bán kính hình cầu đó thì ta chỉ việc áp dụng định 
lý trước cho V là hình cầu trong X có tâm ở gốc, bán kính l/r  fŒ 


6.5. ệ{-TÔPÔ TRÊN KHÔNG GIAN LIÊN HỢP. Trên không gian 
X*, ngoài tôpô yếu" còn có thể đưa vào nhiều tôpô lồi địa phương 
khác. Ta dựa vào sự kiện: 


| 
| 
Ị 
| 
| 
8y. `... ẽ6 `. `... `... 
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Bổ để 9, Nếu M là một tập con bị chặn của X thì pw(ƒ) = 
sup|ƒ(#)| là một sơ chuẩn trên X"*. 
+€cA 


Thật vậy, vì M bị chặn nên ƒ(M) bị chặn (Định lý 19), nghĩa là 
Pw(ƒ) < œ với mỗi ƒ € X*, và rõ ràng p„(ƒi + ƒ) < pw(ƒ\) + 
PM(ƒf2), Pu(aƒ) = |a|pw(ƒ) (vì [ƒn + fa| < |/n| và |œƒ| = |a|-|/Ì). 

Do bổ để này, ứng với mỗi họ con (bất kỳ) M của họ các tập bị 
chặn trong X, ta có một họ sơ chuẩn {p;¿(ƒ) : À4 € 3}, họ này theo 
Định lý 17 xác định một tôpô lồi địa phương trên X*, nhận làm cơ SỞ 
lân cận họ các tập có dạng 


{ƒ : sup |ƒ(z)| < £ (¡ = 1,2,...,)}, 
xzeM; 


tức là các tập có dạng 

{ƒ : [ƒ(z)| < e với mọi z € U24}, (15) 
trong đó z là số tự nhiên bất kỳ, e là số dương bất kỳ, À⁄; là những tập 
bất kỳ trong họ %(. Ta gọi những tôpô này là %{-rôpô trên X*. 

Thông thường người ta giả thiết: 

(¡) Họ Xí kín đối với phép hợp hữu hạn, nghĩa là nếu A4; €  (¿ = 
1,2,...,t) thì Ư.M; € M. 

(ii) Họ phủ X, tức là U{M : M € %{} = X. 

Định lý 27. Với các giả thiết (ï) và (ii), họ 3{ xác định trên X" một 
tôpô lồi địa phương Hausdorff, mà một cơ sở lân cận là họ tất cả các 
tập có dạng 

{/:|/()|<e (WzeM) (16) 
với e > 0 tưỳ ý, và M € 

Chứng minh. Do giả thiết () họ các tập (15) trùng với họ (16), và 
do giả thiết (ii) họ sơ chuẩn {pạ;(ƒ); Ä4 € 2} thỏa mãn điều kiện 
tách: nếu ƒ = 0 thì có một z € X sao cho ƒ(z) # 0, và lấy M € X 
chứa z ta sẽ có øx„(ƒ) > 0. Vì vậy tôpô lồi địa phương xác định ` 
họ sơ chuẩn ấy là tôpô Hausdorff. 


Sự hội tụ trong 1[-tôpó của một dãy phiếm hàm: ƒ„ => ƒ, có m¬ 
là: với mọi tập M € ?{ và mọi  > 0 cho trước có một nọ sao cho 
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(Vm >3 nạ) (V+ € M) |fƒm(z) — ƒ(z)| < e. Nói cách khác, f„ hội tụ 
đều tới ƒ trên tập AM. Vì vậy Xí-tôpô còn được gọi là :ôpô hội tụ đều 
trên các tập thuộc họ 1. 


Vì có thể chọn họ ®f theo nhiều cách nên nói chung trên không 
gian liên hợp X* có thể xét tới nhiều tôpô lồi địa phương Hausdorff 
khác nhau. Hai cách chọn %{ cực đoan là: 


1) 3 là họ tất cả các tập con hữu hạn của X. Tôpô thu được trong 
trường hợp hợp này chính là tôpô yếu". Dễ thấy đó là tôpô yếu nhất 
trong tất cả các tôpô trên X* xác định theo kiểu trên. 


2) là họ tất cả các tập bị chặn của X. Tôpô thu được trong 
trường hợp này dĩ nhiên là mạnh nhất trong tất cả các tôpô xác định 
theo kiểu trên cho nên được gọi là tôpô mạnh trên X*, và cũng được ký 
hiệu 6(X*, X). Như đã thấy trên, đó là tôpô hội tụ đều trên mọi tập bị 
chặn. Trong trường hợp riêng X là không gian định chuẩn, tôpô mạnh 
trên X* chính là tôpô xác định bởi chuẩn 


lƒll = sup{|[ƒ(2)| : l|z|| < 1} 
(có thể kiểm nghiệm dễ dàng). 


Theo Bổ để 6, muốn cho một tập W C X“ là M-bị chặn (bị chặn 
trong ®{-tôpô), điều kiện cần và đủ là với mọi M € ?( tập số 


ĐM(N) = {pw(ƒ): ƒe N} = tsup |/(z)| :ƑeN)} 
bị chặn, hay nói cách khác, các tập số 


{(z):ƒ€N,+ec M} 
bị chặn, tức là 


(VM cX) (3e > 0) (Vƒ e N) (Vz M) |ƒ(z)| < ơ. 
Nói riêng: 


L) Ñ là tập bị chặn yếu" (bị chặn trong tôpô yếu") khi và chỉ khi 
với mỗi z € X tập số {ƒ(z) : ƒ € N} bị chặn. 

2) ý là tập bị chặn mạnh (bị chặn trong tôpô mạnh) khi và chỉ khi 
với mỗi tập bị chặn M C X tập số {ƒ(z): ƒ€N,ze€ M} bị chặn. 
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Dĩ nhiên một tập bị chặn mạnh thì cũng bị chặn yếu, nhưng ngược 
lại nói chung không đúng. Tuy nhiên: 


Định lý 28. Nếu X là không gian thùng (không gian Frechet, nói 
riêng) thì mọi tập bị chặn yếu" trong X* cũng bị chặn mạnh. 


Nói cách khác: nếu tập {ƒ(z) : ƒ € N} bị chặn tại mỗi z € X thì 
tập {ƒ(z): ƒ€ N, z€ M} bị chặn trên mọi tập bị chặn A4 C X. 


Chứng minh. Giả sử W C X* là tập bị chặn yếu". Khi ấy theo Bỏ đề 


8, đối cực j° của ấ là lồi, cân đối, đóng (trong tôpô yếu, do đó càng 
› đồng trong tôpô vốn có) và hấp thu, cho nên nó là một lân cận của gốc 


trong X. Nếu Xí bị chặn trong X thì phải có œ > 0 để cho M C œN°®, 
tức là (Vz € Mĩ) (Vƒ € N) |ƒ(z)| < œ. Vậy quả N bị chặn mạnh. 


Từ định lý này có thể suy ra ngay những trường hợp riêng sau đây 
của Định lý Banach-Steinhaus (Định lý 12, Chương 6): 


L) Cho một họ phiếm hàm tuyến tính liên tục { ƒ : ƒ € N } trên một 
không gian Banach. Nếu tập {ƒ(z): ƒN } bị chặn với mọi + thì tập 
(|/I|: ƒ € W} cũng bị chặn. 


2) Nếu một dãy phiếm hàm tuyến tính liên tục { fa} trên một không 
gian Banach mà hội tụ yếu thì có một hằng số Œ sao cho (Vn) ||ƒ-|| < 
C. 


6.6. TÔPÔ PHÙ HỢP ĐỐI NGẤẪU. Ta trở lại xét một cặp đối ngẫu 
tách (X,Y'). Sau khi đưa vào trong X tôpô ơ(X,Y) ta biến nó thành 
một không gian lôi địa phương Hausdorff có đối ngẫu là Y và từ đó, 
ứng với mỗi họ %{ những tập con bị chặn của X, ta có thể xây dựng, 
theo phương pháp trình bày ở mục trước, một %{-tôpô trên Y, 

Đương nhiên ta hoàn toàn có thể thay đổi vai trò của X và Y. Sau 
khi đưa vào trong Y tôpô ø(Y, X) thì ứng với mỗi họ N những tập con 
bị chặn của Y ta có một N-rôpó trên X. Tôpô này nhận làm cơ sở lân 
cận của gốc tất cả các tập có dạng 


{z:|(œ,w)|<e (VụeM)}- (17) 


trong đó e > 0 tuỳ ý, và ý € ® (với giả thiết thỏa mãn hai điều kiện 
(¡) và (ii) đã nêu về 3 ở mục trước). 
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Chẳng hạn, lấy ^ là họ :ấf cả các tập con hiữu hạn của Y thì -tôpô 
sẽ là tôpô mà một cơ sở lân cận của gốc gồm các tập có dạng 


{z: Í(£.v¿)Ì <e. ¿=1,...,n}, 


tức là N-tôpô này chẳng qua là ø(X, Y). Còn nếu lấy % là họ ¿ất cả 
các tập con bị chặn của Y' thì -tôpô sẽ có cơ sở lân cận của gốc gồm 
tất cả các tập (17), với e > 0 bất kỳ và với là một tập bị chặn bất 
kỳ trong Y. Tôpô này đĩ nhiên là mạnh nhất trong tất cả các tÔpô xây 
dựng như trên, và thường được ký hiệu Ø(X, Y). 


Như vậy, khi có một cặp đối ngẫu (X, Y') ta có thể xây dựng trên X. 


cả một thang các tôpô lồi địa phương khác nhau, từ yếu nhất là ơ(X,Y) 
cho đến mạnh nhất là đ(X, Y'). Ta nói rằng một tôpô lồi địa phương ở 
trên X là phù hợp với đối ngẫu (X, Y) (nói gọn : phù hợp đối ngẫu) 
nếu đối ngẫu của không gian (X, 3) là chính Y. Ta đã biết ơ(X, Y) 
là tôpô yếu nhất phù hợp đối ngẫu (Định lý 21). Vấn đẻ đặt ra là: còn 
những tôpô nào khác trên X cũng phù hợp đối ngẫu, và đặc trưng của 
chúng như thế nào? 


Để trả lời câu hỏi này trước hết ta nhận xét rằng mọi tập Œ C Y mà 
là z(Y, X)-compac thì đều bị chặn trong Y. Thật vậy, với mỗi z € X, 
hàm |z(-)| : => |(z, y)| liên tục (trong tôpô nói trên) cho nên theo 
Định lý 12, tập số |z|(Œ) là compac, do đó bị chặn và theo Bồ đẻ 7, Œ 
bị chặn. Vậy nếu ta gọi là họ gồm: 

1) tất cả các tập lồi, cân đối và ø(Y, X)-compac trong Y; 

2) tất cả các tập con của những tập trên Ñ .. ` 
thì N là một họ tập con bị chặn của Y, xác định trển X một %- 
tôpô. Tôpô này gọi là :đpó Mackey (theo đối ngẫu (X, Y')) và ký hiệu 
u(X,Y). 


Bồ đề 10. Tôpô u(X, Y) có một cơ sở lân cận của gốc gồm tất cả 
các đối cực của những tập lôi, cân đối và ơ(Y, X)-compac trong Y. 


Chứng minh. Họ thỏa mãn cả hai điều kiện (¡) và (ii) đã nêu cho 
‡{ ở mục trước. Thật vậy, điều kiện (ii) hiển nhiên. Mặt khác, nếu ẤN; € 
N  =1,....m) thì không giảm tổng quát có thể cho rằng các A, lồi, 
cân đối và compac. Khi ấy bao lồi của chúng sẽ lồi, cân đối và compac 
(hệ quả Định lý Tychonoff), cho nên hợp của các A, (Ì = 1,...,ft) 
thuộc ẤN. 


TT TT TT —--ằ.ằẰŸ-TTỖỖỒ — 
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Vậy /(X, Y) có một cơ sở lân cận gồm tất cả các tập có dạng (17), 
với Ý C C, C lồi, cân đối và compac. Nhưng với Ö < £” < £ ta có 
V 5 (ÈN)° 5 (ÈC)°. Từ đó suy ra kết luận của bổ đề. 


Dĩ nhiên: ø(X,Y) C u(X,Y) C 6(X,Y) và nói chung (X,Y) 
yếu hơn thực sự Ø(X, Y). Kết quả sau đây giải đáp trọn vẹn vấn đề nêu 
ra Ở trên. 


Định lý 29. Tópô yếu ø(X,Y ) và tôpô Mackey (X, Y) là tôpô 
yếu nhất và mạnh nhất phù hợp đối ngẫu. Muốn cho một tôpô lồi địa 
phương 9 trên X phù hợp đối ngẫu, điều kiện cần và đủ là 


ơ(X,Y)C 68C u(X,Y). 


Chứng minh. Chỉ cần chứng minh phần thứ hai của định lý. 


Cần. Theo Định lý 22, z(X, Y) C 8, nếu 8 phù hợp đối ngẫu. Mặt 
khác, xét một lân cận V lồi, cân đối và đóng, của gốc trong tôpô 8. 
Theo Định lý Banach-Alaoglu (Định lý 26), tập V° compac trong tôpô 
ơ(Y, X), và theo Bổ đẻ 8 nó lồi,,cân đối. Mà theo Định lý song đối cực 
(Định lý 23), V°° = V. Vậy V = (V°)° là một lân cận của gốc trong 
tôpô (X, Y), va do đó 8 C (X, Y). 


Đủ. Ta chỉ cần chứng minh rằng (X, Y) phù hợp đối ngẫu. Cho ƒọ 
là một phiếm hàm tuyến tính liên tục trên X theo tôpô  = u(X, Y). 
Vấn đề là chứng minh rằng ƒọ € Y. Vì ƒọ liên tục (theo tôpô /) nên 
tập {z : |ƒo(z)| < 1} = V là một ¿-lân cận, tức là phải bao hàm một 
tập có dạng °, với M/ là một tập lồi, cân đối và ø(Y, X)-compac. 
Nhưng W/ đã là z(Y, X)-compac, thì phải đóng theo tôpô này và vì 
vậy cũng đóng theo tôpô ơ(X“, X), trong đó X“” là không gian tất cả 
các phiếm hàm tuyến tính trên X. Vậy nếu ta lấy đối cực trong cặp 
đối ngẫu (X, X”) thì W/°° = W (Định lý 23). Mà V 5 W/°, cho nên 
V°C W°°=WCY. Vả lại fạ € V°. Do đó ƒọ € Y. D 


Một không gian lồi địa phương X sao cho tôpô của nó trùng với 
tôpô Mackey theo đối ngẫu (X, X”), gọi là một không gian Mackey. 
Có thể chứng minh rằng một số khá lớn các không gian thường gặp: 
không gian thùng, không gian boocnôlôgic (không gian Fréchet, nói 
riêng) đều là không gian Mackey. 


——~cs..me 


| 
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7*. GIỚI HẠN XẠ ẢNH VÀ GIỚI HẠN OUI NẠP 


Sau đây sẽ nói về hai phương pháp thông dụng đưa tôpô lồi địa 
phương vào một không gian tuyến tính. 


7.1. GIỚI HẠN XẠ ẢNH. Giả sử cho trước: 

L) Một không gian tuyến tính X; 

2) Một họ không gian lồi địa phương Xạ (À € A); 

3) Với mỗi À € A, một ánh xạ tuyến tính ạ : X — X;. 


Trong nhiều trường hợp ta muốn có trên X một tôpô lồi địa phương 
sao cho trong đó tất cả các ánh xạ uạ đều liên tục. Gọi ® là họ tất cả các 
tôpô có tính chất ấy. Nếu 8 € % và Š“ là một tôpô lồi địa phương trên 
X mạnh hơn 8 thì đĩ nhiên 6° € ®. Vì vậy ta quan tâm đến tôpô yếu 
nhất trong họ ®: tôpô ấy được gọi là :ôpô lồi địa phương khởi đầu của 
họ các tôpô của các X, đối với họ các ánh xạ tuyến tính ạ. Không 
gian X, với tôpô ấy, còn gọi là giới hạn xạ ảnh của các không gian lồi 
địa phương X; đối với họ ánh xạ . Sự tồn tại của tôpô khởi đầu được 
xác lập bởi: 


Định lý 30. Cho Ð !à họ các tập V C X có dạng 
V.= nạcru;*(W), LCA, l hữu hạn, Vụ € › (18) 


trong đó ạ là một cơ sở lân cận lồi cân đối của X;. Tôpô lôi địa 
phương khởi đầu chính là tôpô lồi địa phương nhận ® làm cơ sở lân 
cận . 


Chứng minh. Trước hết ta chú ý rằng theo Định lý 7 điều kiện cần 
và đủ để cho một ánh xạ tuyến tính w : X -› Y liên tục là : nghịch 
ảnh bởi của mỗi lân cận (của gốc) trong Y phải là một lân cận (của 
gốc) trong X (nhớ rằng một ánh xạ tuyến tính là liên tục khi và chỉ 
khi nó liên tục tại gốc). Từ đó suy ra rằng: điều kiện cần và đủ để cho 
một tôpô lồi địa phương 8 thuộc họ ở (tức là bảo đảm sự liên tục của 
mọi ánh xạ uạ) là họ các lân cận (của gốc) trong 3 phải chứa tất cả các 
tập có dạng x'(Wạ), với Vạ € Y (À € A). Nhưng mặt khác các tập 
có dạng này đều là lồi, cân đối và hấp thu (vì các Vạ đều như thế) cho 
nên theo Định lý 16 có một tôpô lồi địa phương trên X nhận họ ® (họ 
các tập có dạng (17)) làm cơ sở lân cận. Vậy tôpô này là tôpô yếu nhất 
thuộc họ ®, n 
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Hệ quả. Nếu f\xcAwx'(0) = {0} và mỗi không gian X; đều là 
không gian Hausdorƒƒ thì giới hạn xạ ảnh cũng là không gian Hausdor. 


Thật vậy, đó là hệ quả của Định lý 15, vì 
fvesV = ca fv,ey, tụ ` (Và) = naeAtx ` (0) = {0}. 


Định lý 31. Cho X là giới hạn xạ ảnh của các không gian lồi địa 
phương X; đối với các ánh xạ uạ, Y là một không gian lồi địa phương 
và ƒ là một ánh xạ tuyến tính từ Y vào X. Anh xạ ƒ liên tục khi và chỉ 
khi mỗi ánh xạ phức hợp uạ © ƒ là liên tục. 


`- Chứng minh. Anh xạ ƒ liên tục khi và chỉ khi với mỗi V € ® tập 
ƒ~}{(V) là một lân cận (của gốc) trong Y, hay nói cách khác, với mỗi 
À € A và mỗi Vạ € Ÿạ tập ƒ~!(u;'(VẠ)) = (wạ e ƒ)~'{VẠ) là một lân 
cận trong Y. Nhưng điều này có nghĩa là ; o ƒ liên tục. n 


Định lý 32. Môi không gian lồi địa phương là giới hạn xạ ảnh của 
một họ không gian định chuẩn. 


Chứng minh. Cho X là một không gian lồi địa phương bất kỳ, I 
là họ sơ chuẩn ứng với một cơ sở lân cận ® của X. Trong chứng 
minh Định lý 25 ta đã thấy rằng với mỗi p € F tập p~`(0) là một 
không gian con của X và p xác định một chuẩn trên không gian thương 
Xp = X/p”`(0). Khi ấy, gọi „ là ánh xạ cho tương ứng với z € X 
phần tử # € X; ( là lớp các z' € X với p(z — z) = 0), và dựa vào 
các Định lý 25 và 17 ta thấy ngay rằng X chính là giới hạn xạ ảnh của 
các X; đối với các tư. n 


Ví dụ đơn giản nhất về tôpô lồi địa phương khởi đầu là tôpô cảm 
sinh trong một không gian tuyến tính con X4 của một không gian lồi 
địa phương X; tôpô đó (xem mục 1.6) chính là tôpô lồi địa phương yếu 
nhất trong tất cả các tôpô lồi địa phương bảo đảm sự liên tục của ánh 
xạ đồng nhất từ ÀM vào X. 


Một ví dụ khác là tôpô yếu của một không gian lồi địa phương 
Hausdorff X. Như đã định nghĩa ở mục 6.1 tôpô yếu đó là tôpô mà cơ 
sở lân cận gồm các tập có dạng f1? {z : |ƒ#:(z)| < e}, trong đó n là số 
tự nhiên tuỳ ý, ƒ; là những phiếm hàm tuyến tính liên tục bất kỳ trên 
X, e là số dương tuỳ ý. Vậy nó chính là tôpô lồi địa phương yếu nhất 
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trong tất cả các tôpô lồi địa phương bảo đảm sự liên tục của mọi ánh 
xạ ƒ € X°. 


Định lý 25 thật ra là trường hợp riêng của mệnh đề tổng quất sau 
đây: 


Định lý 33. Cho X là giới hạn xạ ảnh của các không gian lồi địa 
| phương X, đối với các ánh xạ u. Một tập M C X bị chặn khi và chỉ 
| khi mỗi tập uA(M) cũng bị chặn. 
Ị 


Chứng minh. Nếu M bị chặn thì mỗi tập ;(⁄) cũng bị chặn, vì 
các tạ đều là ánh xạ liên tục (Định lý 20). Ngược lại giả sử mỗi uạ(M) 
đều bị chặn, và cho ⁄ là một lân cận lồi cân đối trong Xạ. Vì ua(Ä⁄4) bị 
chặn nên nó được hấp thu bởi VẠ, do đó M được hấp thu bởi u'(V). 


l Vậy theo Định lý 30, Aƒ sẽ được hấp thu bởi mọi lân cận trong X, 
Ỷ nghĩa là M bị chặn. D 
; 7.2. GIỚI HẠN QUI NẠP. Giả sử cho trước : 

Ì L) Một không gian tuyến tính X; 

l 2) Một họ không gian lồi địa phương X; (A € A); 

| 3) Với mỗi À € A, một ánh xạ tuyến tính œạ : Xạ — X. 

| 


ï Gọi W là tập tất cả các tôpô lồi địa phương trên X sao cho trong 
Ỉ mỗi tôpô ấy, tất cả các ánh xạ uạ đều trở thành liên tục. Nếu 8 € Ứ và 


! 

‡ 9“ là một tôpô lồi địa phương yếu hơn 9 thì rõ ràng 9“ cũng thuộc Ứ, 
L Vì vậy ta quan tâm đến tôpô mạnh nhất trong họ Ứ: tôpô đó được gọi 
Ẵ là tôpô lồi địa phương tận cùng của họ các tôpô của các Xạ, đối với 


họ các ánh xạ tuyến tính uạ. Không gian X, với tôpô đó, còn được gọi 
là giới hạn qui nạp của các không gian lồi địa phương Xạ, đối với các 
ánh xạ 0. Định lý sau đây khẳng định sự tồn tại của tôpô tận cùng: 


Định lý 34. Cho ® là họ các tập V C X lồi, cân đối và hấp thu 
sao cho mỗi uạ `(V) là lân cận trong X›. Tôpô lồi địa phương tận cùng 
chẳng qua là tôpô nhận ® làm cơ sở lân cận. ` 


Chứng minh. Theo Định lý 15 có một tôpô lồi địa phương 7 trên 
X nhận 2 làm cơ sở lân cận. Vì nghịch ảnh œ; !(W) của mọi lân cận 
V € 2 đều là lân cận trong X;, nên mỗi òạ đều liên tục trong tôpô 7, 
vậy /7 € W. Mặt khác, nếu 8 € thì với mỗi lân cận V lồi, cân đối, | 
trong 3 và với mỗi.À € A tập ; `(W') đều là lân cận trong X; nghĩa là ị 
V €2, do đó 8 C ,7. Vậy ,7 là tôpô mạnh nhất trong họ Ứ. Im 
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Giả sử không gian tuyến tính sinh bởi Ja¿AA(X)) trùng với X, và 
với mỗi À cho ); là một cơ sở lân cận lồi cân đối của X;. Từ định lý 
trên suy ra: nếu với mỗi À ta lấy một tập Vạ € )› rồi lấy tập lồi cân đối 
nhỏ nhất V bao hàm Jx¿A0A(WẠ), thì họ “7 tất cả các tập V xây dựng 
theo cách đó sẽ cho một cơ sở lân cận của giới hạn qui nạp. Thật vậy, 
vì Vạ hấp thu X; nên 0ạ VẠ) hấp thu òA(X;) và vì không gian tuyến tính 
sinh bởi LJ2¿Aa(X) trùng với X, nên JacA9a(1Ạ), và do đó V, là tập 
hấp thu. Đương nhiên với mọi À ta có 0x!(V) Đ Vạ. Vậy 9 C ®. Mật 
khác, với mọi W € 2, tập ø;(M/) bao hàm một WẠ € 3; và tập lồi 
cân đối nhỏ nhất chứa J;cA0(WẠ) sẽ thuộc ' và bao hàm trong IW/. 


` Mà ® là cơ sở lân cận của giới hạn qui nạp nên cũng là cơ sở lân 
cận. 


Từ định lý trên ta cũng suy ra: 


Hệ quả. Giới hạn quy nạp của những không gian thùng cũng là 
không gian thùng. 


Thật vậy, nếu Ø là một thùng trong X (nghĩa là Ø lồi cân đối, đóng 
và hấp thu) thì x}(/B) là một thùng trong Xạ, cho nên œx `(B) là một 
lân cận trong X. Do đó Ð € 2 và ? là lân cận trong X. D 


Định lý 35. Cho X là giới hạn quy nạp của các không gian lồi địa 
phương X› đối với các ánh xạ uạ, Y là một không gian lôi địa phương, 
và ƒ là một ánh xạ tuyến tính từ X vào Y. Anh xạ ƒ liên tục khi và chỉ 
khi mỗi ánh xạ phức hợp ƒ e uạ là liên tục. 


Chứng minh. Anh xạ ƒ liên tục khi và chỉ khi với mỗi lân cận lồi 
cân đối W trong Y, tập ƒ~}(W/) là một lân cận trong X, tức là, theo 
Định lý 32, mỗi tập 0r!(ƒ~!(W))) = (ƒ ø 9a)~!(W) là một lân cận 
trong X;. Điều này có nghĩa là ƒ e 0 liên tục. I8 


Hệ quả. Giới hạn quy nạp của những không gian giới nội đóng 
(boocnôlôgic) cũng là không gian giới nội đóng. 


Thật vậy, cho X là một giới hạn quy nạp đó, Y' là một không gian 
lồi địa phương, và ƒ là một ánh xạ tuyến tính bị chặn từ X vào Yí. Với 
mỗi À, ƒ o uạ biến tập bị chặn thành tập bị chặn, cho nên phải liên tục, 
vì Xạ là không gian giới nội đóng. Do đó ƒ liên tục. D 


Định lý 36. Đối với một không gian lôi địa phương Hausdorff X 
bốn tính chất sau là tương đương: 
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() X là không gian giới nội đóng; 

GÌ) Trong X không thể đưa vào một tôpô lôi địa phương mạnh hơn 
thực sự tôpô (vốn có) của X mà họ các tập bị chặn vẫn như cũ; 

(HI) Bất kỳ tập nào lôi cân đối mà hấp thu mọi tập bị chặn thì đều 
là lân cận; 

(Iv) X là giới hạn quy nạp của một họ không gian định chuẩn. 


Chứng minh. (¡) => (ii) Giả sử X là giới nội đóng, và cho 9 là tôpô 
(vốn có) của X, 7 là một tôpô lồi địa phương trên X sao cho họ các 
tập ,7-bị chặn trùng với họ các tập 3-bị chặn. Khi ấy ánh xạ đồng nhất 
ƒ từ (X, 8) vào (X, 7) sẽ biến mỗi tập bị chặn thành tập bị chặn, cho 
nên phải là ánh xạ liên tục. Do đó mọi tập mở trong /7 cũng là mở 
trong 6, nghĩa là Z7 C 9. 


(1) => (ii) Giả sử X có tính chất (1) và gọi 2 là họ tất cả các tập 
B C X có tính chất: P lồi, cân đối, Ð hấp thu mọi tập bị chặn. Theo 
Định lý 16, có một tôpô lồi địa phương 7 trên X nhận ® làm cơ sở 
lân cận. Vì mỗi lân cận trong 9 (tôpô vốn có) đều thuộc 2 nên 7 Đ 6, 
và rõ ràng họ các tập 7-giới nội trùng với họ các tập 9-bị chặn, Vậy 
#7 = 8, nghĩa là mọi  € ® đều là lân cận. 


(ii) => (v) Giả sử X có tính chất (ii). Với mỗi B c X đóng, 
bị chặn, lồi và cân đối, ta ký hiệu Xø; là không gian tuyến tính con 
sinh bởi ,øg là hàm cỡ của B, xác định trong X;z một tôpô lồi địa 
phương ,7„. Vì Ð bị chặn nên với mỗi lận cận V trong X tồn tại ¿ > 0 
sao cho B C V, từ đó „B c VnXp, chứng tỏ V f\ Xg là một lân 
cận trong ƒs. Vậy trên Xzg tôpô 7s mạnh hơn tôpô cảm sinh từ X, 
mà X là không gian Hausdorff nên 7z càng là tôpô Hausdorff. Do đó 
Pn(z) > 0 với mọi z € X;, z z 0, tức là pn là một chuẩn trên Xz, 
và (Xs, Zg) là một không gian định chuẩn. 


Dễ thấy rằng X là giới hạn qui nạp của các (Xp, 7n) đối với các 
ánh xạ đồng nhất wg từ Xg vào X. Thật vậy, cho V là một tập lồi cân 
đối và hấp thu sao cho mỗi z`!(W) = VnX§ là lân cận trong Xg. Gọi 
Ä là một tập bị chặn bất kỳ trong X và lấy ? là tập lồi, cân đối, đóng, 
nhỏ nhất, bao hàm Xí. Khi ấy B cũng là tập bị chặn, nên W f\ Xzg là 
lân cận trong Xp, nghĩa là V f4 Xg 5 {z € Xa : pg(z) < e} = eB 
với một tập bị chặn, Do đó theo giả thiết V phải là một lân cận trong 
X, và theo Định lý 34, X chính là giới hạn qui nạp nói trên. 
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(iv) => (¡) Do hệ quả của Định lý 35. 
Định lý 36 đã được chứng minh đầy đủ. a 


Ví dụ đơn giản và quan trọng về giới hạn qui nạp là không gian 
thương. Cho Xo là một không gian lồi địa phương, Mí là một không 
gian tuyến tính con của Xọ, và X = Xo/M. Gọi V là ánh xạ chính tắc 
từ Xo vào X (tức là ánh xạ cho tương ứng với mỗi z € Xo lớp tương 
đương Z chứa nó), thì dễ thấy rằng tôpô thương (mục 3.3) chính là tôpô 
lôi địa phương mạnh nhất bảo đảm sự liên tục của 0. 


Trường hợp thường gặp về giới hạn qui nạp là các không gian X› 
là không gian tuyến tính con của X, có hợp sinh ra X, và các 0; là 
thu hẹp trên X của ánh xạ đồng nhất từ X vào chính nó. Khi ấy tôpô 
lồi địa phương tận cùng là tôpô lồi địa phương trên X mạnh nhất cảm 
sinh trong mỗi X; một tôpô yếu hơn tôpô vốn có của X;. Một tập lồi 
cân đối V là lân cận trong X khi và chỉ khi mỗi tập V fX; đều là lân 
cận; một ánh cạ tuyến tính ƒ từ X vào một không gian lồi địa phương 
là liên tục khi và chỉ khi nó liên tục trên từng Xạ. 


7.3. KHÔNG GIAN TÍCH VÀ KHÔNG GIAN TỔNG. Cho X; (À € 
A) là những tập bất kỳ. Như đã định nghĩa ở mục 1.6, tích trực tiếp của 
các X., ký hiệu X = ]];¿a Xa, là tập tất cả các hàm z = z(À) xác 
định trên A sao cho z(À) € X; với mỗi À. Phần tử z(À) là toạ độ thứ 
À của z, và ánh xạ p : z => z(À) là phép chiếu từ X xuống Xạ. 


Nếu mỗi X; là một không gian tuyến tính (thực cả hay phức cả) thì 
bằng cách xác định (z + )(À) = z(A) + w(A), (az)(A) = œz(), ta 
biến tích trực tiếp X_= |]; X thành một không gian tuyến tính. Nếu 
môi X; lại là không gian lồi địa phương thì bằng cách coi X là giới hạn 
xạ ảnh của các X đối với các ánh xạ pạ ta biến nó thành một không 
gian lồi địa phương, gọi là tích tôpô của các không gian X;. Tôpô của 
tích là tôpô yếu nhất đảm bảo sự liên tục của các phép chiếu pạ; một 
CƠ SỞ lân cận của tôpô ấy gồm tất cả các giao của những họ hữu hạn 
tập ø„'(Vạ), trong đó Vạ € Wạ, ạ là một cơ sở lân cận lồi cân đối 
trong X; nói cách khác, cơ sở ấy gồm tất cả các tập có dạng [J;«a V2, 
trong đó VẠ € ?; với một số hữu hạn các À và VẠ = X; với mọi À 
khác. Theo Định lý 13 (Tychonoff), tích tôpô cuả một họ không gian 
tôpô compac thì cũng compac. 
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Ta hãy định nghĩa một phép ánh xạ 7; : Xạ -› X bằng cách cho 
tương ứng với mỗi phần tử zạ € X; phần tử z € X có z(A) = zạ và 
+{u) = 0 với mọi / € A,  # À. Rõ ràng phép ánh xạ 7 là tuyến tính, 
I-1 từ X. lên 7a(X). Vì mỗi p„ø7 ( € A) là liên tục nên 7; liên tục, 
hơn nữa vì 7xÌ = pạ (thu hẹp trên 7a(Xạ)) nên 7 cũng liên tục. Như 
vậy 7a là một ánh xạ tuyến tính 1-1 và liên tục theo hai chiều từ X; lên 
7a(Xa), nghiã là một phép đẳng cấu giữa X; và 7a(Xạ). Vì thế người 
ta thường đồng nhất X; với 7a(X), và coi X; là một không gian con 
của tích [J Xạ. 


Không gian tuyến tính con của [] Xạ sinh bởi LIX; (hay chính xác 
hơn, bởi U7a(X)) gọi là tổng các không gian tuyến tính X và được ký 
hiệu là A‹ Đó chẳng qua là tập các phần tử của LIX› chỉ có một số 

À€A ¡ 
hữu hạn toạ độ khác 0. Như thế tổng các X; trùng với tích của chúng 
khi A là tập hữu hạn. 


Nếu mỗi X; là một không gian lồi địa phương thì tổng 5” Xạ có 
thể được trang bị tôpô cảm sinh từ tích tôpô [IX›: ở trên vừa thấy rằng 
tôpô ấy cảm sinh trong mỗi X; tôpô vốn có của Xạ. Nhưng ta cũng có 
thể coi 5” X› là giới hạn qui nạp của các X; đối với các ánh xạ 7: khi 
ấy 3) X gọi là tổng tôpô của các X;, và tôpô của nó gọi là tôpô tổng. 


Vì theo định nghĩa giới hạn qui nạp, tôpô tổng là tôpô lồi địa phương 
mạnh nhất bảo đảm sự liên tục của các 7a, mà tôpô tích cũng bảo đảm 
sự liên tục của các 7a, nên tôpô tổng trong 3 Xạ mạnh hơn tôpô tích. 
Mặt khác, nếu V là một lân cận lồi cân đối trong tôpô tổng thì mỗi 
VX; phải là lân cận trong X;. Vậy tôpô tổng cũng cảm sinh trong 
mỗi X; tôpô vốn có của X;. 


——— _—^ 
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BÀI TẬP 


Không gian tôpô 


¡. Chứng minh rằng một họ ?f là cơ sở của tôpô khi và chỉ khi { C 9 và 
với mọi z của không gian và mọi lân cận Ư của z, bao giờ cũng có G € 3X 
sao cho z € G C Ũ, 


2. Một cø sở con (hay tiền cơ sở) của một tôpô là một họ .Š sao cho họ tất 
cả các giao hữu hạn của những tập thuộc họ đó làm thành một cơ sở của tôpô 
đã cho ("giao hữu hạn" của những tập thuộc Š có nghĩa là giao của một số 
hữu hạn (bất kỳ) các tập thuộc họ Š). Chứng minh rằng một họ không rỗng 


› những tập con của X là cơ sở con cho tôpô yếu nhất trên X chứa họ ấy. 


3. Một không gian tôpô gọi là liền thông nếu nó không phải là hợp của 
hai tập không rỗng A, Ð, tách rời nhau (4, Ø gọi là tách rời nhau nếu Ân 8 
và A(\ đều là tập rỗng ). Một không gian tôpô X là liên thông khi và chỉ 
khi trong không gian đó chỉ có X và Ø là vừa mở vừa đóng. 


Giới hạn. Tính compae 


4. Một tập 4A được sắp một phần (bởi quan hệ <) được gọi là định hướng 
nếu với mọi œ, 8 € A đều có + € A sao cho œ < +, < +. Nếu (A,<) là 
một tập định hướng và với mỗi œ € Á ứng một phần tử z¿ của một không 
gian tôpô X, thì ta nói có một đấy suy rộng {zZa}acA (hay lưới trong X. Dãy 
suy rộng {Za}aeA gọi là hội tụ tới z € X nếu với mọi lân cận V của z có 
một œọ (phụ thuộc W') sao cho: z„ € V với mọi œ > œạ. Ký hiệu za % kz 
hay z = lim za. 

¬-..-.. 


Với mỗi dãy suy rộng {za¿}ac4 ta có thể xét họ ® gồm tất cả các tập 
S%„ = {zs : 8 > œ}. Kiểm tra lại ® là một cơ sở lọc. Lọc Š tương ứng gọi là 
lọc sinh bởi dãy suy rộng {z„}. Chứng minh rằng nếu z„ —z thì $ — #z, 
và ngược lại. 

5. Một tập ` C X là đóng khi và chỉ khi với mọi dãy suy rộng {Za}aeA C 
F' sao cho #a K1 # ta đều có #z € Œ. 


6. Một lọc ¿ gọi là một siêu lọc nếu không có lọc Š # ¿⁄ nào mịn hơn 
nó, nghĩa là sao cho 4 C $. Chứng minh rằng mọi lọc đều có một siêu lọc 
kí 5 S (dùng tiên để Zom). 


7. Một không gian tôpô X là compac khi và chỉ khi mọi siêu lọc trong XÝ 
đều hội tụ. 
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Chỉ dân. Giả sử X compac, và là một siêu lọc trong X. Xét họ các tập 
?, với mọi F` € 14. Họ đó có tính tương giao hữu hạn (nghĩa là giao của một 
số hữu hạn tập trong họ đó bao giờ cũng # f). Vậy họ đó có một điểm chung 
+. Chứng minh rằng ¿4 — +. 


Ngược lại, giả sử mọi siêu lọc trong X hội tụ. Xét một họ tập đóng 
Fạ¿ C X (œ€ 4) có tính tương giao hữu hạn. Tìm một siêu lọc ¿ chứa họ 
đó. ¿{ —› z nào đó. Suy ra z chung cho tất cả các F. 


Không gian tuyến tính tôpô. 


8. Cho X là không gian tuyến tính thực làm thành do tất cả các hàm số 
thực liên tục trên đoạn [0, 1]. Với mỗi cặp (6, £) (8 >0, 0< e <]1) cho „ 
là tập tất cả các z € X sao cho |z(£)| < ð tại mọi điểm £ ở ngoài một tập mở 
(phụ thuộc +), mà các khoảng cấu thành có độ dài tổng cộng < e. 


a) Chứng mình rằng họ các tập W4¿ sinh trên X một tôpô tương hợp với 
cấu trúc không gian tuyến tính, và tôpô ấy là Hausdorff. 


b) Chứng minh rằng với mỗi (ôe) như trên có một số nguyên m‹ > Ô sao 
cho X = Uj..¡4;, trong đó mọi 4; = W¿ (xét một phân hoạch thích hợp của 
đơn vị trên 7 = 0, 1]). 


€) Từ đó suy ra mọi phiếm hàm tuyến tính liên tục ƒ trên X đều phải đồng 
nhất bằng 0. (Chú ý rằng nếu một hàm số liên tục z bằng O tại mọi điểm ở 
ngoài một khoảng J C 1 có độ đài < e thì Àz € W⁄¿ với mọi À € R}). 


9. Cho À⁄, là hai không gian con của không gian tuyến tính tôpô X, 
sao cho mọi z € X đều có thể biểu điển một cách duy nhất dưới đạng z = 
u-EU,u€ ÀMƒ,u€ ÑN, Nếu các ánh xạ p : z -> ư và q : z > đều liên túc 
thì X gọi là tổng rôpô của À4, W và M (hay N) được gọi là bù zôpô của W 
(hay A, tương ứng). Chứng minh rằng điều đó xảy ra khi và chỉ khi ánh xạ 
@: X/M ~> N chuyển mỗi lớp tương đương modulo M tới phần tử duy nhất 
của lớp đó thuộc , là một đẳng cấu. 


!0. Một không gian con hữu hạn chiều của một không gian tuyến tính 
tôpô bao giờ cũng có bù tôpô. 


Không gian lồi địa phương. 


11. Cho một không gian tuyến tính bất kỳ X. Tôpô lồi địa phương mạnh 
nhất trên X là tôpô trong đó tất cả các sơ chuẩn đều liên tục. Chứng minh 
rằng đó cũng là tôpô lồi địa phương xác định bởi họ tất cả các tập con của X, 
lồi, cân đối và hấp thu. 
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12. Trong không gian tuyến tính hữu hạn chiều chỉ có một tôpô lồi địa 
phương Hausdorff, đó là tôpô trong đó mọi tập lồi, cân đối và hấp thu đều là 
lân cận của gốc. 


13. Cho là một tập mở, bị chặn trong R”, 2() là không gian tuyến 
tính lập thành bởi tất cả các hàm số thực vô cùng khả vi, và triệt tiêu ngoài fï. 
Chứng minh rằng họ các sơ chuẩn ø; (k = 0,1,2,...) xác định bởi 


ƒ  p(ƒ) = sup |D*ƒ|, 


8 
D*ˆườÐt...D, Dị = s— 
kị +--.‹+ kn =k 


(sup lấy theo mọi £ € §* và mọi đạo hàm cấp k), xác định trên 72(Q) một 
tôpô lồi địa phương , trong đó 72() trở thành một không gian Frechet. 
Toán tử và phiếm hàm tuyến tính. 


14. Cho một không gian tuyến tính X. Chứng minh rằng tôpô lồi địa 
phương mạnh nhất trên X (xem bài tập 11) có các tính chất sau đây: 


a) Mọi toán tử tuyến tính từ X vào một không gian lồi địa phương bất kỳ 
Y đều là liên tục. Nói riêng, mọi phiếm hàm tuyến tính trên X đều liên tục. 
Mọi không gian con của X là đóng. 


b) Một tập À£ C X là bị chặn khi và chỉ khi nó nằm trong không gian 
con hữu hạn chiều và bị chặn trong không gian đó. 


15. Chứng minh rằng trong một không gian tuyến tính tôpô: 


a) Một tập ÀX⁄/ là bị chặn khi và chỉ khi với mọi dãy {za} C Mí và mọi 
dãy số dương e„ đần tới 0, dãy e„z„ cũng dần tới 0. 


b) Nếu z„ạ —> Z (n —› oo) thì {z„} là tập bị chặn. 


a) Một phiếm hàm tuyến tính ƒ trên X là liên tục khi và chỉ khi có một 
tập mở Ứ C X và một số £, sao cho ‡ £ ƒ(U). 


b) Một phiếm hàm tuyến tính ƒ trên X là liên tục khi và chỉ khi Kerƒ là 
không gian con đóng của X. 


I7. Cho X là một không gian đếm được chuẩn, với họ sơ chuẩn 


llzlli < llzlla < - -- < llzllm < --: 
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Chứng minh rằng nếu ƒ là một phiếm hàm tuyến tính liên tục trên X thì 
phải có một số nguyên & và một hằng số Œ > 0 sao cho 


|/(z)| < Cllzlle Vz e X. 


Tôpô yếu và tôpô yếu*. 
I8. Cho X là một không gian lồi địa phương, X* là đối ngẫu của nó. 


8) Một tập Ä# C X là bị chặn khi và chỉ khi nó là bị chặn trong mọi tôpô 
phù hợp đối ngẫu giữa X và X*, 

b) Một tập lồi Œ C X là đóng khi và chỉ khi nó là đóng trong mọi tôpÔ 
phù hợp đối ngẫu giữa X và X*. 

©) Họ các tập lồi, cân đối, đóng và hấp thu (tức là các thùng) trùng với họ 
các đối cực của các tập đóng yếu trong X". 


19. Nếu một không gian lồi địa phương Hausdorff X là metric hoá được, 
thì tôpô Mackey u(X, X*) trùng với tôpô vốn có. 
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